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Uber die konforme Abbildung von Gebieten

unendlich hohen Zusammenhangs
Von Kurt Strebel, Zurich

I. TEIL

Einleitung

1. Eine topologische Abbildung eines Gebietes Gz der 2-Ebene1) in
die w-Ebene fuhrt Gz wiederum in ein Gebiet Gw iïber. Durch die Zuord-
nung der Gebietspunkte z «--> w von Gz und Gw wird eine eineindeutige
Zuordnung der Randkomponenten FZ*~>FW der beiden Gebiete indu-
ziert, in dem Sinne, daB jeder Punktfolge (zn) aus Gz, die gegen eine

Randkomponente Fz konvergiert2), eine Punktfolge (wn) von Gw ent-
spricht, die gegen eine und dieselbe Randkomponente Fw konvergiert
und umgekehrt. Ist Gz von unendlich hohem Zusammenhang3), so ist die
induzierte Zuordnung der Menge der Randkomponenten uberdies topolo-
gisch, wenn man als Umgebungen einer Randkomponente F die Teil-
menge derjenigen Randkomponenten betrachtet, die in einer Umgebung
von F beziiglich der komplexen Ebene liegen.

An Stelle der Randkomponenten ist es im folgenden praktischer, die
Komplementârkontinuen dièses Gebietes zu betrachten : Eine
Randkomponente F eines Gebietes G hat als Komplement eine offene Menge,
die im allgemeinen in mehrere einfach zusammenhângende Gebietskompo-
nenten zerfâllt. Eine derselben enthâlt das Gebiet G, sâmtliche andern
sind zu G fremd. Die Vereinigung der letztern mit F stellt ein zu G frem-
des Kontinuum dar ; wir nennen es das zu F gehôrige Komplementâr-
kontinuum F von G. Ein solches ist stets einfach zusammenhângend, das
heiBt sein Komplement besteht aus einem einzigen Gebiet (welches G
enthâlt).

x) Darunter verstehen wir stets die durch den unendlich fernen Punkt abgeschlossene
Ebene mit einem dem Abstand auf der Kugel âquivalenten Umgebungsbegrifï.

2) d. h. jede Umgebung von Tz enthâlt fast aile Punkte der Folge.
3) Zusammenhangszahl Anzahl der Randkomponenten.

101



Bei einer bloB topologischen Abbildung etwa eines Gebietes Gz endlichen
Zusammenhangs kônnen nun die Komplementârkontinuen des Bild-
gebietes Gw als auBerhalb voneinander liegende, einfach zusammenhân-
gende Kontinuen beliebig vorgegeben werden, wenn nur ihre Anzahl gleich
derAnzahl derKomplementârkontinuen von Gz ist. Dies ist jedoch bei einer
eineindeutigenund konformenAbbildung w(z) nicht mehr der Fall. Man wird
vielmehr jedem Komplementàrkontinuum Fz von Gz eine ganze Klasse

G(FZ) von einfach zusammenhângenden Kontinuen zuordnen mussen,
aus der dann die Auswahl durch die konforme Abbildung selber getroffen
wird. Wir wollenein System Cl9.. .9Cn vonsolchenKlassen vollstàndig
nennen, wenn jedes w-fach zusammenhangende Gebiet Oz mit beliebiger

eineindeutiger Zuordnung FZ<~^C(FZ) ein konform âquivalentes
Gebiet Gw besitzt, dessen Fz entsprechendes Komplementàrkontinuum Fw

in der Klasse C(FZ) liegt. Man wird dabei bestrebt sein, die einzelnen
Klassen gleichzeitig so eng zu wâhlen, daB bei gegebenem Gz das Gebiet
Gw eindeutig bestimmt ist.

Ein einfaches Beispiel ist das sogenannte Koebesche Kreisnormie-
rungsprinzip (Koebe [1]) : Die Klassen Cl9.. .,Cn sind aile identisch
und gleich der Menge aller Kreisscheiben und Punkte auf der Kugel.
Dièses System ist vollstàndig, das heiBt jedes beliebige n-fach zusammenhangende

Gebiet Gz kann auf ein Gebiet Gw abgebildet werden, dessen

sâmtliche nicht-punktfôrmigen Randkomponenten Kreise oder Geraden
sind, und Gw ist bis auf eine lineare Transformation eindeutig bestimmt.
Allgemeinere Klassen G sind fur den Fall endlichen Zusammenhangs u. a.

von Grôtzsch [1, 2] angegeben worden. Fur Gebiete unendlich hohen

Zusammenhangs ist die Frage jedoch noch fast gar nicht behandelt. Es

tritt dabei auch fur die Hâufungsrandkomponenten eine ganz neue Situation

auf: Durch die den unmittelbar benachbarten Komponenten auf-
geprâgte Gestalt wird diejenige der Hâufungsrandkomponente zusâtzlich
beeinfluBt.

Ein instruktives Beispiel ist ebenfalls von Grôtzsch ([3], Strebel [1])
angegeben worden : Die Klasse C1 besteht aus dem Einheitskreis \w\ <; 1 ;

die ûbrigen Klassen O2, O3, sind miteinander identisch und bestehen

aus den radialen Schlitzen. Das System der Klassen Ct,..., Cn ist fur
jedes endliche n vollstàndig, das unendliche System jedoch nicht ; das

heiBt es gibt Gebiete abzahlbaren Zusammenhangs, die sich nicht auf ein
Gebiet, das vom Einheitskreis und lauter radialen Schlitzen berandet ist,
abbilden lassen. Die radialen Schlitze kônnen ein Herausspringen eines

solchen am Einheitskreise selbst bewirken.
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Wir stellen uns nun folgendes Problem : Es sei Gz ein Gebiet abzàhl-

baren Zusammenhangs. Jedem Komplementârkontinuum Fz von Gz sei

eine gewisse Klasse C(FZ) von einfach zusammenhàngenden Kontinuen
zugeordnet, so daB endlich viele von diesen Klassen stets ein vollstàndiges
System bilden. Unter welchen (hinreichenden) Bedingungen uber die
Hâufungsrandkomponenten von Gz gibt es eine konforme Abbildung
w(z)y die jedes Komplementârkontinuum Fz in ein Fw eC(Fz) ûberfûhrt?

Im demnàchst in derselben Zeitschriffc erscheinenden zweiten Teil der
Arbeit wird unter zusâtzlichen Voraussetzungen uber die Gestalt der
Randkomponenten Fw die Unitàt gewisser speziell normierter Abbil-
dungen bewiesen.

§ 1. Der extremale Durchmesser eines Randpunktes

2. Die extremale Lange einer Kurvenmenge*). Es sei {y} eine Menge
von rektifizierbaren Kurven5) in einem Gebiete G der z-Ebene, und q(z)
eine réelle, nicht-negative Funktion in G, fur die die Intégrale

5 $S
y G

stets existieren und 0 <Fe (G) <oo ist. Jeder solchen Funktion q ordnen
wir die Zahl T2 r ->

zu, LQ{y} inf LQ (y). Unter der extremalen Lange A der Kurvenmenge

{y} verstehen wir die obère Grenze der Zahlen fi fur aile den obigen
Bedingungen geniigenden Vergleichsfunktionen q :

X{y) sup^(e, {y},G)
Q

Die Zahl k{y) ist unabhângig vom speziellen Gebiet G, in das die

Kurvenmenge {y} eingebettet ist, und invariant gegenûber eineindeutiger
konformer Abbildung. Ferner besitzt sie folgende leicht zu beweisenden

Eigenschaften :

(2.1) Ist {y^ eine Teilmenge der Kurvenmenge {y}, so ist X{yx}

4) Vgl. L. Ahlfors und A. Beurling [1].
5) Unter einer rektifizierbaren Kurve in G verstehen wir das stetige und rektifizierbare

Bild eines Kreises oder das stetige Bild einer offenen Strecke, wobei das Bild jedes abge-
schlossenen Teilintervalles der Parameterstreeke in G liège und rektifizierbar sei.
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(2.2) Enthâlt jede Kurve der Menge {y} eine solche der Menge
sogilt X{yx} <A{y}.

(2.3) Ist {y} die Vereinigungsmenge der beiden nicht notwendig
elementfremden Kurvenmengen {yx} und {y2}, so gilt die Ungleichung
(Strebel [1])

*"*<£* + £* h ^in) 4=1,2
3. Die extremale Distanz eines Gebietspunktes von einer Randkompo-

nente. Wir betrachten eine Randkomponente F eines Gebietes der
2-Ebene. F1 sei eine in G gelegene Jordankurve, die uns im folgenden
als Hilfskurve dienen wird. In einem der durch F' erzeugten beiden Teile
der Ebene liegt F : Wir bezeichnen diesen Teil als das Innere von F' und
sagen von Jordankurven, die in G liegen und F und F' trennen, sie um-
fassen oder umschlieBen F.

Jedem Gebietspunkte z, der im Innern von F' liegt, ordnen wir auf
folgende Art bezûglich G, F und F' eine positive Zahl

d(z) d(z;G,F,Ff)

zu, die wir die extremale Distanz6) (bezûglich F') des

Punktes z von der Randkomponente F nennen wollen :

{y} sei die Vereinigungsmenge aller in G und im Innern
von F! gelegenen rektifizierbaren Jordankurven y1, die
z und F umfassen, und Querschnitte y2, die z von F'
trennen und auf F enden7) (Fig. 1). Unter d(z) verste-
hen wir die extremale Lange dieser Kurvenmenge :

d(z) X{y)

Dièse extremale Distanz d (z) besitzt folgende Eigenschaften :

(3.1) Ist (zn) eine Folge von Punkten, fur die d(zn) -> 0 geht, *so

folgt zn -> F. Bilden wir nâmlich das Innere von F' konform auf das
Innere des Einheitskreises | w \ < 1 ab8), wobei F1 in | w \ 1 iiber-
gehe, so gilt d(zn) — d(wn), letztere bezûglich | w \ 1 genommen.
Wâhlen wir nun die Funktion q(w) 1 im Einheitskreis, so ist fur
jeden Punkt wn

6) Die hier definierte extremale Distanz ist nicht identisch mit der bei Ahlfors und Beur-
ling definierten extremalen Distanz zweier Randkomponenten.

7) Das sind topologische Bilder der Parameterstrecke 0 < t < 1, deren in 0 kompakte
Intervalle rektifizierbar sind, und die fur t ¦+¦ 0 und t -*¦ 1 gegen F gehen.

8) Eine Abbildung des Durchschnittes des Innern von i~" mit G in das innere des
Einheitskreises genûgt natùrlieh.
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wo a(wn) den Abstand des Punktes wn von der Randkomponente Fw
Bild von F) bedeutet. Es folgt also aus d(zn) -> 0 auch a(wn) -> 0

und damit zn -> F.
(3.2) Die Beziehung d(zn) -> 0 ist unabhângig von der Hilfskurve

F'. Seien Fr und F" zwei Hilfskurven, und fur die Punktfolge (zn) gehe

d(zn;G,F,F')->0
Wir wâhlen eine dritte Hilfskurve F* in G, die jT sowohl von J" als auch

von F" trennt. Die Punkte der Folge (zn) liegen nach obigem sehlieBlich
aile im Innern von F*, und wir teilen fur dièse n die Menge der Konkur-
renzkurven beziiglich F' ein in die Teilmenge derjenigen, die ganz im
Innern von F* liegen, und die der iibrigen

und bezeichnen die extremalen Lângen dieser Kurvenmengen mit
A* und A**. Dann gilt die Beziehung

Die GrôBen A** sind gleichmâBig nach unten beschrânkt durch eine positive

Schranke, was man analog wie (3.1) beweist, indem man eine spe-
zielle Funktion q betrachtet. Daraus folgt aber mit Hilfe der Ungleichung,
daB mit Xn -> 0 auch A* -> 0 gehen muB. Anderseits sind die Kurven
y* die Konkurrenzkurven des Punktes zn beziiglich F*, und dièse bilden
eine Teilmenge der Konkurrenzkurven von zn beziiglich F" : Die extre-
male Lange der letzten Menge ist somit < A* und geht folglich mit Xn

gegen null.
Die Beziehung d (zn) -> 0 ist somit allein durch das betrachtete Ge-

biet G, die Randkomponente F und die Folge (zn) gegeben und insbeson-
dere invariant gegenuber schlichter konformer Abbildung.

Ist F ein Punkt, so ist die extremale Lange der Menge der Querschnitte
y2, die auf F enden und z von F' trennen, fur jeden Punkt z gleich unend-
lich9), so daB also mit A {y} auch A {y1} -> 0 gehen muB10). Eine solche

9) Die extremale Lange dieser Kurven ist nâmlich > der extremalen Lange der Ver-
bindungskurven zweier geeignet gewahlter konzentrischer Kreise mit dem Mittelpunkt F
und den Radien rx und r2 < rl9 also >>(1/2ti) log {rtlr2), wobei rx festbleibtund ra beliebig
klein gewâhlt werden kann.

10) Es folgt dies wiederum aus der Ungleichung (2.3).
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punktfôrmigeRandkomponentewird nach Grôtzsch [6] vollkommenpunkt-
fôrmig genannt. Sie geht bei jeder schlichten konformen Abbildung von
G wieder in einen Punkt liber. Ist F ein Kontinuum, so ist X {y1} fur
jedes z grôBer als eine von z unabhàngige positive Zahl, so da8 mit
X {y} auch X {y2} -> 0 gehen muB.

4. Der extremale Durchmesser eines Randpunktes. Die Randkompo-
nente F von G sei nun eine Jordankurve11) oder ein Schlitz12), und £

ein Punkt darauf. Dazu wâhlen wir wie oben eine Hilfskurve F'. Be-
zeichnen wir als das Innere von F denjenigen Teil der Ebene, der G ent-

hâlt, so gibt es beiniehtpunktfôrmigem Fini
Durchschnitt einer hinreichend kleinen Um-
gebung von f mit dem Innern von F stets
eine wohlbestimmte einfach zusammenhân-
gende Gebietskomponente, die f als Rand-
punkt besitzt : Den Durchschnitt dièses Ge-

bietes mit G nennen wir eine Nachbarschaft
N (Ç) des Punktes £. Wir betrachten nur
Nachbarschaften von £, die ganz im Innern
der Hilfskurve F1 liegen und ordnen jeder
die Menge {yN} derjenigen im Innern von F'
liegenden Jordankurven und Querschnitte
von G zu, die N(Ç) und F umfassen bzw.

auf F enden und N(Ç) von F1 trennen, (Fig. 2). Unter dem extremalen
Durchmesser des Punktes f (bezûglich F') verstehen wir die untere
Grenze der extremalen Làngen der Kurvenmengen {yN} fur aile Nach-
barschaften N(Ç) :

G,r')= inf X{yN}

Fig. 2

Dafur gilt nun wieder :

(4.1) Die Gleichung d(Ç) 0 ist unabhângig von der gewâhlten
Hilfskurve F'.

Zum Beweis wâhlen wir irgendeine absteigende Folge von Nachbarschaften

Nfc des Punktes £> deren abgeschlossene Htillen den Durch-
oo

schnitt II Nk Ç haben Fundamentalfolge von Nachbarschaften
Jfc=O

von £)• Es ist klar, da8

d(f) lim X {yNk}

11 Gemeint auf der Riemannschen Kugel : Sie kann also durch z cx> gehen.
12 Unter einem Schlitz verstehen wir einen zweiufrig zu nehmenden Jordanbogen ; als

Grenzfall lassen wir auch F £ zu.
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ist. Nun teilen wir fur jedes k > 1 die Menge {yNjc} auf in die Teil-
menge {y*Nk} derjenigen Kurven, die innerhalb No verlaufen und die
der iibrigen. Die extremale Lange der zweiten Menge ist wiederum gleich-
mâBig fur aile k durch eine positive Schranke nach unten beschrànkt,
was man wie oben beweist. Es mu6 somit h{y*Nk) -> 0 gehen. Da man
die Nachbarschaft No beliebig wàhlen kann, muB auch

d(C;G,F") 0

sein fur jede von F' verschiedene Hilfskurve F".
Ist in einem Randpunkte £ d(£) 0, so gilt ersichtlich fur jede

Folge zn ~> £ d (zn) -> 0. Ferner ist £ notwendig ein erreichbarer Rand-
punkt ; denn es existiert in dem Falle, wo F nicht punktfôrmig ist, eine
ineinandergeschachtelte Folge von Querschnitten von G, deren Lange
gegen null geht und die gegen £ konvergieren. Wir werden uns insbeson-
dere fur den Fall interessieren, wo d(£)=0 ist fur jeden Punkt £ auf F.
Dann gilt fur jede Folge zn -> F d (zn) -> 0.

Satz. Ist auf der Mandkomponente Fz d(Ç) 0, so ist bei jeder
schlichten konformen Abbildung w(z) von Gzi die Fz dis ganzes wieder in
eine Jordankurve (Schlitz, Punkt) Fw iiberfïïhrt, die induzierte Zuordnung
der Punkte von Fz und Fw topologisch. Ferner ist dann d((o) 0 fiir die
Punkte co von Fw.

Beweis. Wir kônnen annehmen, daB keine von den beiden Rand-
komponenten Fz und Fw punktfôrmig ist. Sonst sind nàmlich wegen
d(Ç) 0 notwendig beide punktfôrmig und die Behauptung ist bewiesen.
Ferner bedeutet es keine Einschrânkung, vorauszusetzen, daB Fw den
Punkt w oo nicht enthalte. Zu einem beliebigen Punkte £ auf Fz gibt
es eine ineinandergeschachtelte Folge von Querschnitten yn, die £ ab-
trennen13) und deren Bildlânge mit n ->oo gegen null geht ; sonst be-
kàme man mit Hilfe der Funktion q | dwjdz \ einen Widerspruch
gegen d(£) 0. Da Fw nach Voraussetzung eine Jordankurve ist, kon-
vergiert somit die Bildfolge jeder Folge zn -> £ gegen einen und den-
selben Randpunkt co auf Fw, und dièse Zuordnung £ -> co ist ofifensicht-
lich stetig. Die Zuordnung ist ferner einwertig. Wurden nàmlich zwei
Punkte Ci und £2 auf denselben Punkt co abgebildet, so gabe es zwei
Randwege von Gz, ocx und #2, die bzw. in £x und £2 enden wurden, und
deren Bilder /?x und j82 in co endeten. Die Punkte Ci und £2 teilen Fz in
zwei Intervalle, von denen eines auf den Punkt co abgebildet wird. Sei
£ ein Punkt dièses Intervalles und N0(C) eine Nachbarschaft von £, die

13) D. h. zu irgendeiner Menge {yn} gehôren, wo N(O) eine Nachbarschaft von O ist.
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jedoch nicht Nachbarschaft von fx oder £2 ist. Dann gilt fur eine zu f
gehôrige Fundamentalfolge Nk von Nachbarschaften, deren Anfangs-
element diegegebeneNachbarschaft N0(Ç) ist, nach fruherem À{y%k}^0,
wobei {y%k} die Menge der Querschnitte bedeutet, die in No aber auBer
halb Nk verlaufen. Anderseits ist aber dièse extremale Lange fur jedes
k gleich unendlich, da die Bilder der Querschnitte y*Nk im Punkte co en-
den14). Die Abbildung Ç+^co ist somit topologisch, und naturlich eine

Abbildung von Fz auf Fw.
Da die Zuordnung Gz<—>GW auf die Randkomponenten Fz und Fw

topologisch fortgesetzt werden kann, wird jede Nachbarschaft eines
Punktes G in eine solche seines Bildpunktes eu ubergefuhrt und umge-
kehrt. Da ferner die extremale Lange einer Kurvenmenge gegenûber ein-
eindeutiger konformer Abbildung invariant ist, folgt, daB auch d(w) 0

sein muB.

§ 2. Die Abbildung einer Randkomponente durch eine Grenzïunktion

5. Im Gebiete Gz sei eine wachsende Folge von endlich vielfach zu-
sammenhângenden, Jordan-berandeten Teilgebieten Gnz gegeben, die Gz

ausschôpft, und fur jedes Gebiet Gnz eine schlichte konforme Abbildung
wn(z). Die Folge der Funktionen wn(z) konvergiere auf jedem kompak-
ten Teil von Gz gleichmâfiig. Der Limes ist somit entweder eine Konstante
(eventuell oo), oder eine schlichte konforme Abbildung w(z) des gan-
zen Gebietes Gz. Wir nehmen das letztere an und bezeichnen w (z) als die
Grenzfunktion der Folge wn(z).

Fz sei irgendeine Randkomponente von Gz. Sie zeichnet in jedem
Gebiete Gnz eindeutig eine Eandkomponente Fnz aus, durch die sie von Gnz

getrennt wird. Die Folge dieser Jordankurven Fnz ist ineinandergeschach-
telt und hat als Limes Fz. Wir bezeichnen die Bilder von Gnz und Fnz mit-
tels der Funktion wn(z) mit GnWn bzw. FnWn, diejenigen von Gz und Fz
mittels w (z) mit Gw, Fw. Wir interessieren uns fur die Beziehungen, die
zwischen den Randkomponenten FnWn und der Randkomponente Fw be-
stehen.

Ist yw irgendeine in Gw gelegene Jordankurve, und nennen wir denjeni-
gen Teil der w-Ebene ihr Inneres, der Fw enthalt, so entspricht ihr mittels
der Abbildung w(z) eine Jordankurve yz in Gz, deren Inneres Fz enthalt.
Fur aile hinreichend groBen n liegt die Kurve Fnz ebenfalls im Innern
von yz, und wegen der gleichmâBigen Konvergenz der Folge (wn(zj)

u) Siehe FuÛnote 9 Seite 105.

108



auf einer in Gz kompakten Umgebung von yz muB schliefilich jTJn auch
im Innern von yw liegen.

Wir fuhren nun zum Vergleich folgende Punktmengen der w-Ebene ein :

(1) Das zur Randkomponente Fw gehôrige Komplementârkontinuum
Fw des Gebietes Gw.

(2) Die Menge F™ D. i. der lim FnWn zusammen mit denjenigen Kom-
n—>oo

ponenten seines Komplementes, die ganz in Fw enthalten sind15).

(3) Die Menge °°rw. D. i. die Vereinigung des lim/1^ mit denjenigen

Komponenten seines Komplementes, die ganz in Fw liegen.

Fur die drei Punktmengen gilt nach der obigen Bemerkung ersichtlich

T7 z> F00 z> °°F

6. Ist Fw ein Punkt, so liegt derselbe, wieder nach der obigen Bemerkung,

sicher in °°FW, so daB auch dieumgekehrtenlnklusionenerfûllt sind.
Im andern Falle aber ist die Umkehrung i. a. nicht richtig, sondern lâBt
sich nur unter zusàtzlichen Voraussetzungen tiber das Gebiet Gz beweisen.

Satz. Falls fur jede Folge (zn) von Punkten aus Gz, die gegen Fz konver-

giert, die extremale Distanz d(zn) -> 0 geht, so ist F™ 3 Fw.
Wir kônnen von dem Fall, daB Fz ein Punkt

ist, absehen, da dann auch Fw ein Punkt und
der Satz also bewiesen ist. Die extremale Distanz
d (z) sei in Oz bezûglich einer festen Kurve F!z und
mit Hilfe der Kurven y2 allein berechnet16). Die
Bilder wn{Ffz) konvergieren gleichmâBig gegen
das Bild w(Ffz), aber wir bezeichnen mit Frw

eine Jordankurve in Gw, die w(Fz) umfaBt, d. h.
durch letztere von Fw getrennt wird. Fiir aile
hinreichend groBen n umfaBt Ffw auch wn(Fz).
Die in der w-Ebene, aber nicht notwendig in Gw

gelegene Jordankurve y*w umfasse F^, d. h.
trenne F™ von Frw (Fig. 3). Nun wâhlen wir zuFig.3

16) Der lim ^ ist die Menge derjenigen Punkte der Ebene, in derenjeder Umgebung

Punkte vonoo vielen F1^ liegen, der lim F^n die Menge der Punkte, in derenjeder

Umgebung Punkte von fast allen F1^Vn liegen. %

16) Siehe § 1, 3. Da bei nichtpunktfôrmiger Randkomponente Fz die extremale Lange
der Menge {y1} unabhângig von z nach unten beschrànkt ist, geht mit d(z) auch A{y2}
gegen null.
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einem gegebenen positiven e in Gz eine Fz umsehlieBende Jordankurve
yz, fur deren sâmtliche Punkte z

d(z) d(z;Ozirz,rfz)<e
ist, was es wegen d(z) -> 0 fur z -> Fz gibt. Fur aile hinreichend groBen
Indizes n werden auch die Kurven F* von yz umfaBt, und es gilt fur die
Punkte z von yz :

dn(z) d(z;Gnz,Fnz,Fz) <:d(z;Gz,Fz)<e
da jede Konkurrenzkurve fur d eine solche fur dn enthâlt. Wegen der
konformen Invarianz ist fur jeden Punkt w der Kurve wn(yz)

d{w;Gln,rin,wn(r'z))<e
und um so mehr

d(w;GnWn,rin,r'w)<e
da hier die Menge der Konkurrenzkurven vergrôBert wurde. Anderseits
wird fur aile hinreichend groBen n das Kontinuum F^n von y*w umfaBt.
Ziehen wir nun zum Vergleich die extremale Distanz d* (w) des Punktes
w (falls es Punkte w e wn(yz) auBerhalb y*w ûberhaupt gibt) von y* be-

zûglich des von y* und Frw berandeten Ringgebietes heran : Jede
Konkurrenzkurve fur die GrôBe

d(w,Gin,r:n,r'w)
enthalt eine solche fur d* (w), so daB um so mehr gilt

d*(w)<e
Dièse Beziehung kann aber nur fiir solche Punkte des zwischen y* und
r!w liegenden Ringgebietes gelten, die in einer schmalen Umgebung Ue

von y* liegen, in welcher also die Kurven wn(yz) fiir aile hinreichend
groBen n und somit wegen der gleichmâBigen Konvergenz auch w(yz)
liegen mussen. Da e beliebig ist und Ue mit e gegen null geht, kann kein

Punkt von w(yz) im ÂuBern von y* liegen, woraus folgt, daB auch Fw
von y* umfaBt wird. Da y* beliebig wâhlbar ist, muB

gelten, w. z. b. w.
Eine beliebige Teilfolge der Folge (wn(z)) konvergiert ebenfails gegen

w{z), und es gilt somit fur den Km. sup. der Bilder der entsprechenden
F^ dieselbe eben bewiesene Inklusion. Daraus folgt aber, daB sogar

00F 3 Y
ist. Gâbe es nâmlich einen Randpunkt C von Fw (d. h. einen Punkt von
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Fw), der nicht zu °°rw gehôrt, so gabe es eine Umgebung U(Ç) und eine

Teilfolge der Abbildungen wn(z), fur die die Durchschnitte F^^TJ^t)
leer wâren. Der lim. sup. der Randkomponenten F^n ftir dièse Teilfolge
kônnte von einer Jordankurve umschlossen werden, die nicht ganz Fw
umschlieBt, im Widerspruch zum bewiesenen Satz.

Beachtet man, daB es beim Beweis unwesentlich ist, daB die Gebiete Gnz

endlichen Zusammenhangs und in Gz kompakt sind, sondern die Jordan-
kurven Fnz ganz oder teilweise durch Fz selber ersetzt werden kônnen, so

ergibt sich der

Hauptsatz. Ist w(z) eine schlichte Jconforme Abbildung des Gebietes Gz

und Limes der in jedem kompakten Teïl von Gz gleichmafiig konvergenten
Folge wn(z), und geht fur eine Randkomponente Fz die extremale Distanz
d(z) -> 0 fiir z -> Fz, so konvergieren die Bilder der Fz entsprechenden
Randkomponenten der Ausschopfungsgebiete gegen Fw w(Fz).

Die Konvergenz ist dabei so zu verstehen, daB der lim. sup. und der
lim. inf. dieser Bildkomponenten zusammen mit denjenigen Komponen-
ten ihrer Komplemente, die Gw nicht enthalten, gleich dem Komplemen-
târkontinuum Fw sind.

§ 3. Konforme Abbildung von Gebieten abzâhlbar unendlich hoheii

Zusammenhangs

7. Ein bekannter Abbildungssatz (Courant [1]) fur endlich vielfach
zusammenhângende Gebiete sei vorausgeschickt : Ein Gebiet Gz mit den
Randkomponenten F\,..., Fnz (wobei man F\ als Jordankurve voraus-
setzen darf kann stets auf ein Gebiet Gw mit den Randkomponenten
/J,..., F%, jT* «"* JT*, abgebildet werden, welches folgende Bedingun-
gen erfullt :

F^ ist eine gegebene, im Endlichen gelegene Jordankurve, die Gw in
ihrem Innern enthâlt, und ein gewisser gegebener Punkt von F\ ent-
spricht einem gegebenen Punkt von -T^17).

F'w gehôrt einer Klasse von Kurven an, die beziiglich eines festen, im
Innern von F^ gelegenen Punktes sternfôrmig und homothetisch sind.

Die Jordankurven F^,..., F% gehôren gegebenen Homothetie-
klassen18) von nicht-konkaven Jordankurven an, wozu wir als Grenzfall
auch die Schlitze zàhlen.

17) Dièse Punktzuordnung ist nur fur den spâter folgenden Eindeutigkeitsbeweis wesent-
lich.

18) Zwei Kurven heifien homothetisch, wenn sie durch eine Transformation
a(w — w0) + w0 a ;> 0 wQ beliebig,

miteinander verknûpft sind.
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Sei nun Gz ein Gebiet mit abzâhlbar vielen Randkomponenten, F\
Jordankurve) isoliert, die ubrigen, F2Z, F\,... beliebig. Die Normie-

rungsbedingungen fur Gw seien dieselben, wobei wir nun zu den Klassen,
denen die Kurven F* (k ;> 2) angehôren sollen, auch die Punkte zu-
lassen. Wir wollen, unter gewissen zusatzlichen Voraussetzungen uber die
Hâufungsrandkomponenten von Gz die Existenz einer Abbildung w(z)
auch in diesem Falle beweisen. Die Kreisnormierung bildet naturlich
einen Spezialfall davon.

8. AUgemeiner stellen wir uns das in der Einleitung angegebene Pro-
blem : Diejenigen unendlich vielfach zusammenhangenden Gebiete zu
charakterisieren, auf die ein beliebiger fur endlichen Zusammenhang gul-
tiger Existenzsatz der konformen Abbildung erweitert werden kann.

Zu diesem Zwecke schopfen wir das Gebiet Gz durch eme wachsende
Folge von kompakten oder nicht-kompakten, endlich vielfach zusammenhangenden

Gebieten aus :

jedem der endlich vielen Komplementarkontinuen der Gebiete G" ordnen
wir eine Klasse G von einfachzusammenhangenden Kontinuen der
w-Ebene zu, so daB die den Gliedern jeder ineinandergeschachtelten
Folge von Komplementarkontinuen zugeordneten Klassen schlieBlich
identisch ist. AuBerdem sollen fur die Klassen C folgende beiden Bedin-

gungen erfullt sein :

(8.1) Jedes System von endlich vielen Klassen C ist vollstandig19).

(8.2) Der Limes einer konvergenten Folge von Kontinuen einer und
derselben Klasse liegt stets wieder in der Klasse.

Fur jedes Gebiet G^ gibt es also eine eineindeutige konforme Abbildung

wn(z), die jede Randkomponente in ein Kontinuum der ihr
zugeordneten Klasse uberfuhrt. Wir nehmen nun weiter an :

(8.3) Die Folge (wn(z)) enthalte eine in jedem kompakten Teil von
Gz gleichmâBig konvergente Teilfolge, deren Limes keine Konstante ist20).

Der Limes w(z) einer gewissen konvergenten Teilfolge von Abbildun-
gen wn(z) ist somit eine schlichte konforme Abbildung des Gebietes Gz.

Jedes Komplementârkontinuum Fz von Gz bestimmt eine ineinander-
geschachtelte Folge von Komplementarkontinuen der Gebiete G", deren

19) D. h. ein endlich vielfach zusammenhangendes Gebiet besitzt stets ein konform
aquivalentes, dessen Komplementarkontinuen in den entsprechenden Klassen liegen.

2o) Dièse letzte Bedmgung mufî sich îm konkreten Fall aus gewissen Normierungs-
bedingungen fur die Abbildungen wn (z) ergeben.
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Limes es ist. Den Komplementârkontinuen der Polge ist schlieBlich allen
dieselbe Klasse C zugeordnet. Das Gebiet Gz habe nun die Eigenschaft :

(8.4) Fur jede Folge (zn) aus Gz, die gegen den Rand von Oz geht,
geht d(«j-»o. _ ___

Dann liegt das Bild Fw von Fz ebenfalls in der Klasse C.

9. Die Anzahl der verschiedenen Klassen G von Kontinuen der
w-Ebene, die auf dièse Art den Randkomponenten von Gz zugeordnet
werden, ist notwendig abzâhlbar, weil die Anzahl der Randkomponenten
der Gebiete G" abzâhlbar ist. Wir wollen nun umgekehrt fur ein Gebiet Gz

abzâhlbaren Zusammenhangs von einer Zuordnung Fz ->C(FZ) der
Klassen zu den Randkomponenten von Gz ausgehen. Es ist eine spezielle
Ausschôpfung des Gebietes Gz zu finden, die es gestattet, die gegebene
Zuordnung Fz ->C(FZ) auf die Ausschôpfungsgebiete zu ubertragen.
Zu diesem Zwecke bilden wir die aufeinanderfolgenden Ableitungen der
Menge {Fz} der Randkomponenten von Gz21) :

wobei also {I^}1 die Menge der Hâufungsrandkomponenten ist, {Fz}2
die Menge der Hâufungskomponenten von {Fg}1 ; {Fz}œ ist gleich dem
Durchschnitt der Mengen {Fz}n fur aile natiirlichen Zahlen usw. Solche

Ableitungen gibt es nur abzâhlbar viele nicht-leere, und eine letzte. Dièse
enthâlt daher nur endlich viele Komponenten von {Fz}. Jede einzelne
davon trennen wir von einem ein fur allemal fest gewâhlten Punkt
z0 c Gz durch eine in Gz verlaufende Jordankurve, so, daB dièse Jordan-
kurven aile auBerhalb voneinander und je in einer Umgebung vom
Radius ex der zugehôrigen Hâufungsrandkomponente von Gz verlaufen.
Durch dièse Jordankurven wird eine gewisse Teilmenge von Randkomponenten

des Gebietes Gz vom Punkte z0 getrennt. Mit der Menge der

iibrigen verfahren wir analog, d. h. wir bilden wieder die letzte nicht-
verschwindende Ableitung und trennen dièse endlich vielen Randkomponenten

durch ebensoviele in Gz verlaufende Jordankurven vom Punkte
zOî wobei dièse Jordankurven nun auch auBerhalb der zuerst gezogenen
verlaufen sollen. Es ist leicht zu sehen, daB nach endlich vielen Schritten
nur mehr endlich viele isolierte Komponenten von {Fz} ûbrigbleiben22).
Das von diesen und den endlich vielen eingefûhrten Jordankurven be-
randete Teilgebiet von Gz bezeichnen wir mit G\. Falls gewisse isolierte
Randkomponenten von Gz zur Normierung der Abbildung besonders

21 Wir bezeichnen die Menge mit {Fz}, irgendeine einzelne Komponente davon mit Fz.
22) Der Beweis ist in der Arbeit [2] des Verf. durchgefûhrt.
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ausgezeichnet sind, wie dies im eingangs erwâhnten Beispiel F1 ist, kann
man die Ausschôpfung so einriehten, dafi dieselben auch wieder als

Randkomponenten von G] auftreten.
Um das Gebiet G2Z zu erhalten, fuhren wir dasselbe Verfahren mit den-

jenigen einzelnen Teilmengen von {Fz} durch, die von den oben kon-
struierten Jordankurven umfaBt (d. h. von z0 getrennt) werden. Dabei
wahlen wir die neuen Jordankurven in einer £2-Umgebung der zugehôri-
gen Randkomponenten von Gz, und so, daB G\ c G\ ist. Indem wir
dièse Konstruktion fur jede natiirliehe Zahl n ausfuhren und dabei die
Zahlen en -> 0 gehen lassen, erhalten wir eine Ausschôpfung

des Gebietes Gz. Jeder Randkomponente des Gebietes Gnz (n 1,2,...)
ist eindeutig eine Randkomponente Fz von Gz zugeordnet, nâmlich ent-
weder sie selber oder diejenige, zu der sie konstruiert wurde : Letztere ist
die letzte nicht-verschwindende Ableitung des von der ersten umschlos-
senen Teils von {Fz}. Wir ordnen ihr nun die Klasse C(FZ) von Kon-
tinuen der w-Ebene zu.

Betrachten wir anderseits irgendeine Randkomponente Fz von Gz. Ist
sie isoliert, so wird sie schlieBlich auch Randkomponente von Gnz sein.
Andernfalls bestimmt sie in jedem G* eindeutig eine Randkomponente,
die sie vonGz trennt. Die Folge (Fz) der dadurch ausgezeichneten
Randkomponenten der Gebiete Gz ist ineinandergeschachtelt und konvergiert
gegen Fz. Es ist zu zeigen, da8 die den Fnz zugeordneten Klassen schlieBlich

gleich derjenigen von Fz sind, das heiBt daB Fz schlieBlich stets die
letzte nicht-verschwindende Ableitung der von Fz umschlossenen Teil-
menge von {Fz} ist. Dies folgt aber leicht : Fz ist nâmlich isolierte Kom-
ponente einer wohlbestimmten Ableitung {/\}a, und die Ableitungen
der von den Fz umschlossenen Teilmengen von {Fz} sind gleich den von
Fz umschlossenen Teilmengen der entsprechenden Ableitungen der gan-
zen Menge. Fur aile hinreichend nahe an Fz gelegenen Kurven ist somit a
die Ordnung der letzten nicht-verschwindenden Ableitung des von Fnz

umschlossenen Teils von {Fz} und Fz die einzige Komponente dieser

Ableitung. Die Zuordnung der Klassen C zu den Randkomponenten der
endlich vielfach zusammenhângenden Ausschôpfungsgebiete Gnz, Fnz -> (7,
ist somit wohldefiniert und induziert die gegebene Zuordnung

Wir haben damit, falls man noch Bedingungen (8.1, 8.2) ûber die vor-
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gegebenen Klassen von Komplementârkontinuen und die Bedingung
(8.3) berûcksichtigt, folgendes bewiesen :

Satz. Jeder Existenzsatz der konformen Abbildung fur endlichen Zu-
sammenhang gilt auch fur ein Gebiet Gz abzâhlbaren Zusammenhangs, fur
welches d(z) -> 0 konvergiert, wenn z gegen eine beliebige Randkomponente
von Gz geht. Dabei bedeutetd(z) die extremale Distanz des Punktes z von die-
ser Randkomponente, bezuglich irgendeiner Hilfskurve in Gz.

Insbesondere ist damit der in Nr. 7 behauptete Abbildungssatz
bewiesen, da natiirlich auch die dort verlangte Zuordnung eines Punktes
auf dem Rand von den Nâherungsabbildungen auf die Grenzabbildung
iibergeht.

§ 4. Eine hinreichende Bedingung dafûr, dafi d 0 ist au! einer

Randkomponente

10. Hïlfssâtze ilber Streifengebiete. Wir wollen in diesem Paragraphen
eine hinreichende Bedingung dafur angeben, daB der extremale Durch-
messer d(Ç) jedes Punktes f auf einer Jordanrandkomponente (Schlitz)
null ist. Zu diesem Zwecke vergleichen wir die extremale Lange der f ab-
trennenden Querschnitte y, die zur Définition von d(Ç) verwendet wur-
den, mit den Moduln gewisser Streifengebiete, die wir in das betrachtete
Gebiet legen.

Unter einem Streifengebiet Gz verstehen wir ein im Endlichen gelegenes
Gebiet, dessen âuBere Randkomponente Fz eine Jordankurve ist, auf der
zwei abgeschlossene, getrennte Intervalle oq und olx ausgezeichnet sind.
Wir machen ûberdies die Voraussetzung, daB sich die im Innern von Fz
gelegenen Randkomponenten von Gz nur gegen olq und a1 hâufen, die bei-
den Komplementârintervalle fi auf Fz also freie Jordanbogen sind. Be-
kanntlich gibt es in dem Palle, wo Fz isoliert ist, eine schlichte konforme
Abbildung w u -\- iv von Gz auf ein Rechteck Gw, wobei die Intervalle

«o und ax in die Seiten tt 0 und u 1, die Komplementârintervalle

in die Seiten v — 0 und v a, und die innern Randkomponenten

in Schlitze v konst. oder Punkte ubergefuhrt werden. Ûberdies

besitzt die Funktion u(x, y) eine Minimaleigenschaft, die man etwa
mit Hilfe des Dirichletintegrals von u formulieren kann : In der Klasse
{9?} aller in Gz stetigen und stûckweise stetig differenzierbaren Funk-
tionen q>(x, y) mit den Randwerten 0 auf oq und 1 auf ax ist u(x, y)
diejenige, die das Dirichletintegral
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minimisiert23). Wir nennen w(z) die Parallelschlitzabbildung des Strei-
fens Gz.

Sind die beiden Intervalle oq und cxt nicht isoliert, so gibt es i. A. keine
Funktion in {ç>}, welche dem Dirichletintegral den kleinsten Wert er-
teilt. Jedenfalls aber gibt es darin eine Minimalfolge (ç?w), d. i. eine Folge
mit der Eigenschaft || <pn \\ -> d inf || ç? ||. Es gilt nun der

m
Satz. Es gibt eine in Gz harmonische Funktion u(x, y) mit der Eigenschaft,

dafi || u — <pn || -> 0 geht fur jede Minimalfolge (q>n). Sie ist bis

auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt durch die beiden Eigen-
schaften : (a) u(x, y) ist in Gz stetig und stilckweise stetig differenzierbar ;
(b) || u — <pn || -> 0 filr eine Minimalfolge ((pn).

Zum Beweis konstruieren wir zunâchst eine spezielle Minimalfolge
un(x, y) : Zu den beiden Bogen olq und ax geben wir je eine ineinander-

geschachtelte Folge von Querschnitten
a% bzw. «i des Gebietes Gzu), diegegen
olq bzw. olx konvergieren und auf den

Komplementàrbôgen (} enden (Fig. 4).
Die von den beiden Querschnitten a"
und cxj und den dieselben verbindenden
beiden Intervallen der Bogen {$ beran-
deten Teilgebiete G™ sind wieder
Streifengebiete mit den beiden ausge-

lg' 4 zeichneten Intervallen oinQ und aj. Die
Funktion un(x, y) sei darin die Lôsung des Minimumproblems fur
G*. Wir erganzen dièse Funktionen in den beiden durch a% und ot% abge-
trennten Teilen von Gz durch 0 bzw. 1 und erhalten dadurch eine Folge
von Vergleichsfunktionen fur das Gebiet Gz ; ebenso ist un natiirlich
eine Vergleichsfunktion fur das Gebiet G"+1, so dafi also fur jedes n gilt :

Es ist leicht einzusehen, da8 die Folge dieser erweiterten Funktionen
un(x, y) eine Minimalfolge fiir das Gebiet Gz bildet25). Nun ist aber be-
kanntlich jede Minimalfolge (ç>J eine Fundamentalfolge, d. h. es gilt

28 Im Falle endlichen Zusammenhangs von Q% impliziert die gegebene geometrisehe
Charakterisierung von Ow dièse Minimaleigenschaft.

M) Das sind hier topologische, glatte Bilder einer abgesehlossenen Strecke, die mit Aus-
nahme der Endptinkte in G liegen.

u) Ist nâmlieh q>(xt y) eine beliebige Vergleichsfunktion in Oz, so hat die Funktion
ip (1 + 2e) <p — e (e > 0) die Randwerte —e auf «o und l -j- e auf oct, Auf allen
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Wenden wir dies auf unsere spezielle Minimalfolge un an, so folgt daraus
wegen der Harmonizitat dieser Funktionen die gleichmâBige Konvergenz
der Folge un(x, y) — un(x0, y0), wo (xQy y0) ein fester Punkt von Gz

ist, in jedem kompakten Teil von Gz. Der Limes u(x, y) dieser Folge ist
entweder ~ 0 oder Realteil einer schliehten konformen Abbildung
w(z) u + iv (w(z0) 0) von Gz. Sind zx und z2 zwei beliebige Punkte
von Gz, so gilt im zweiten Fall

| 5R {w{zx) - w(z2)} | < 1

| J {w{zx) — w(z2)} | < a, a lim an

wo an || un ||2 gleich der Hôhe des Bildrechtecks von Q" mittels der
Abbildung wn un + ivn ist. Das bedeutet aber, da8 das Bildgebiet
Gw ganz in einem Rechteck der Hôhe a und der Basis 1 liegt. Dabei
werden die beiden freien Intervalle p0 und j8x von Fz auf je ein Intervall
der beiden horizontalen Rechteckseiten abgebildet (die nioht die ganzen
Seiten ausmachen mussen).

Um zu beweisen, daB lim \\ u — un \\ 0 ist, wahlen wir zu einer ge-
gebenen positiven Zahl e ein n so, daB fur aile p>0 || un+p — un \\ <e
ist und hernach ein in Gz kompaktes Teilgebiet Dz, so daB im Komple-
ment Gz — Dz || un || G_D<e und || u \\q-d<s ist27). Dann gilt fur
jedes p

|| un+v || G_D || un + (un+p - un) H Q_D <2e
und

II « - Un+» II2 Ik"^n+P II l + 11"-^, II Q-D<\\ ^~^-fJI % + $ «* •

Nun kann man auBerdem zu Dz die Zahl p0 so wâhlen, daB fur p>p0
ist, woraus fur p>p0

Querschnitten mit hinreichend grofiem n hat \p somit Randwerte < 0 bzw. > 1. Daraus
ergibt sich aber leicht, daB fur dièse n

ll«.IKIMI (l+«)ll9»ll
und also lim 11 un 11 < d ist.

26 Dièse Relation ergibt sich folgendermafien : Die Zahlen \\<pn — (pm \ \ sindbeschrankt :

Sei M eine gememsame obère Schranke. Dann gilt fur jede réelle Zahl h

\\<Pn + U<Pm - V») II* - II *•• II* + 2 H<Pn, <Pm- <Pn) + » II <Pm ~ <Pn II2 ^ &
und also

(<pn,<pm — <pn) geht also gegen 0 fur n—>oo. Fur A 1 folgt
II <Pm II* II <Pn H2 + 2(»..»»-Vj + II <Pm-<Pn II1

und somit die Behauptung.
n) Dafi || u || endlich ist, folgt aus dem vorhergehenden Abbildungssatz ; es ist aber

auch ohne denselben zu beweisen, dafi || u \\ <d ist.
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\\u-un+p\\<VÏÔe
folgt. Daraus folgt insbesondere wegen

II *•+, II + II u - un+* II > II ^ II >: II un+p H - H u - un+P H

daB ||^||2 d2 a ist. Das heiBt fur d>0, daB das Bildgebiet Gw das
Rechteck mit der Hohe a und der Basis 1, in dem es liegt, bis auf eine
Menge vom FlâehenmaB null ausfullt28). Aus der Beziehung || <pn — <pm | |

-> 0, die fur jede Mimmalfolge (q>n) aus {q>} gilt, folgt schlieBlich noch
|| u — cpn || ~> 0 fur jede Minimalfolge, womit der erste Teil des Satzes
bewiesen ist.

Ist u*(x, y) eine stetige und stuokweise stetig differenzierbare Funk-
tion in Gz, und (ç>n) eine Minimalfolge mit lim 11 <pn — u* \ | 0, so gilt auch
|| u — u* || 0. Die Difïerenz u — u* ist somit stuckweise konstant
und daller konstant in Oz.

11. Wir betrachten die Menge derjenigen Kurven y in Oz, die die
beiden Intervalle ocq und ax verbinden. Fur die extremale Lange A {y}
dieser Kurvenmenge gilt

wo {yn} die entsprechende Kurvenmenge fur das Gebiet O^ ist. Daraus
folgt X{y}>\\a, (a ]iman).
Ist X {y} endlich, so kann || u ||2 a nicht null, u also keine Konstante
sein.

Wir setzen nun voraus, daB Gz abzâhlbaren Zusammenhangs sei und
X {y} endlich. Wegen der konformen Invarianz der GrôBe X kônnen wir
dieselbe in Gw berechnen. Die Kurvenmenge {y} geht bei der Abbildung
Gz -> Gw uber in die Menge derjenigen Kurven von Gw, die die Bilder
der beiden Intervalle fi (die auf den Seiten v konst liegen) trennen.
Die Menge {y'} derjenigen Querschnitte v konst von Gw, die die
beiden Horizontalseiten trennen, ist eine Teilmenge von {y}, somit
X{y} <> X {y1}. Wegen des abzâhlbaren Zusammenhangs und der Schlitz-
eigenschaft von Gw gibt es auf jeder Geraden v konst., die Gw trifft,
mit Ausnahme einer abzâhlbaren Ordinatenmenge, einen solchen Quer-

28) Es laût sich nun mit den ublichen Methoden (Courant [2]) beweisen, dafi die innern
Randkomponenten auf Schlitze abgebildet werden.

29) Die XJngleichung kommt daher, daB jede Kurve y eine Kurve yn enthalt. Die Glei-
chung beweist man zunachst fur endlichen Zusammenhang und durch Ausschôpfung fur
beliebigen.
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schnitt.FureinebeliebigeVergleichsfunktion q{u,v) undeinenbeliebigen
solchen Querschnitt y1 gilt

L\{yf} <LÎ(y') (jQ(u,v)duy <:$Q*{u,
y y

und durch Intégration nach v

Es muB deshalb auch A {y'} <: 1/a sein, und wegen

mu6 iiberall das Gleichheitszeichen stehen. Ferner folgt, da8 aile Strecken
y' (v konst.) bis auf hôchstens diejenigen einer Ordinatenmenge vom
MaB null die Lange 1 haben. Wâre dem nâmlich nicht so, so gâbe es offe-
bar eine positive Zahl e und eine Ordinatenmenge M von positivem MaB

m, fur die Lange des Querschnitts l(v) < 1 — e ist. Die extremale Lange

Xx dieser Menge von Strecken wâre nach derselben Berechnung <
die extremale Lange X2 der Menge der iibrigen Strecken hôchstens

l/(a — m). Die von den beiden Streckenmengen tiberdeckten Punkt-
mengen sind punktfremd, so daB nach einem allgemeinen Satz (Ahlfors,
Beurling [1]) uber extremale Lângen gilt

Vît
1/A' > 1/Ai + 1/Af2 >a - m +1 > «

im Widerspruch zu A/=l/a. Das Gebiet Gw ist somit ein auf hôchstens
einer Ordinatenmenge vom Masse null horizontal geschlitztes Recht-
eck30).

Ist umgekehrt u lim un nicht konstant, so ist die extremale Lange
X' der Querschnitte y1 von Gw endlich, und somit gilt dasselbe fur A {y} ;

wir haben also den
Satz. Ist das Streifengebiet Oz von abzahlbarem Zusammenhang', so ist

die extremale Lange der Kurven {y} von Oz, die die beiden ausgezeichneten
Intervalle ocq und ocx verbinden, dann und nur dann endlich, wenn u lim un
keine Konstante ist. Sie ist dann gleich der extremalen Lange der
Querschnitte v konst. von Gwi die die Lange 1 haben, und gleich 1/a, wo a die
Hôhe des Bechteckes Gw bedeutet.

12. Vergleich zweier Extremalprobleme. Wir betrachten im Streifengebiet

Gz wiederum die Menge {9?} der reellen Funktionen <p{x, y), und

80) Es folgt wieder, dafî G das ganze Rechteck bis auf eine Menge vom FlâchenmaÛ null
ausfûllt. Der Beweis geht gleich, sobald die innere Schlitzmenge eine Horizontalprojektion
vom linearen MaÛ null hat.
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daneben die Menge {w} aller schlichten konformen Abbildungen w(z)
u(u, y) + iv(x, y), die Oz in ein Reehteek Ow der Basislànge 1 ab-

bilden, wobei Fz in die Rechteckskontur iibergehen soll, und zwar so, dafi
die beiden Intervalle <xq und ax den Seiten u 0 und u 1 des Recht-
ecks entsprechen. Wir stellen die beiden Minimumprobleme :

(1) In der Menge {<p} eine Funktion (p zu finden, die das Dirichlet-
integral || <p ||2 minimisiert.

(2) In der Menge {w} eine Abbildung w(z) zu finden, die die Hôhe
a(w) des Bildrechtecks minimisiert.

Dièse beiden Variationsprobleme sind âquivalent. Beweis : Die Real-
teile u(x, y) der Abbildungen w(z) bilden eine Teilmenge von {<p}.
Es ist somit fur jede Abbildung w(z)

a(w) 2>||«||«^inf|M|«
Umgekehrt kann man, wie man leicht sieht, mit Realteilen von solchen

Abbildungen w(z), fur welche a(w) \\u\\2 ist, eineMinimalfolge fur das

Problem (1) herstellen ; es mu6 somit

inf a(w) inf || <p ||2
W

sein. Ist nun <p die Lôsung von (1), so ist (p Realteil einer Abbildung
w(z),und || cp ||2 gleich der Hôhe a des Bildrechtecks : w(z) somit eine

Lôsung von (2). Ist umgekehrt w(z) eine Lôsung von (2), so ist u ${w
in {ç>} und || i£ ||2 a(w), also || u ||2 inf || <p ||2, das heiBt u eine

Lôsung von (1). lvl

Da die Lôsung von (1) eindeutig ist, ist es auch diejenige von (2).

13. Ein Hïlfssatz liber Ringgebiete. Oz sei ein in der z-Ebene gelegenes
Ringgebiet31), das den unendlich fernen Punkt nicht enthâlt, und von
dem keine der beiden Randkomponenten aus einem einzigen Punkt be-
steht. Mit d bezeichnen wir den Durchmesser der innern Randkompo-
nente, mit a den Abstand der beiden Randkomponenten. Wir wollen a
nach unten abschàtzen durch d und den Modul ju, von Oz. Dazu bilden wir
Gz schlicht konform auf ein Kreisringgebiet Gw ab, so da8 die innere
Randkomponente in den Kreis | w \ 1, die âufiere in den Kreis
| w J r > 1 ûbergeht. w(z) sei die (bis aufeine Rotation in der w-Ebene
bestimmte) Abbildung ; die durch Oz allein bestimmte konforme
Invariante ju, log r heiBt der konforme Modul von Oz. Der Kreis yw :

| w | (1 -\- r)j2 wird durch die Umkehrfunktion z(w) auf eine analyti-
81) D. i. ein zweifach zusammenhângendes Gebiet.
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sche Jordankurve yz abgebildet, und jede Kreisscheibe vom Radius
(r—1)/2 umeinenPunkt w von yw aufein Teilgebiet yoïïGz das einenKreis

vom Radius r — 1

8

dz

dw um den Mittelpunkt z (w) enthâlt. Es ist somit

a > r ~ Min
dz

dw

und nach dem Koebeschen Verzerrungssatz

Min
dz
dw > q Max

dz

dw

wobei q eine nur vom konformen Modul von Gz abhàngige positive Zahl

ist. Daraus folgt fur das Intégral J | dz \ :

Wdz

Max
dw (\dz\ >2d

yw

und fur den Abstand a

Es gilt also fur den Durchmesser d der innern Randkomponente des Ring-
gebietes Oz 7d ^
mit einer Konstanten, die nur vom Modul von Gz abhângt.

14. Eine hinreichende Modulbedingung. Wir betrachten eine Jordan-
randkomponente (Schlitz) Fz eines Gebietes Gz.

Satz, Gibt es in Gz ein System von aufierhalb voneinander liegenden
Ringgebieten, die den gesamten von Fz verschiedenen Rand von Gz umfassen
(d. h. von Fz trennen), und deren Moduln oberhalb einer positiven Schranke
liegen, so ist der extremale Durchmesser d(Ç) jedes Punktes £ von Fz gleich
null™).

Beweis : Wir ersetzen fur ein solches System von Ringgebieten den von
Fz verschiedenen Rand von Gz durch die innern Randkomponenten der
Ringgebiete, wodurch ein Gebiet Gfz von abzâhlbarem Zusammenhang
entsteht, das in Gz enthalten ist und Fz als Randkomponente besitzt.
C sei ein Punkt auf Fz, und zur Vereinfachung der Darstellung nehmen

82) Falls Fz ein Punkt ist, so ist notwendig und hinreichend fur d(Fz) 0, dafî es eine
ineinandergeschachtelte Folge von Ringgebieten in Oz gibt, die Fz umschliefien und deren
Modulsumme gleich oo ist (Grôtzseh [6]).
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wir an, z oo liège in Gz. Auf jedem Kreis | z — £ \ r mit hin-
reichend kleinem Radius r gibt es im ÂuBern von Fz einen wohlbestimm-
ten Bogen, dessen Endpunkte auf Fz liegen und der £ von z oo trennt.
Den Durchschnitt dièses Bogens mit G'z nennen wir y(r), y(r) zusammen
mit den von diesem Bogensystem getroffenen Randkomponenten
(^ Fz) von Gz nennen wir eine ,,Kette" c(r). Ist w(z) eine beliebige
schlichte konforme Abbildung von Grz oder auch nur eines passenden
Teilgebietes von Gz mit einem Dirichlet-Integral <>M, so gilt fur die
Lange l(r) des Bildes von y(r)

P(r) (J| wr | | dz |)2< 2^r J| w' |2r d<p (z - £ - re**)
y(r) y(r)

und durch Intégration

p-dr <2n f f\ w1 |2 r dr d<p < 2tzM (14.1)
r0 r0 y(r)

Flir den Durchmesser l(r) des Bildes der Kette c(r) gilt :

T(r) < l(r) + Sdk <: l(r) + qZak^(l+ q) l(r) (14.2)

Dabei bedeuten die Zahlen dk die Durchmesser der Bilder der von y(r)
getroffenen Randkomponenten von O'z9 die ak die Abstânde der beiden
Randkomponenten der denselben entsprechenden Ringgebiete, und
q > 0 eine feste Zahl.

Seien nun y0 und yx zwei den Punkt £ abtrennende Querschnitte von
Gfz, wobei y0 in | z — £ | <r0 und yx in | 2 — £ | >^i>f0 verlaufe. Das
durch die beiden Jordanbogen y0 und yx und die beiden auf Fz liegenden
Intervalle ocq und <xx begrenzte Streifengebiet unterwerfen wir mit oùq und
oùt als ausgezeichneten Intervallen der Parallelschlitzabbildung. Es ist
leicht zu sehen, da6 unter den gemachten Voraussetzungen olq und cxx auf
die beiden vertikalen Seiten des Bildrechtecks abgebildet werden33).
Demzufolge ist die extremale Lange A {y} der Menge aller £ abtrennen-

83) Dies sieht man, indem man wie oben im Streifengebiet je eine Folge von Quer-
schnitten aJJ und aj definiert, und die Parallelschlitzabbildung des Streifens annâhert
durch die Parallelschlitzabbildungen derjenigen Streifengebiete, die entstehen, wenn man
aile auÛerhalb der Querschnitte aj und aj liegenden Komplementârkontinuen zum Strei-
fen hinzunimmt, bei denen dann also a0 und <xt isoliert sind. Wegen der Beschrânktheit
der Diriehletintegrale dieser Nâherungsabbildungen gilt gleichmàfiig (14.1) und (14.2)
fur einen beliebigen Punkt Ç auf a0 und (xt. Das bedeutet aber, dafi es zwischen zwei von
der Nâherungsabbildung unabhângigen Badien rfQ und r[ Ketten c(r') um den Punkt Ç
geben mufî, die ein Bild mit beliebig kleinem Durchmesser haben.
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den Querschnitte y, die in Gz zwischen y0 und yx verlaufen, hôchstens
gleich dem reziproken Wert der Hôhe a(yo»7i) des Bildrechtecks34).
Ferner hat das Bild jeder Kette c(r), r0 < r < rx einen Durchmesser

l(r) > 1. Geht nun bei festem yx rQ -> 0 (damit gleichzeitig y0 -> f),
so kann das Dirichletintegral a(yQ, yx) der Parallelschlitzabbildungen
nicht beschrânkt bleiben, da es sonst wegen (14.1) Radien r geben mûBte
mit beliebig kleinem l(r) und damit wegen (14.2) mit beliebig kleinem

l(r), im Widerspruch zu l(r) > 1. Das bedeutet aber, daB mit r0 -> 0

a(y0, yt) gegen oo und demzufolge X {y} -> 0 gehen muB.

§ 5. Das harmonische MaB einer Bandkomponente

15. Définition. Fz sei eine Randkomponente von Gz. Wegen der In-
varianz der im folgenden vorkommenden Begrifïe gegenuber linearen
Transformationen kônnen wir das zu Fz gehôrige Komplementârkonti-
nuum Fz von Gz als im Endlichen gelegen voraussetzen. Ferner sei (y£)

n 0, 1,..., eine ineinandergeschachtelte Folge von Jordankurven
des Gebietes Gz, die Fz umfassen und gegen Fz konvergieren, und con(z)

das harmonische MaB der Kurve ynz bezuglich des von ynz und y°z yz
berandeten Teilgebietes Dnz von Gzz5). Die Folge der Funktionen con(z)

konvergiert in Dz ED") gegen eine Funktion oj(z), und zwar gleich-
n

mâBig in jedem Gebiet Dhz, k fest36). Dièse harmonische und von der
Wahl der Folge (y") (n > 1) unabhangige Funktion nennen wir das
harmonische MaB von Fz bezuglich Gz, yz.

Ftir die harmonischen MaBe o)(z) und a>' (z) bezuglich zweier verschie-
dener Kurven yz und yz gilt : Zu jeder positiven Zahl e gibt es eine Um-
gebung Ue von Fz in der

| cd(z) ¦— o)r(z) | <e

84) Die extremale Lange der in G! verlaufenden Querschnitte y ist nàmlich gleich

35) Sind sâmtliche Randkomponenten von D? Kontinua, so kann man <on(z) als die-
jenige in D? harmonische und beschrânkte Funktion definieren, die auf yj den Wert 1,
auf den ûbrigen Randkomponenten von DJ den Wert null annimmt. Sind gewisse punkt-
fôrmig, so mufi man œn(z) durch eine Ausschôpfung von DJ definieren, indem man die
von yz und y? verschiedenen Randkomponenten zunâchst durch Jordankurven aus-
schlieÛt und dann zur Grenze ûbergeht.

M) Die monoton fallende Folge von positiven harmonischen Funktionen con{z) konvergiert

vermôge des Harnackschen Prinzips auf jedem kompakten Teil von Dz gleichmâfiig.
Anderseits nimmt die Differenz con — <°n+p > 0 (n > k, p > 0) ihr Maximum bezuglich
Dj auf y$ an, wobei y| in Dz ja kompakt ist.
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ist. Das ergibt sich folgendermaBen: In einer der (einfach zusammen-
hângenden) Komponenten des Durchsehnittes der beiden Innengebiete
von yz und yz liegt Fz. Durch Entfernen von Fz erhalt man daraus ein
zweifach zusammenhângendes Gebiet D* : u(z) sei das harmonische
MaB von Fz beziiglich D*. Die Funktionen co (z) und co' (z) seien durch
dieselbe Folge (y*), n 1, 2,... von Jordankurven definiert, die in
D* liegen. Dann gilt fur die Nâherungsfunktionen con und co'n

I con ~ <o'n | <,l —u
und somit

\ co — co I < 1 — u

woraus die Behauptung folgt.
Ist £ ein Punkt auf Fz, so verstehen wir unter dem limes superior der

Funktion co im Randpunkte £ die Zahl

lim eo(£) lim / sup tco(z)\
e->o\i*-c|<e*

Dieser ist in jedem Randpunkte £ von Fz definiert, aber i. a. nicht kon-
form invariant, da schon der Begriff des Randpunktes es in diesem ge-
wôhnMchen Sinne nicht ist.

Der lim co(f ist entweder null oder 1 in jedem Punkte £ • Zum Beweis

nehmen wir an, es sei in einem Punkte £ der lim co(£) M < 1. Dann
gibt es eine positive Zahl g, so daB in jedem Punkte z von Gz, | z — f | < g

œ(z)<(l + Jf)/2 ist. Der Durchschnitt von | z — Ç | < g/2 mit Fz zer-
fâllt in eine Menge von Kontinuen, deren eines den Punkt £ enthâlt.
Dièses, das heiBt dessen Rand, berandet mit | z — £| g zusammen ein
zweifach zusammenhangendes Gebiet. u(z) sei das harmonische MaB des
Kreises | z — £ | g bezûglich dièses Ringgebietes. Das MaB co(z) sei
durch das Kurvensystem (yz,y^) n — l, 2,... definiert, wobei
| z — £ | ^ g im Innern von yz liegen môge. Wir betrachten die
Funktionen

deren Limes [(1 + M)/2] • œ (z) ist. Fur aile hinreichend groBen n hat
D£ mit | z — £ | < g einen nicht-leeren Durchschnitt, der in einzelne
Gebiete zerfallt. Jeder Randpunkt eines solchen Teilgebietes ist
entweder ein Punkt von y\, von | z — £ | g, oder ein nicht auf Fz liegen-
der Randpunkt von Gz. Aus dem Maximumprinzip ergibt sich somit die
Abschâtzung37)

87 Dabei mufi man co unter Umstânden zttnâchst dureh die kleinere Funktion co' er-

setzen, indem in Dj der Rand von Q% durch Jordankurven ausgeschlossen wird, auf denen

ix/ 0 ist. Fur die Funktion co' gilt die Ungleichung, und wegen co —> co auch fur co.
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<pn + U > (0

und demzufolge
[(1

woraus folgt, daB t* ^ [(1 — Jf)/2]o> ist. Nun ist aber der limes supe-
rior von u (z) im Punkte £ gleich null, somit auch der von co (z).

16. Das Gebiet Gz werde durch die wachsende Gebietsfolge Gnz aus-
geschôpft, n 0, 1,..., deren Rand aus je endlich vielen Jordan-
kurven besteht. Dann bestimmt die Randkomponente Fz eine Funda-
mentalfolge von Randkurven ynz der Gebiete Gnz, die wir zur Définition
des harmonischen MaBes œ(z) von Fz bezûglich Gz, yz y°z) verwenden
kônnen. Ist w(z) f(z) eine schlichte konforme Abbildung des Ge-
bietes Gz auf ein Gebiet Gw, so ist das harmonische MaB der Bildkompo-
nente Fw von Fz bezûglich des Bildes yw von yz und Gw

œ(w) co(z(wj)

Denn die Kurvenfolge {ynz geht mittels der Abbildung / (z) in eine Kurven-
folge (y* ûber, die man als definierende Folge verwenden kann, und fur
die harmonischen Masse dieser Annaherungskurven ist die Ûbertragbar-
keit évident.

Jedes Gebiet Gnz werde nun durch eine schlichte konforme Abbildung
wn fn(z) auf ein Gebiet GnWn abgebildet, und die Abbildungsfolge
fn(z) konvergiere in jedem kompakten Teil von Gz gleichmâBig gegen die

Abbildung w f(z). Die harmonischen MaBe der Randkomponenten
y^n fniy™) — die keine Jordankurven zu sein brauchen — bezûglich
der Kurven yWn fn(yz) und der Gebiete GnWn sind die Funktionen

œn(wn) (o^f-^wj)
wobei con(z) das harmonische MaB der Kurve ynz bezûglich Gnz, yz be-

deutet, n > 1. Wir behaupten nun, daB dièse in jedem kompakten Teil
Bw des Bildgebietes Dw von Dz gleichmâBig gegen cô (w) konvergieren.

Beweis. Dieser kompakte Teil Bw liegt schlieBlich in jedem Gebiet <?JJ,n,

und somit ist ~wn{w) auf Bw definiert. Die Differenz

| wn(w) - œ(w) |

nimmt in einem Punkte von Bw ihr Maximum beziiglich Bw an, und
dièse Punkte haben fur w-> oo einen Haufungspunkt w* in Bw. Wir wâh-
len zu einer gegebenen Zahl e>0 den Radius r so, daB im Kreise Cw(r):
\w — w*\ <: r, | w{wf) - œ{w") \ <e ist. DasUrbild Gz f~1{Cw) ist ein
gewisses einfach zusammenhângendes, abgeschlossenes Gebiet vonGz, und
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wir kônnen Nx so wâhlen, da8 fur n>N1 auf Cz \ fn(z) — f(z) | ^r/2 ist.
DerKreis Gw(rj2) wird somit vom Bilde fn(Cz) fur n>N1 iiberdeckt.
Nun wâhlen wir N2>NX so, daB fur n > N2 | con(z) — co(z) \ <e ist
auf Cz. Also gilt fur jeden Punkt w von Cw(rj2)

| ô>w(w) - œ(w) | | <»„(£») - a>(/

Sei nun wieder jT^ der limes superior der Randkomponenten y^n.
Wir bilden das harmonische MaB ft)°°(w) von F% bezûglich des von F™

und yw berandeten Ringgebietes. Dann gilt

eo°° (w) ;> œ (w)

Sind nâmlich /} und /J00 zwei Jordankurven, die bzw. yw und F™ um-
fassen, und wobei (¥* im Innern von yw liegt, so gilt fur das harmonische
MaB œ*(w) von /?°° bezxiglieh /? fur aile hinreichend groBen n

à>n(w) ^ co*(w)

weil fur aile hinreichend groBen n die Jordankurve /?°° das Randkonti-
nuum ynWn und /5 die Kurve yM?w umfaBt. Durch Grenzubergang ergibt sich

cô(w) < co*(w)

und, da co00 durch co* beliebig angenàhert werden kann, auch die behaup-
tete Ungleichung.

Ist nun w ein Punkt auf Fw, der nicht auf F™ liegt, so ist co°°(w) < 1

und somit lim ~œ(w) 0. Durch Ûbergang zu einer Teilfolge der Folge
(fn(z)) kann man wie in (6) dasselbe fur den limes inf. °°FW der Folge
y^n zeigen. Es gilt somit der

Satz: In jedem Punkte w der Eandkomponente Fw, der nicht zu °°FW

gehort (bezûglich der Abbildungsfolge (fn(z)) ist das harmonische Map von
Fw gleich nulL

Insbesondere folgt daraus fur isolierte Randkomponenten wieder die

Gleichung oojTM, Jr^ Fwi denn das harmonische MaB einer solchen
hat uberall auf Fw den Randwert 1. AUgemein kann man sagen :

Satz. Hat eine Hâufungsrandkomponente Fz eines Gebietes Gz die

Eigenschaft, dafi sie bei jederZ8) schlichten konformen Abbildung w(z) in

88 Es genûgt, Abbildungen in das Innere des Einheitskreises zu betrachten, wobei T%

in die Kreisperipherie ûbergeht.
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eine Randkomponente Fw des Bildgebietes Qw ûbergeht, in deren jedem
Punkte der limes superior des harmonischen Mafies gleich 1 ist, so gilt fur
jede Abbildungsfolge (fn(z)) die Beziehung °°rw F™ Tw.

Dièse Bedingung ist aber vermutlich schwâcher als die oben mit Hilfe
der extremalen Lângen formulierte.
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