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Vergleich und Kombination
zweier Methoden von Veblen und Finsler

zur Lôsung des Problems der ausgezeichneten

Folgen von Ordnungszahlen

Von H. Bachmann, Zurich

1. Einleitung

Das beim Versuch der effektiven Wohlordnung uberabzàhlbarer Teil-
mengen des Kontinuums auftretende „Problem der ausgezeichneten
Folgen" von Ordnungszahlen, das darin besteht, jeder Limeszahl der zweiten
Zahlklasse eine aufsteigende Folge vom Typ a> von Ordnungszahlen
eindeutig zuzuordnen, deren Limes die gegebene Limeszahl ist, ist sehr

schwierig und bisher ungelôst. Man beschrànkt sich deshalb vorlâufig
darauf, das Problem der ausgezeichneten Folgen, die Finsler [1] ùbrigens
,,Hauptfolgen" nennt, fur einen môglichst groBen Abschnitt der zweiten
Zahlklasse zu lôsen.

I)ies wird u. a. von Veblen mit Hilfe einer transfiniten Folge von Nor-
malfunktionen [2] ausgefûhrt ; eine Verallgemeinerung und Weiterfuh-
rung dieser Méthode stammt vom Verfasser, der eine Folge 5i vom Typ
^oj2+i(1) + 1 von Normalfunktionen <pn(%) erster Klasse aufstellt
(0 ^ Y] 5j J1Û>2+1(1)), wobei die -Fç(f) Normalfunktionen zweiter Klasse
sind [3]. Die von Veblen aufgestellten Normalfunktionen bilden einen
Abschnitt g0 vom Typ QQ + 2 von <^1.

Veblen lôst nun das Problem der ausgezeichneten Folgen fur aile Limes-
zahlen <E(1) <pQQ+1(l). Durch die Verallgemeinerung des Ver-
fassers [3] gelingt die Lôsung fur aile Limeszahlen <H(l) =(Pfq(i)+i{1)-

Finsler dagegen lôst das Problem der ausgezeichneten Folgen fiir einen
Abschnitt der zweiten Zahlklasse durch Aufstellung einer Folge vom
Typ Q von arithmetischen Operationen, die durch Funktionen ç>a(|, rj)
von zwei Variabeln £, rj gegeben sind, wobei oc, f und rj aile Ordnungszahlen

<Q durchlaufen [1]. Dabei bilden die Zahlen qx =(p1(0,a>)
m, qx =(px(a), œ) fur 2 fg x<Q (also ^2 co2, qz coœ, q^ a)wœ,

q5 e) eine Normalfunktion, die wir mit
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Vo(x) Qx

bezeichnen wollen; ihre Ableitung ip'0(x) werde mit ipx{x) bezeieh-

net [2].
Das Problem der ausgezeichneten Folgen wird nun durch die Méthode

von Finsler allein fur aile Limeszahlen gelôst, die kleiner sind als die
erste kritische Zahl [2] von ipo(x), das heiBt die Zahl ^i(l)-

Dièse beiden Methoden von Veblev und Finsler sollen jetzt miteinander
vergliehen werden, wobei sich zeigen wird, dalî schon das unverallge-
meinerte Verfahren von Veblen die Losung des Problems der ausgezeieh-
neten Folgen viel weiter fûhrt als die Méthode von Finsler allein (die
zwar den Vorteil grôBerer Einfachheit hat). Ferner soll gezeigt werden,
da8 man die beiden Methoden kombinieren kann. Endlich werden wir
sehen, daB die Kombination der beiden Methoden das Problem der aus-
gezeiehneten Folgen fiir denselben Absehnitt der zweiten Zahlklasse lôst,
wie das Verfahren von Veblen allein, auch wenn man nur einen (nicht zu
kleinen) Absehnitt des unverallgemeinerten Verfahrens von Veblen

nimmt, so daB man also dureh die Kombination letzten Endes doch
nicht weiterkommt.

Beziiglich der Ordnungszahlen, der Operationen mit Ordnungszahlen
und der Normalfunktionen wollen wir wieder die Bezeiehnungsweise von
§ 1 in der Arbeit des Verfassers [3] wâhlen. Die hier betrachteten Normal -
funktionen erster Klasse sind stets solche, deren Argumentmenge aus
allen Ordnungszahlen x mit 1 ^ x<Q besteht, und deren Wertmengen
aus lauter Limeszahlen bestehen.

Daneben verwenden wir einen allgemeineren Funktionsbegriff : Wir
betrachten nicht-abnehmende Funktionen f(x), deren Argumentmenge
auch wieder aus allen Ordnungszahlen x mit 1 ^ x<Q besteht, und
deren Wertmengen Teilmengen der Argumentmenge sind, mit der Eigen-
schaft

fur 1 ^
Allgemein sei die transfinite Itération fv(x) einer solchen Funktion so

definiert :

f°(x) x ;

fv+i {x) =f(fv(x)) fur 0 ^ v < Q ;

fx(x) =IÀmfv(x), wenn A eine Limeszahl <Q ist.

Damit ist fv(x) fur aile v mit 0 ^*v<Q definiert.
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2. Einige Eigenschalten der Normalfunktionen

Vorerst mûssen wir einige Eigenschaften der Normalfunktionen cpn (x)
von 3fi betrachten und einige weitere Sàtze liber Normaifunktionen
beweisen, mit deren Hilfe wir dann unsere oben aufgestellten Behaup-
tungen beweisen kônnen. Fur die Normalfunktionen cpn(x) von 5i gilt
folgendes [3] :

Jeder Limeszahl rj ^FW2+1(l) isteineFolge {rjx} von einem gewissen
Typ rn, der eine Limeszahl ^Q ist, zugeordnet, in Zeichen

sodaB x<Xr)

V <pn D V cpnx wenn rj zweiter Art und r\ Lim r]x ;

q)^ (x) (pnx (1) wenn r\ dritter Art und rj Lim rjx

Wie aus den Ausfuhrungen von [3], § 2, hervorgeht, gelten fiir aile x
der Argumentmenge die drei folgenden Beziehungen :

Wenn rj erster Art und r\ if + 1 so ist

wenn r\ zweiter Art und rj Lim r\y, so ist

^(p,(x+l); (1)

% l)fn fur 1 ^ (ï ^<pv(x+1) (2)

und
Lim <pny (x) ^ <pn (x) (3)
y<in

Die erste und zweite Beziehung gilt auch fiir x 0, wenn fiir den un-
deiSnierten Ausdruek <^(0) die Zahl 0 eingesetzt wird.

Einige weitere Eigenschaften der NormaKunktionen q>n(x) kônnen
wir leicht beweisen : Es ist

<Po(x) ^<Pf,(x) (4)

fur aile x der Argumentmenge und fiir 0 <J r\ ^ i?7a>2+1(l). Denn dièse

Behauptung gilt fiir r\ 0 ; und fiir rj > 0 ist wegen q>n(x) ^x

Ferner gilt fiir jede Normalfunktion cpn aus Qfi m^ 0 ^rj< FWi+1(l)

?»,(») ^^,(1) fur l^x<Q; (5)
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denn setzt man ^ Q - oc + {}, wobei oc *> 0, 0 ^ f}<Q, so ist

<Pn+x Vû-a+p+a (1) ^ |8 + S ^ S
also

Nun beweisen wir drei weitere Sàtze uber Normalfunktionen :

1. Ist f(x) eine nicM-abnehmende Funktion und <p(x) eine

NormalfunMion mit der Eigenschaft

f(x) <S <p(x +1) fur fx < x<Q
wobei ii eine bestimmte Ordnungszahl mit 1 ^/u<Q ist, so gilt

fv(x) ^<pv{x + v) fur ju^x<D und 0^v<Q.
Beweis mit transfiniter Induktion nach v : Fur v 0 und v 1 ist

die Behauptung erfiillt.

Ferner folgt aus der Behauptung fv(x) ^ q>v(x + v) dieselbe Behauptung

fiir v + 1, denn es wird fur ju < x<Q

x + v))^<p(cpv(x + v) + l)^<p(<
<pv+l(x + v + 1).

Ist X eine Limeszahl <Q und gilt die Behauptung fur aile v<X,
so gilt sie auch fur v A ; denn fur jn ^ x<Q ist

/A(#) Lim/V(a;) g Lim ç?v(o: + v) g Lim <pv(x + A) tpx(x + A)
v<X v<X v<X

Satz 2. /^ f(x) eine nicht-abnehmende Funktion und <pn(x) eine

NormalfunMion aus Çx mit 0 ^rj<FW2+1(l), mit der Eigenschaft

<pn{x +1) fur ju

eine bestimmte Ordnungszahl mit 1 ^fi<Q ist, so gilt

f1+v{x) S%+v{% + I) f^r fi^x<Q und 0

Beweis mit transfiniter Induktion nach v : Fiir *> 0 ist die Behauptung

erfûllt, denn nach Voraussetzung ist

P(x) =f(x) S Vn(x +l) fur P

Ferner folgt aus

< Vit¥v(x +1) fur ^ ^ x<Q
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die Beziehung

f1+v+1(x) =/(/!+"(«)) ^f(<pn_,v(x + 1))

fur fx g x<Q
Nun ist

<pn+v(x + 1) ^ ^+v(

also

also folgt

das heiBt die Behauptung fur v + 1.

Ist A eine Limeszahl <Q und gilt die Behauptung fur aile v<K, so

gilt sie aueh fur v A ; denn fur fi ^ x<cQ ist nach (3)

/*+»(*) Lim/l+'(*) ^ Um<pn+V(x + 1) ^ ^+x(x + 1)
v<X v<X

Satz 3. Sind q>(x) und ip(x) zwei Normalfunktionen mit der Eigen-
schaft

(p(x) < y(x + 1) fUr ii ^ x<Q
wobei ii eine bestimmte Zahl mit 1 ^ /i ^ eo i5^, «o is

Beweis mit transfiniter Induktion nach # : Nach Satz 1 ist

(pw(x) ^ ^(x + eo) fiir ^ ^ x<Q
Fur x 1 ist nach (1)

+ o>) ^ ^"(co * 2) - f U)

denn die erste kritische Zahl von xp ist grôBer als a> • 2, weil die Wert-
menge von y stus lauter Limeszahlen besteht.

Gilt die Behauptung fiir x9 so gilt sie auch fiir x + 1 : Nach (1) ist

<p'(z + 1) <(ç>» + 1) £ y>«>((pf(x) + co) ^ v^(v'(«) + w)

denn 99' (a;) ^ fi.
Ist A eine Limeszahl <Q, und gilt die Behauptung fur aile x<A,

so ist
'(l + x) ^Lim^(l + x) =y'(;i) •
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3. Wie weit fûhrt das Verfahren von Finsler9 verglichen mit
dem Verfahren von Veblen'i

Wir betrachten mm die Funktionen 9?a(|, rj), die Finsler [1] definiert.
Jede solche Funktion ist fur 1^1 und ^ 1 in beidèn Variablen
eine nicht-abnehmende Funktion. Die Itération wird dabei nur in der
zweiten Variablen ausgefûhrt, so daB

ç£(f, rç), wenn A eine Limeszahl <Q ist.

Die Funktionen ç>a(f, rj) sind so definiert:

9 y}) 9?|(^, tj) fiir oc ^ 3 ;

7) Lhnç>a(£, rç), wenn A eine Limeszahl <Q ist.

Wir setzen nun zur Abkiirzung

fa(x) (pa(x, x) fur O^oc<Q und l^x<Q.
Dann ist

/0(x) x + 1 ;

/*(*) -x* ;

3\t*// — ^ î

os+1 V / — ta.V > / lui. tX ^= O

/x(#) Lim/a(a;), wenn A eine Limeszahl <i3 ist.
a<X

Aus den Monotoniesàtzen von Finsler [1] geht hervor, daB die
Funktionen fa{x) nicht-abnehmend sind, und daB fa(x) ^ x fiir 1 ^ x<Q.

Ist v eine bestimmte Ordnungszahl <Q, so wird in (p^(i,rj) die
Itération nur in der zweiten Variablen ausgefiihrt ; fiihrt man dièse in
beiden Variablen aus, so gelangt man offenbar zu hôheren Zahlen, das

heiBt, es ist
<Pu(x> x) ^/£(#) fur 1 ^ x<Q (6)
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wie man mit transfiniter Induktion nach v leicht beweisen kann : Fur
v 1 ist die Behauptung erflillt. Gilt sie fur v, so ist nach den Mono-
toniesàtzen von Finsler

K+1 (x> x) <Pol{x>VI (x> X)) ^ V*(<PÏ (x> x) > <P* (x> x)) =/«« (*» »))

Gilt die Behauptung fur aile v < A, wobei A eine Limeszahl < Q ist,
so ist

<pl (s, a?) Lim < (s, s) ^ Lim/j; (») =/£ (a:)

Eine weitere Eigenschaft der Funktionen fa{x) ist, dafi

/a+iW^^^); (7)
denn es ist

ç#(a?, a?) a?.2 -/i(x) ;

^(x, x) =/a+1(») fur oc ^ 3.

Aus (6) und (7) ergibt sich (fur v x)

fa+1(x) £fl(x) (8)

Hilfssatz 1. Es ist

Beweis mit transfiniter Induktion nach a :

a) Fur oc 1 ist die Behauptung erfiillt, denn

/^a?) a?. 2 ^ ft)^- 2<coxù) (ox+1 (po(x

also nach (4)

b) Gilt die Behauptung fur oc, so gilt sie auch fur oc + 1 ' Nach (8)
ist

ferner nach der Induktionsvoraussetzung und nach Satz 2

ferner nach (5)

<PQ.*+l+x(x+ l) ^<P

61



ferner nach (4)

co (po(x

somit

also

2+

c) Ist A eine Limeszahl <i2, und gilt die Behauptung flir aile oc<X,
so gilt sie auch fur oc X : Es ist

Nach (5) ist
h (x) Lim/a

ot<X
Lim
a<X

somit nach (3)

Satz 4. J575 i

afeo speziell

Beweis. Es ist

denn

£i aXco- 2 =f1(co)

^ =/,(«>) fur o:^
Nach Hilfssatz 1 wird somit

also nach Satz 3

+ +2 (1) Pû.(a!+i)

?>J22 (« + 1)

x) ^ (Pq2+i(%) fur 1 ^ x<Q

Ergebnis ist also, daji die Zahl y>x(l) beim Verfahren von Veblen

schon sehr bald ûberschritten wird, so dafi also das unverallgemeinerte
Verfahren von Veblen viel weiter filhrt als das Verfahren von Finsler allein.

62



4. Kombination der beiden Methoden

Es ist aber môglich, die beiden Methoden zu kombinieren. Da Finsler
mit Hilfe arithmetischer Operationen das Problem der ausgezeichneten
Folgen fur eine beliebige Limeszahl A der zweiten Zahlklasse lôst, unter
der Voraussetzung, daB dièses Problem fur aile Limeszahlen < X gelôst
ist und daB X kein Wert der Normalfunktion tp0 (x) ist, liegt es auf der
Hand, zuerst die Méthode von Finsler anzuwenden, und dann auf die
dadurch erhaltene Normalfunktion tpo{x) die Méthode von Veblen oder
das vom Verfasser verallgemeinerte Verfahren anzuwenden. Dabei nimmt
man dièse Normalfunktion ipo(x) an Stelle von <po(x) als Ausgangs-
funktion und bildet die zu 5i genau analoge Folge 5i von Normal -
funktionen ipn(x), die genau gleich definiert sind wie die cpn(x), wobei
nur (p durch xp ersetzt ist (fur rj>0).

Wir stellen nun die Behauptung auf : Bei dieser Kombination des Ver-

fahrens von Finsler mit dem unverallgemeinerten Verfahren von Veblen er-
halt man ausgezeichnete Folgen fur aile Limeszahlen <E' (1) Y^£+i(l)>
bei der Kombination des Verfahrens von Finsler mit dem vom Verfasser
verallgemeinerten Verfahren von Veblen fur aile Limeszahlen <Hr(l)

Beweis: Man definiert
co Lim (1 + n)

n<co

Ist fur jede Limeszahl y' <y eine ausgezeichnete Folge definiert, wobei

y eine Limeszahl <E'(l) bzw. H'(l), so lâBt sich auch fur y eine
solche definieren :

a) Liegt y nicht in Vtp0, so definiert man mit Hilfe der ,,Hauptdar-
stellung" von Finsler die ausgezeichnete Folge fur y. Dies ist immer
môglich (siehe Abschnitt 6 der Arbeit von Finsler [1]).

b) Liegt y in Vtp0, so definiert man die ausgezeichnete Folge von y
mit Hilfe der Normalfunktionen y>n ; dann gibt es nâmlich ein r\ mit
0 ^ rj ^FQ (1), so daB

Die Définition der ausgezeichneten Folge von y ist genau entsprechend
den §§3 und 4 der Arbeit des Verfassers [3], ausgenommen wenn r\ 0

und zugleich x x' + 1> also y fo(xf + 1) Qx'+i- Dann ist im
Fall x1 0

y =zQl co ;
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im Fall x' 1 setze man

y g2 =z (p2(co, œ) œ2 Lim co • (1 +
n<a>

im Fall x' 2

V =Qz= <Pb(°>> co) co™ Lim <o1+"
«<o>

im Fall a;'^3

5. Fûhrt die Kombination der beiden Methoden weiter
als das Verîahren von Veblen allein î

Um zu sehen, ob man durch die Kombination der beiden Methoden
weiter kommt als durch das Verfahren von Veblen allein, mussen wir die

Eigenschaften der nach § 4 der Arbeit des Verfassers den Limeszahlen

rj mit (o f£ rj ^.Fa>2+1(l) zugeordneten Folgen {rjx} und Funktionen
0n(S) und ¥yf) betraehten [3]. Es gilt immer

r,x ¥v(l + x) ^0n(l + x)
Es sei nun

t & + n

und die tj und Ç zugeordneten Folgen seien

r] Lim rjx
und x<r*

Betrachtet man aile Fâlle, die fur die Funktionen &n auftreten kônnen,
so sieht man folgendes :

1) Ist rj<Q2(o (letztere Zahl ist die erste Zahl nach D2, die allen
ihren Resten gleich ist), so ist rn r^ und

& + flœ f« f^ 1 ^ » < T, (9)

2) Ist rj Q2' (o, so ist C ^7? also Çx rjx; ferner xn t^ co

und
Q2 + rjx== £x+i ftir 1 ^ x < w (10)

3) Ist rj>Q2' co, so ist f q, also t^ ^ fur 1 ^ ic ^ t^ rç.

a) Ist in diesem Fall rn>0), so ist
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so daB also
&2 + Vx V* £* fur <o^x<xn (11)

b) Ist Tn m, so ist
Vt ^ 0,(3) 2ï£2eo

also
£2 + »?« - n* C, fur 2 <£ ar < co (12)

Hilfssatz 2. 2?s i««

%(*) ^ ^(^ + 1) fur (o ^ a;<i3 «nd 1 ^ v ^F^+^l)
wobei

: û» +,.
Beweis mit transfîniter Induktion nach ^ :

1) Fur 7; 1 ist nach Satz 4

2) Aus \pn{x) ^ 99J.T + 1) fur co ^ x<Q folgt nach Satz 3

i(«+ fur 1 ^x
3) Nun sei yr),{x) ^ ^2+^/(^ + 1) fur a> ^ x<Q fur aile rjf <r],

wobei 77 eine Limeszahl â^^+iU) sei- Dann gilt die Behauptung
auch fur rjf — rj :

a) Ist 77 dritter Art, also rt} Q, so ist wegen (9) und (11) fur co ^ x
<D

& + vx L
also

b) Ist y\ zweiter Art, also rn<Q, so ist wegen (9) bis (12) allgemein

Lim (fQ2+n (x) Lim yt (x) fur 1 g x < Qt

Also ist nach (2)

%{l) Lim w (co) ^ Lim (pQ2+ (œ + 1) Lim ç>c (co + 1)
V<r V<r V<r

Ist %{x) ^<p (x + 1), so folgt nach (2) und der Induktionsvoraus-
setzung :

5 CommentarU Mathematici Helvetici



% (x + l) Lim xp (y)v (x) + 1) ^ Lim <pQi+v (yn (a;) + 2)

Lim <p, (y)n (x) + 2) ^ Lim ç>ç (ç>ç (# + 1) + 2) ç>ç (a + 2)

Ist X eine Limeszahl <12 und \pn(x) ^ç>g(a? + 1) fur 1 ^x<X, so ist

ylî(A) Lîmy,ï(l + aï) ^Lim^(l + x+ 1)

Im Falle b) ist also auch

%(%) ^ <Pç(% + 1) fur 1 <^

Hilfssatz 3. Es ist

%{x) ^ ipn(x) fur 0 ^ rj ^FW2+1(l) und 1 ^ x<Q
Beweis mit transfiniter Induktion nach ^ :

1) Fur rj 0 ist ç90(x) w^ yo(«) Qx •

Ist 1 fg a; ^ 5, so ist die Behauptung q>0(x) ^ ^o(^) offensichtlich
erfullt. Ferner folgt aus cox ^ qx (und x ^ 5)

co, û>) ^(co, <pa(œ, œ))

Sodann folgt aus a>x ^ qx fiir 1 ^ x<X, wobei X eine Limeszahl
<Q ist,

2) Gilt die Behauptung von Hilfssatz 3 fur rj, so gilt sie fur r\ + 1

(nach Satz 3).

3) Ist r\ von zweiter Art, r\ Lim rjx und gilt ç?^, (x) ^ ^, (a;) fiir
x<xn

1 ^ x<Q fur aile rjf <rj9 so gilt die Behauptung auch fur r\ :

ç», 1) Lim ç,,s (1) ^ Lim y^ (1) % (1)

Ferner folgt aus <pn [x) ^ ^ (a;)

Vf, (» + Lim y (^ (a?) + 1) ^ Lim Vn (^ (x) + 1)

Sodann folgt aus yn (x) ^ y>n (x) fur 1 ^ x < X, wobei X eine Limeszahl
ist, vW ^%(t)



4) Ist y] dritter Art, r\ ^ Lim rjx und gilt <p (x) ^ %p (x) fur

fg x<Q fur aile rf <rj, so gilt die Behauptung auch fur r\ :

Satz 5. Es ist <pn(x) ^(x) fur 1 ^x<Q, r\ erster Art und
Q*.œ<r, â^2+1(l).

Beweis : Aus Hilfssatz 2 und Satz 3 folgt

%+i(x) ^<Pç+i(x) fur 1 ^x<Q und \ Sy
Da fiir rj ^ Q2- a> r\ £ ist, folgt daraus

Whifa) ^ ^+i(^) fur ^ x<Q und i22-co ^
Daraus und aus Hilfssatz 3 folgt

%+1{x) ^+i(») fur 1 ^ x<i3 und i32.co ^ ^

Speziell wird
E{\) =E'{\) und £T(1) =H'(1)

Das Ergebnis ist also : Die Kombination der beiden Methoden lost das Pro-
hlem der ausgezeichneten Folgen fur denselben Abschnitt der zweiten Zahl-
klasse wie das Verfahren von Veblen allein, auch wenn man nur einen

(allerdings nicht zu kleinen) Abschnitt des unverallgemeinerten Ver-
fahrens von Veblen nimmt. Und zwar gilt dies schon, wenn man den
Abschnitt vom Typ Q2>co -{- 2 der Folge g0 von Normalfunktionen <pn

nimmt, mit dessen Hilfe das Problem der ausgezeichneten Folgen fiir aile
Limeszahlen <9^2.^+1(1) gelôst wird.
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