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Uber die Darstellungen der Lie-Algebren
bei Charakteristik 0

Von HANs ZAsSSENHAUS, Montreal

Der Satz von Ado [1] iiber die Existenz von treuen Darstellungen fiir
beliebige Lie-Algebren iiber Korpern der Charakteristik 0 erfordert die
Konstruktion von Darstellungen, die das Zentrum nicht auf Null ab-
bilden.

Eine umfassendere Fragestellung ist durch die folgende Aufgabe ge-
geben. Bekannt sei eine Lie-Algebra L iiber dem Korper £ der Charakte-
ristik 0 und ein Ideal 7' von L. Welche Darstellungen I" von 7' sind
geeignet zur Erzeugung von Darstellungen 4 von L in dem Sinne, dafl
ein Darstellungsmodul M von A einen Darstellungsmodul m von I" ent-
hilt, der in keinem echten L-invarianten Teilmodul von M enthalten
ist?

§1.
Eine notwendige Bedingung fiir I" ist enthalten in

Satz 1. Jede Darstellung A der Lie-Algebra L iiber dem Korper k der
Charakteristik 0 induziert eine Nildarstellung in dem Durchschnitt der Ab-
leitung L o L von L und dem Radikal R(T) des Ideales T von L.

Beweis : Zunichst zeigen wir, dal R(7') ein Ideal von List. T 4+ R(L)
ist Ideal von L. (T + R(L))— R(L) ist Ideal von L — R(L). Da
L — R(L) eine halbeinfache Lie-Algebra der Charakteristik 0 ist, so gilt
dasselbe fiir das Ideal (7'4- R(L)) — R(L). Der zweite Isomorphiesatz
ergibt, dafl R(L) Ideal von R(T) 4+ R(L) und R(T)~ R(L) Ideal von
R(T) mit isomorphen Differenzringen sind. Da R(7T') ein auflosbares
Ideal von T ist, so folgt, da R(7T) + R(L) — R(L) ein auflosbares
Ideal der halbeinfachen Lie-Algebra 7' 4+ R(L) — R(L) ist, mithin ist
R(T) in R(L) enthalten. Es folgt

R(T) =T~ R(L) ,
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das heit R(T') ist ein Ideal von L?'). Es folgt, daB 7, = Lo L~ R(T)
ein auflosbares Ideal von L ist.

Den Beweis von Satz 1 fithren wir zunichst unter der zus#tzlichen
Voraussetzung, dal k algebraisch abgeschlossen und A irreduzibel ist.

Ein zu A4 gehoriger Darstellungsmodul M enthilt sicherlich einen
irreduziblen 7T',-Modul m, der eine irreduzible Darstellung I, von T,
vermittelt. Wir wollen zeigen, daf} alle irreduziblen Komponenten der
von A auf T, induzierten Darstellung A"V zu I, dquivalent sind. Zu
dem Behufe betten wir m ein in einen gréBten in M enthaltenen 7',-Modul
M, mit der Eigenschaft, daBl die zu M, gehorige Darstellung von 7',
lauter zu I'y dquivalente irreduzible Komponenten besitzt. Wire M, von
M verschieden, dann wiirde es wegen der Irreduzibilitit des L-Moduls
M ein Element a in L geben, fiir das a M, nicht in M, enthalten wire.
Alsdann wiirde wegen der Regel

tau) =a(tu) + (foa)u
= a(tu)(M,)
die fiir alle ¢ aus 7', w aus M, giiltig ist, der Operatorhomomorphismus
u—>au -+ M, — M,

zwischen den 7',-Moduln M, und oM, + M, — M, bestehen. Mithin
wiirde auch a M, + M, — M, eine Darstellung von 7', mit lauter zu I
dquivalenten irreduziblen Komponenten vermitteln und dasselbe wiirde
der Fall fiir den 7',-Modul a M, + M, selbst sein. Da aber a M, + M,
umfangreicher als M, ist, so erhalten wir einen Widerspruch mit der
Maximaleigenschaft von M,.

Also ist M, = M und mithin induziert 4 auf 7', eine Darstellung
mit lauter zu I dquivalenten irreduziblen Komponenten, etwa mit der
Multiplizitit ». Es folgt

Sp 4(¢) = n Sp I(t)

fir alle t aus T';,. Da T, zu Lo L gehort, so folgt
Spd() =0,

woraus wir bei Charakteristik 0 schlieBen konnen, da@3
Sp Ii(t) =0 .

Gemifl dem Satze von Lie ist der Grad der irreduziblen Darstellung I

1) Ein anderer Beweis ist in [8], S. 79, enthalten. Fiir die Mitteilung des hier gegebe-
nen Beweises sowie andere Vereinfachungen in § 1 bin ich Herrn 4. Borel dankbar.
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der auflosbaren Lie-Algebra 7', gleich 1. Mithin ergibt sich aus dem
Verschwinden der Spur, dal I eine Nulldarstellung ist. Folglich indu-
ziert 4 auf T, eine Nildarstellung.

Eine beliebige Darstellung 4 von L hat lauter irreduzible Kompo-
nenten, die auf 7', eine Nildarstellung induzieren. Mithin induziert 4
selbst auch eine Nildarstellung.

Wenn der Koeffizientenkorper k£ nicht algebraisch abgeschlossen ist,
so ergibt sich der Beweis von Satz 1 durch algebraischen Abschlu3 von
k, entsprechende Erweiterung der Lie-Algebren L, Lo L, T, R(T),
T, und Anwendung der vorherigen SchluBweise.

Zusatz : Wenn eine Darstellung I eines Ideales T einer Lie-Algebra L
iiber einem Korper k der Charakteristik 0 eine Darstellung von L erzeugt,
dann induziert I' eine Nildarstellung auf T, = Lo L~ R(T).

Dieser Zusatz kann ausgedehnt werden auf die nachinvarianten Teil-
algebren von L. Entsprechend der von Wielandt [6] stammenden Be-
griffsbildung in Gruppen heiflt eine Teilalgebra T der Lie-Algebra L
nachinvariant in L, wenn eine Kette von Teilalgebren

L=TLODOT@S...27" =T

existiert, so dal 7¥ ein Ideal von T'¢-V ijst. Durch wiederholte Anwen-
dung des Zusatzes zu Satz 1 finden wir

Satz 2. Wenn die Darstellung I der nachinvarianten Teilalgebra T der
Lie-Algebra L iiber einem Korper der Charakteristik 0 eime Darstellung
von L erzeugt, dann induziert I' auf dem Ideal Lo L~ R(T) von T eine
Nildarstellung.

§ 2.

Um den Beweis der Umkehrung von Satz 2 vorzubereiten, beginnen
wir in diesem Paragraphen mit einer Untersuchung, deren Resultat ent-
halten ist in dem folgenden

Lemma. Se:
L= TWST@S ... =T

eine Kompositionsreihe zwischen L und T, so daff T+ ein Ideal von
T mit einfachem Differenzringe ist. Dann existiert eine Teilalgebra W
von T, so daf

TH = WO 4 T6+) WO A TE) = 0 ynd W o PG+ ¢ R(T““))
und entweder
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LoL~ R(T®)= Lo L~ R(TWY)
18t oder
LoLn~ R(TW)=W® + Lo L~ R(TtV) .

Bewers: Wenn die Dimension von 79 — T+ grifer als 1 ist, so
ist der einfache Differenzring 7'¥) — T'i+) halbeinfach und dann gibt
es nach dem Satze von Levi eine zu 7' — T'¢+1) jsomorphe Teilalgebra
W% vyon T, so daB

TH = WO 4 TG+ WO A T =0 und WD o T+ ¢ R (T6+Y)

ist. Da die Differenzringe 7 — TG+ gowohl als auch 7'¢+) —
R(T¢+1) halbeinfach sind, so ist auch der Differenzring von 7' nach
dem auflosbaren Ideale R(7'¢+V) halbeinfach. Es folgt :

R(T%) = R(TG+v)
LoLn~ R(TW) = Lo L~ R(TG+) .

Wenn die Dimension von 7'¥ — T+ {iber k gleich 1 ist, so ist
T — TG+ gbelsch. Da aber 7' — T+ homomorph zu dem
Differenzringe 79 — R(T+V) ist, so kann T — R(T¢+V) nicht
halbeinfach sein. Mit anderen Worten ist R(7'‘?) umfangreicher als
R(T¢+0),

Da R(T9) ~ T+) = R(TU+1)

ist, so ergibt der zweite Isomorphiesatz, da3
R(T®) + P+ — PG+ o R(TW) — R(TH+V) 22 0
ist. Mithin folgt 7'¢+Vc R(T) + TG+ c TW |
T = R(TW) + TG+
dim, (R(T®W) — R(TW)) =1 .

Es gibt ein Element w, in R(7T'"), das nicht in R(T"+V) liegt. Dies
Element erzeugt eine 1l-dimensionale k-Teilalgebra W9 von R(T'),
so dal

TW = W& L TG+ @ A TG =0 und WO o TE+D ¢ R (THHY)
ist. Nach dem zweiten Isomorphiesatze ist

LoLn R(T®) — Lo L~ R(T6+V)
~ Lo L~ R(TW) 4+ R(T¢) — R(TH+) |
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Also ist entweder
LoL~ R(T®)= Lo L~ R(Tt+V)
oder ,
dim,(LoL~ R(T") — Lo L~ R(T"))=1.

Im letztgenannten Falle konnen und wollen wir das vorhin erwéhnte
Element w; so wéhlen, dafl es in L oL~ R(T"), aber nicht in
Lo L~ R(T¢+) liegt und es folgt sodann, daB

LoLA~ R(T®) = W% 4 Lo L~ R(T+D)

ist, womit das Lemma vollstindig bewiesen ist.

Gemafl Satz 2 induziert jede Darstellung von L eine Nildarstellung
auf LoL~ R(T). Da die regulire Darstellung von Lo L~ R(T)
eine Komponente der von der reguliren Darstellung von L auf
Lo L~ R(T) induzierten Darstellung ist, so ist die reguldre Darstellung
von Lo L~ R(T) eine Nildarstellung. Nach dem Satze von Engel
folgt, daB L o L~ R(T) eine nilpotente Lie-Algebra ist. Desgleichen
ist L oL~ R(T) eine nilpotente Lie-Algebra.

Die Umkehrung von Satz 2, ndmlich

Satz 8. Jede Darstellung I' der nachinvarianten Teilalgebra T der
Lie-Algebra L der Charakteristik 0, die eine Nildarstellung auf dem Ideal
LoL~ R(T) von T induziert, erzeugt eine Darstellung von L, ergibt sich
nun durch wiederholte Anwendung von

Satz 4. Wenn T ein Ideal der Lie-Algebra L der Charakteristik 0 mit
einer Teilalgebra W von L als Vertretersystem ist, so daf

L=W4+ T

ist, dann erzeugt jede Darstellung I' von T, die eine Nildarstellung auf
einem gewissen Ideal T, das W o T enthilt, induziert, eine Darstellung
A von L. Diese Darstellung A von L kann so gewdhlt werden, daf sie auf der
Teilalgebra W + T, wvon L eine Nildarstellung induziert, falls W + T,
nilpotent ist.

§ 3.

Bevor wir den Beweis von Satz 4 antreten, wollen wir zunédchst zeigen,
wie der Satz von Ado aus dem Satz 3, der sich seinerseits gemiafl der in
§ 2 angestellten Untersuchung aus Satz 4 ergibt, folgt.

Jede Lie-Algebra L iiber einem Korper k hat die regulire Darstellung
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a-—>P(a)~—~( “ )

aou

in linearen Transformationen des k-Moduls L mit dem Zentrum von L
als Kern. Das Zentrum von L ist eine abelsche Teilalgebra mit einer
Basis ¢y, ¢,,...,c; iber k. Es besitzt die treue Darstellung, die durch
die Zuordnung
0 o ap...04
0
c= X% «,¢; > I(c) = 0

0

erklirt wird. Da es sich hierbei um eine Nildarstellung handelt, so erzeugt
I' gemafl Satz 3 eine Darstellung 4 von L. Da I' das Zentrum von L
treu darstellt, so gilt dasselbe fiir 4. Mithin gilt fiir den Kern L, von 4,
daf3
Ly~rz(L)=0,
und folglich
Lp,y=Ls~nLp=Ly~nz(L)=0.

Die Summe der reguléren Darstellung von L und der Darstellung 4, die
gemif Satz 3 konstruiert wurde, ist eine treue Darstellung von L.

§ 4.

Wir wollen nun den Beweis von Satz 4 zunéchst reduzieren auf ein
gewisses Lemma, das den universellen Einbettungsring A4 (L) von L iiber
k betrifft. A (L) ist definiert als der assoziative k-Ring mit den Basis-
elementen

aprax?...ay" 0<o; t=1,2,...n)
iiber k£, wobei die Elemente a,,a,,...a, eine Basis von L iiber k sind.
Die Multiplikation in A (L) ist gemiB des Birkhoffschen Streckungs-
prozesses [2] erklart, der sich auf die Regel fiir die Lie-Multiplikatipn
der Basiselemente von L &

k g s
a;00; = X%_1 Vi (yi; in k)

stiitzt. A (L) enthilt sowohl den universellen Einbettungsring A (W)
von W als auch den universellen Einbettungsring A (7') von T iiber k
als k-Teilringe. Modultheoretisch gesehen ist A (L) Produktmodul von
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A(W) und A(T) und ebenfalls Produktmodul von A(7) und A4 (W).
Die Verflechtung der k-Teilringe A (W) und A(7) vom Standpunkt
der Ringtheorie aus gesehen ist nicht so einfach und bildet den Gegen-
stand der noch auszufiihrenden Untersuchung. Der Durchschnitt von
A(W) und A(T) wird gebildet von allen Vielfachen

Aadla;...al (A ek)
des Einheitselementes ajal...ad von A(L), die fiiglich mit dem Koef-
fizienten A identifiziert werden konnen, da es sich dabei um eine iso-
morphe Abbildung von k in das Zentrum von A (L) handelt. Die Regel
betreffend Multiplikation von Elementen des k-Ringes 4 (L) mit Ska-
laren aus k geht dabei iiber in die Regel betreffend die Multiplikation
eines Dbeliebigen Elementes aus A(L) mit dem Zentrumelement
Aalal...al .
~ Jede Darstellung 4 von L kann auf eine und nur eine Weise zu einer
eigentlichen Darstellung 4™ von A(L) ergénzt werden, indem wir
festsetzen

n

A4D (5 3,
= 3 doyay..cn D (@)™ A (@) . . A (@)™

A“4DN(a,) = A(a,) ,

A4 (1) =T |

oy %2 o d/]
an @1t 3% . .ay™)

Wo keine Gefahr der Verwechslung besteht, kann unbedenklich 4 an
Stelle von 4“4 geschrieben werden. In der Tat hat A“{D alle
wesentlichen Eigenschaften, betreffend Aquivalenz, Reduzibilitit, Zer-
fallbarkeit, Grad usw. mit 4 gemein. Umgekehrt entsteht jede Dar-
stellung von L aus einer Darstellung von 4 (L) als Darstellung induziert
auf der Lie-Unteralgebra L.

Entsprechend kann jede Darstellung I" von 7' auf eine und nur eine
Weise zu einer eigentlichen Darstellung I'4 ") des assoziativen k-Ringes
A (T) erginzt werden, und umgekehrt entsteht jede Darstellung von 7'
als Darstellung induziert auf der Lie-Unteralgebra 7'.

Es ist klar, daB8 die Dimension von I"“™)(A4(T)) iiber k endlich ist.
Da der Differenzring von A4 (7') iiber dem Kern A4 (7)), der Darstellung
4@ jsomorph zu dem Darstellungsring I'"™)(4(T)) ist, so ist
A(T) — A(T)r ein hyperkomplexes System iiber £. Wenn nun 4,
irgendein zweiseitiges Ideal von A(7') ist, das im Kern von I'4(T)
enthalten ist, so da auch noch die Dimension von 4 (7') — 4, iiber &
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endlich ist, dann ist der Differenzring A4 (7') — 4, ein hyperkomplexes
System iiber £ mit Einheitselement, auf dem I' eine eigentliche Dar-
stellung I'* gemdfl der Zuordnung

I*(x + Ay — 4y) = I'* ()

induziert. Umgekehrt induziert jede eigentliche Darstellung I'* des
hyperkomplexen Systemes A (7') — A, eine eigentliche Darstellung
™) und damit auch eine Darstellung I" von T’ geméB der Zuordnungs-
vorschrift

TAM) (@) = I*(z + 4y — 4y) ,

wobei 4, zum Kerne der so erklirten Darstellung von A (7) gehort.
So kommt es, dal die Darstellungstheorie von Liealgebren auf weite
Strecken mit der Darstellungstheorie gewisser hyperkomplexer Systeme
identisch ist.

Wir wollen nun annehmen, dal 4 eine Darstellung von L ist, die von
I' erzeugt wird und die Folgerungen untersuchen. Dann enthdlt der
Kern B von A“) nur solche Elemente von A(7), die auch zum
Kerne von I"4) gehéren :

Ay, =B~ A(TYSA(T)r .
Ferner ist die Dimension von 4 (L) — B endlich und
A(T) —Ay~A(T)+ B— B .

Folglich ist die Darstellung 4* des hyperkomplexen Systemes A (L) — B,
die durch 4 induziert wird, erzeugt von der Darstellung I'™* des hyper-
komplexen Systemes A(7) + B — B, die durch I' induziert wird.

Umgekehrt mdge angenommen werden, daff B ein zweiseitiges Ideal
von A(L) ist mit der Eigenschaft, dall die Dimension von A (L) — B
iiber & endlich ist und daB

BAA(T)= A(T)p .

Dann induziert I' eine Darstellung I'* der Teilalgebra A = A(7')+ B—B
des hyperkomplexen Systemes S = A(L) — B gemifl der Formel:

I'*(x + B — B) = I'4M)(g) (zed(T)) .

Wenn dann die Darstellung 4* von S, welche durch die Darstellung I™*
der Teilalgebra A induziert wird, zugleich auch von I'* erzeugt wird,
dann induziert 4* weiter eine Darstellung 4 auf L gemiBl der Regel
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A(a) = A4*(a + B — B) (@ el)

und diese Darstellung von L wird erzeugt von I

Die Frage ist nun : Unter welchen Bedingungen ist es sicher, daf} die
Darstellung 4* des hyperkomplexen Systemes S iiber £, die von der
Darstellung I'* der Teilalgebra A von S induziert wird, sogar von I'*
erzeugt wird?

Eine einfache hinreichende Bedingung ist die Existenz eines k-Teil-

moduls 4 von 8 mit der Eigenschaft, da8
S=A4+ A4, AAcA. (7)

In der Tat, fiir einen beliebigen Darstellungsmodul m von I'* erhalten
wir einen Darstellungsmodul der von I'* induzierten Darstellung 4* von
S, indem wir den Modul M mit den Erzeugenden w und su (s €S,
# e m) und den definierenden Relationen

u-+u =u-+u

su+su =su -+ u
su+su=(6+¢)u
su-+u =u +su

sSut+su=su-+su
auU=au

———

(sa);z_:sau
(As)u=sAu

bilden, wobei %, % em; s,8' €S; aeA; Aek. Die den Elementen
aus k respektiv S entsprechenden Operatoren sind gemifl den Formeln

Au=Au, Asu)=s8Au ,

o —

s(u)zsz_b : s(s'u) =(ss')u

erklart.
Unter der zusitzlichen Annahme (7) konnen wir das normale Er-
zeugendensystem ersetzen durch das Teilsystem der Elemente

A\ —

w— FaN /\
v und au (u em , aecd),

fiir das wir die definierenden Relationen
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u+u =u-4 u
AN —

au—l—u —-u —I—au
o -

au+au au+u’

A\ — AN\ — A —

alu—l—azu—(al—{—a)
AN — AN — AN — /N ——
a,u+a,u =a,u +a,u

(Aa)u = a Au
mit u,% ausm, a,, a, aus A, a aus A, A aus k finden. Auf Grund des
neuen Relationensystems erweist sich die Zuordnung
U —>u

als ein Operatorisomorphismus zwischen dem Darstellungsmodul m und
einem gewissen in M enthaltenen A-Modul m. Da der von m erzeugte
S-Modul mit M iibereinstimmt, so wird die zu M gehorige Darstellung
A4* von S von der Darstellung I'* von A erzeugt. Wir bemerken noch,
dafl A* eine eigentliche Darstellung ist, sobald I'* eine eigentliche Dar-
stellung ist.

Um diese hinreichende Bedingung fiir den Beweis von Satz 4 zu be-
nutzen, benoétigen wir noch das folgende

Lemma. Unter den Bedingungen von Satz 4 kann im Kerne von
') ein zweiseitiges Ideal Ay von A(T) gefunden werden, so daf der
Differenzring A(T) — A, endliche Dimension iber k hat. Ferner gibt es
ein zweiseitiges Ideal B von A (L) mit der Higenschaft, daf

B~ A(T) = A4,
und
dim, (A(L) — B)<oo .
Schlieflich gibt es evnen k-Modul Ain A (L) mit den Eigenschaften :
A4+ A(T) = A(L)
A~ (B+A(T)=B
AAT)c A .

Gem#B den im Beginn dieses Paragraphen angestellten Uberlegungen
folgt der erste Teil von Satz 4 sofort aus dem Lemma. Der letzte Teil von
Satz 4 folgt aus einer genaueren Analyse der Konstruktion der im Lemma
erwihnten Ringe und Moduln und wird spéter behandelt werden.
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§ b.

Wir wenden uns zur Konstruktion von 4,. Die Darstellung I" kann
durch passende Basiswahl in die reduzierte Form

]‘1 k - . 0%

I = P2.
' %

F)’

gebracht werden, in der I, I,,..., I, voll reduzible Darstellungen
von T bedeuten. Dies kann auf viele Weisen geschehen. Der Maximal-
wert von r wird erreicht durch irgendeine Ausreduktion von I'. In diesem
Falle sind die Darstellungen I';, gewGhnliche irreduzible Darstellungen.
Der Minimumwert von r tritt ein fiir die Loewy Kompositionsreihen der
zu I" gehorigen Darstellungsmoduln.

Da gemifl den Annahmen des Satz 4 die Darstellung I" auf dem Ideale
T, von T eine Nildarstellung induziert, so induziert auch jede irreduzible
Komponente von I" eine Nildarstellung von 7',. Aber wenn eine irredu-
zible Darstellung von 7' in einem Ideale 7', von T eine Nildarstellung
induziert, so muf} die so induzierte Darstellung stets eine Nulldarstellung
von T, sein. Daher verschwindet jede irreduzible Komponente von I" auf
T,. Dasselbe gilt fiir die vollreduziblen Komponenten I',, I',,..., I,
mithin auch fiir die Summe Iy 4 Iy + -.- I, dieser Komponenten.
Der Kern 4, von Iy + I'y+ ... I', ist ein zweiseitiges Ideal von
A(T), das T', enthilt und dessen zugeordneter Differenzring 4 (7) — 4,
endliche Dimension iiber £ hat. Ferner gilt fiir jedes Element x aus 4,,
daB '

und daher ist I'(4;) = 0, das heiBt A7 gehort zum Kerne von I'4(T),
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Wie schon erwahnt, ist die Dimension des Differenzringes von A4 (7')
modulo dem Kerne A, einer Darstellung endlichen Grades von A (7
beziiglich k gebildet endlich. Wir wollen nun zeigen, da auch die Dimen-
sion von A(T) — A] iiber k endlich ist. Dies folgt aus

Hilfssatz 1. Jedes zweiseitige Ideal X von A (T) fiir das
dim, (A(T) — X)<oo
laft sich von einer endlichen Anzahl von Elementen erzeugen, und
Hilfssatz 2. Wenn fir die zweiseitigen Ideale X und Y von A(T) gilt
dim, (A(T) — X)<oo
dim; (A(T) — Y)<oo
dann folgt
dim;, (A(T) — YX)<oo .
Bevor wir zum Beweise von Hilfssatz 1 und 2 iibergehen, moge die
Konstruktion von 4, beendet werden. Wir definieren
Ao = A; .

Aus Hilfssatz 1 und 2 folgt wie angekiindigt, daBl die Dimension des
Differenzringes A (7') — 4, tiiber k gebildet endlich ist. Auch wissen
wir schon, dal 4, ein zweiseitiges Ideal von A (7) ist, das zum Kern
@) gehort.

Bewers von Hilfssatz 1: Es geniigt anzunehmen, daBl X ein Linksideal
ist oder auch daBl X ein Rechtsideal ist. Sei etwa X ein Linksideal von
A(T). Wir wihlen eine Basis ¢,,¢,,...,%, von 7T iiber k. Jedes Element
von A(T) ist eine Linearkombination der Basiselemente

2 P 0<o; 2=1,2,...17)

von A(T). Der Grad eines Basiselementes ist erklirt als die Summe der
auftretenden Exponenten. Der Grad d(z) eines beliebigen Elementes x
von A(T) ist erklirt als das Maximum aller Grade der Basiselemente
mit nichtverschwindenden Koeffizienten in der Darstellung von «. Das
Leitglied s(x) von z ist erklirt als die Summe aller von den Basisele-
menten vom Grade d(z) herriihrenden Beitrige zu x. Eine einfache
Diskussion der Birkhoffschen Streckungsmethode ergibt, dafl stets

s(zy) = s(s(x)s(y))
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ist und ferner
s(x + y)=-s(x) falls d(y)<d(x) .
Die Zuordnung

r = 2 2'(!1(12...(!1 t;xltgz" 'tgt = i = 2 }'

X1 KXo (8 23
alaz...arsl 82 "'ST

stellt einen Modulisomorphismus zwischen dem k-Modul 4 (7') und dem
Ring k [s,,85,...,8,] der Polynome in 7 Unbestimmten s,,s,,...,s,
mit Koeffizienten aus &k her, wobei auch der Polynomring lediglich als
k-Modul angesehen wird. Jedoch gilt auller den Regeln fiir Operator-
isomorphismen fiir k-Moduln auch noch die Regel

s(xy)=s() (sy) ,

wie sich wiederum durch eine einfache Diskussion der Birkhoffschen

Streckungsmethode ergibt. Es folgt hieraus, dafl die Polynome s(x) mit
xz aus X ein homogenes Ideal X* des Polynomringes £k[s,, $,,...,Ss,]
bilden. Aus dem Satz von Hilbert [5] iiber Ideale von Polynomringen
folgt die Existenz einer endlichen Anzahl von homogenen Polynomen

S(xi)=Pi (x,«€X; 7;7-—"1,2,...,7‘)

in X*, so daBl jedes beliebige homogene Polynom P in X* dargestellt
werden kann in der Form

P=Q1P1+Q2P2+---+Q,P,

mit » homogenen Polynomen @,,@,,...,Q,, fir die entweder P =
[@.] + [P;] oder @, =0 fir :=1,2,...,r ist.
Somit gibt es 7 Elemente z,, z,,..., z, in X fir die
S(xi)=Pi, ’I;=1,2,...,1'.

Wir behaupten, dal die Elemente =z,, x,,..., z, das Linksideal X er-
zeugen in dem Sinne, dal jedes Element x aus X in der Form

X =Y % + Y%y +- -+ Yr Zr

mit y,, ¥5,..., Yy, aus A(7) dargestellt werden kann, wobei entweder
d(x) = d(y;) + d(x,)
oder y;=0 fir ¢+=1,2,...,r ist.

Wenn das nicht zutrife, dann gibe es ein Element z in X von klein-
stem Grade, das keine Darstellung wie eben beschrieben haben wiirde.

Aber da s(x) zu X gehort, so gibt es eine Darstellung
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8(z) =@, P, +Q; Py +---4Q, P,

mit » homogenen Polynomen @,,Q,,...,Q,, die der Bedingung ge-
niigen, dal entweder

d(z) = (@] + [P;]

oder aber @, = 0 ist fiir 2 = 1,2,...,r. Somit kénnen wir Elemente
y; in A(T) finden, fiir die
S(yi)-———Qi, ’l:=1,2,...,7'

ist, wobei wir 8(0) = 0 zu erkldren haben. Folglich ist

$(x) = s(y12, + Y2, +-t+ Y 2,)
und

'
T =T — Y1y — Y&y — =+ — yrerX

und entweder d(z')<<d(z) oder z' = 0.

Auf jeden Fall folgt aus unserer Minimalannahme betreffend z, daf}
a' = yi%, + Yy %+ -+ yix, mit yl, vy, ..., y. e A(T) und entweder
d(z') >d(y)) +d(x;) oder y,=0 fir ¢=1,2,...,r. Daher folgt
2= (Y1 + y) % + (%2 + ¥2) %2 +- - -+ (¥, + y,), als eine Darstellung
von x wie oben beschrieben, entgegen Annahme.

Mithin lassen sich alle Elemente aus X in der oben beschriebenen
Weise aus z,, #,,..., z, erzeugen, q. e. d.

Beweis von Hilfssatz 2: Gemdl Hilfssatz 1 gibt es » Elemente =z,,
%y, ..., %, in X, so daB jedes Element x aus X in der Form

x =Xz, + Xp2y +---+ X,2, mit X,,X,,...,X, aus A(T) (8)

darstellbar ist. Weiter folgt aus unserer Voraussetzung beziiglich X und ¥
die Existenz von 7’ Elementen a,,a,,...,a,, in A(T), so dal jedes
Element @ von A (7) in der Form

"
a=x+ X Ao, mitzausX, A, ausk (9)
i=1

darstellbar ist. Ferner gibt es s’ Elemente b,,b,,...,b,, in A(T),
so daB sich jedes Element b aus A(7) in der Form

b=y+ i p;b; mit yaus Y, u, ausk

darstellen 14Bt. Fiir ein beliebiges Element @ aus A4 (7T') gehen wir nun
aus von der Darstellung (9), setzen fiir x die rechte Seite von (8) ein
und stellen jedes Element X; aus A4 (7) in der Form
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X, =y 4+ X5, puyb mit u;, aus k, y* aus Y
dar, so dall sich endlich die Darstellung

a= i ha,+ i, Zio Apubiei+ T4 AyD
ergibt. Da diese Darstellung fiir jedes Element aus A4 (7') gilt, so folgt
AT)= ik -a,+ X7, Sj_ kb2, + Y X
woraus sich ergibt, daB dim,(4(T) — YX)<oo.

§ 6.

Jetzt gehen wir daran, das zweiseitige Ideal B von A4 (L), dasin dem
Lemma auftritt, zu konstruieren. Fir jedes zweiseitige Ideal ¢ von
A (W) bilden wir die Menge C’ aller Elemente ¢ aus C, die der zusétz-
lichen Bedingung

ToccCT,

geniigen. C' ist ein in C enthaltenes zweiseitiges Ideal von A4 (W). In
der Tat; wenn ¢ und ¢’ beide zu C’ gehoren, dann folgt

ceC, ceC
ToccCT,, Tocdc0T,
Ac+uc'eC, To(Ac+puc)cToc+ TocdcCT,
Ac+puc eC'  fir A, p aus k.

Ferner folgt aus ToW = WoTcT,, dall

To(We)c(ToW)e+ W(Toc)
cT, c+ WCT,
cT,oc+cT,+ WCT,
cToc+ CT,+CT,
cCT, + CT, + CT,
cCT, .

ToW)c(Toc)W +c(ToW)
cCT, W+ CT,
cC(T,o W)+ CWT, + CT,
cCT, + CT, 4+ CT,
ccr, ,
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wo wir an mehreren Stellen die Eigenschaft ¢ e C benutzt haben. Da
WecWCcC, cWeSCWcC(C, so haben wir WC'cC’, C' Wc(C'. Da
nun A(W) von W erzeugt wird, so ist (' ein zweiseitiges Ideal von
A(W).
Zum Beispiel A (W) selbst wird von 1 erzeugt. Da nun T ol =
0eA(W)T,, so folgt

led(W) ,

A(W) =AW) ,

ToAW)ycAW)T, ,

eine Eigenschaft, die wir gleich benutzen werden.
Ferner wollen wir zeigen, da(

dim, (A(T) — C')<oo , sobald dim, (A(T) — C)<oo .

Zu diesem Zwecke ergiéinzen wir eine Basis ¢,,%,,...,%, von T, iiber k
zu einer Basis ¢,,%,,...,¢, von T iiber k. Da T o A(W)cA(W)T,
und der k-Modul A4 (L) Produktmodul der k-Moduln A (W) und 4(7)
ist, so gibt es Gleichungen

tkox——_—' Zg=10',-k(x)ti, k=1,2,...,17

fir jedes x aus A (W) mit eindeutig bestimmten Elementen o, (x)
aus A(W). Es folgt dann leicht, dafl die Zuordnung

x —> 04 ()

jeweils eine lineare Transformation des k-Moduls 4 (W) ist. C’ ist der
Durchschnitt von C mit allen k-Moduln M,,, die aus den Elementen
aus A (W) bestehen, die durch o,,(z) in C projiziert werden. Aus dem
dritten Isomorphiesatz folgt

AW) — My 204 (A(W)) — 0y My, .
Da
O My = 04 (A(W))f‘ C,

so folgt aus dem zweiten Isomorphiesatz, daQ

0 (A(W)) — 04 My, == (e (A(W))+C)—C .
Daher ist
AW) — M, =~ (O'ik(A(W)) + C) —-C .

Da  dim;(ou (4(W)) + C) — C)) < dim, (A(W) — C)<oo, so folgt,
daB
dim, (A(W) — M) <oo .
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Nun ergibt sich
dim, (A(W) — C')= dim,(A(W) — (C~ T3 M)
<dim, (A(W) — C) + X dim, (A(W) — M )<oo .
ik

Wir benutzen diese Tatsachen zur Konstruktion des im Lemma auf-
tretenden zweiseitigen Ideales B wie folgt. Es sei C, ein beliebiges zwei-
seitiges Ideal von A4 (W), fiir das

0 <dim,, (4 (W) — C,)<oo .

Zum Beispiel kann C, gleich dem aus W erzeugten zweiseitigen Ideal
WA(W) von A(W) gesetzt werden. In jedem Falle definieren wir:

02=O; ’ 03=O;"'-:Cr=0;_1 (10)
B = C,A} + Cr1 A} + C, A7 +- - -+ C1 477 + G 4] (11)

wobei Cy = A(W), Al = A,, A} = A(T) gesetzt ist.
Wir zeigen, daB B ein zweiseitiges Ideal von 4 (L) ist:

TC,AT'c(T o C)A;™% + C,TAT*
CO,, T AL + C 45
SO, 4,477 + 0,4
cC,_ A~ 6D L ¢, A1, t=2,3,...,r
TC, A7 = TA(W)A4]
S(ToA(W))A] + A(W)TA]
CA(W)T 45 + A(W)4]
CA(W)A] + A(W)4]
cCo4]
TBcB
WC, AT cC, A"
WBCB
C, AT 'TcC, 47
BTcT .

Ferner bemerken wir, daf3
1 oW =0cA4,
ToWgcT,cA,

also wegen der Idealeigenschaft von 4,
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A(TyoWcAd,
und weiter
A,oWc4d,

Ao Wc Ay
ist. Es folgt
C,AT7* W cC, (A7 "o W) + C, WA
CC A+ 0, A
cC, A
BWcB.

Da L=W 4+ T, sofolgt LBS B und BLCB. Da A(L) von L er-
zeugt wird, so ergibt sich, dall B ein zweiseitiges Ideal von A (L) ist.

Weiter zeigen wir, dafl die Dimension von A4 (L) — B iiber k endlich
ist. GemdlBl Konstruktion (10) ist

A(W)>01_3_.022 20, ,

und wie friiher gezeigt folgt aus der Endlichkeit von dim, (4 (W) — C,)
sukzessive die Endlichkeit der Dimension von 4 (W) — C, iiber k. Da-
her gibt es endlich viele Elemente z,, z,,...,z, in 4(W), so daB

AW)= X% kxz,+C, .

Da auch dim, (A (T) — A]) als endlich bereits erkannt worden ist, so
gibt es endlich viele Elemente y,, y,,...,yg in A(T), so daB

AT = S5 ky, + 4
gilt. Daher ist
A(L) = A(W)A(T)
= (X5 kz; + C)A(T)
i1 2 A(T) + C,A(T)
= =1 % (2?=1k% + A7) 4 C, A}
c X%, X kay, + BSAL) .

|

Mithin ist
AL = 3%, 38 _kx,y; + B .
Daher

dim,, (A(L) — B) < dim,, (4(W) — C,)-dim,, (A (T) — A7) .

Weiter zeigen wir, da83
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B~ A(T) = 4,

ist. Da das zweiseitige Ideal C; von A (W) einen von Null verschiedenen
Differenzring hat, so ist 1 nicht in ihm enthalten. Also gibt es einen

k-Modul C in A (W), der €, umfaBt, so daB

AW)y=k+0C
ist. Wir finden

A(WYA(T) = kA(T) + CA(T)
A= AT =1.47c B~ A(T)
C (CLA(T) + A(W) A7)~ A(T)
c (CA(T) + (k + ) 4)~ A(T)
C (CA(T) + A, + CAg)~ A(T)
C (do+ CA(T)) nA(T) = Agn A(T) + CA(T) ~A(T)
— A, +0=4,.
Mithin ist
Bn A(T) = 4, .
SchlieBlich benutzen wir den vorhin erklirten Modul 6 fiir die Definition

von A wie folgt : ~
A=CA(T) .
Dann finden wir

A+ AT = (b + O)AT) = AN A(T) = AL)
AnA(T)=0,
(4 + B)~ (A(T) + B)
— 4~ (4(T) + B)+ B
— An (A(T) + Cod] + (C,A2 +-- -+ C, A7) + B
= A~ (A(T) + Cd}) + C, A% +---+ C, AT + B
— (CA(T))~ (A(T) + (k + C)4]) + B
— 047+ B
=B .
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§ 7.

Im letzten Paragraphen beweisen wir die zweite Hilfte von Satz 4
und untersuchen hernach, welche Auskunft unsere Konstruktion iiber
die Aufgabe, alle moglichen Darstellungen einer gegebenen Lie-Algebra
der Charakteristik 0 zu finden, gibt.

Mit den obigen Bezeichnungen machen wir nun die zuséitzliche An-
nahme, da3 W + 7', eine nilpotente Teilalgebra von L ist. Wir haben
zu beweisen, daf3 bei passender Wahl des zweiseitigen Ideales C, jede
Darstellung I'* von A4 (T) — A, die eine Nildarstellung auf 7', indu-
ziert, eine Darstellung 4* von A (L) — B induziert, die ihrerseits eine
Nildarstellung von W + 7', induziert.

Wir wihlen fir C, das zweiseitige Ideal von 4 (W), das von W er-
zeugt wird.

Allgemein gilt fiir irgend zwei Teilmoduln U, V eines Ringes die
Relation

Vo USSUSATY) + USUY) +- -+ U=V £ UV, (19)

wobei wir gesetzt haben
U%W=UV=UoV

...............

Wir beweisen die Relation (12) durch vollstindige Induktion iiber .
Fir ¢+ = 1 ist sie klar. Angenommen, sie ist fiir ¢ bewiesen, dann folgt

VoUitt = Vo (UUH)S(Vo U)U* 4 U(V o UY)
SUV)U* + UUTUY) + -+ UV)
CU-Y (U UV)+U2(UTV)) +---+ UHTV)
+ UHUV) +---+ U(U'V)
C U (UW) +- -+ UV
+ UHUV) +-- -+ UTD)
cUHUV) + UY(UW) +---+ UV .
Da W -+ T, nilpotent ist, so gibt es eine Zahl ¢ mit der Eigenschaft, daf3
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WiT, = Wer T, = Wart T, =. . .= 0
ist. Da E’_Tg T,, so folgt
Wl = WartT =...=0 .
Also ist fiir jede Zahl 2>¢

ToW cW-YWT) + W¥W2T) +... 4+ Wi—oWaT)
C Wi—lTl 4+ Wi, 4+...+ Wi-eT,
S(Wist + Wit - 4 WO T,
ToWeticC, T,
wtice, (j=1).
T o Weatic (W22 ++ W2a-1 ... 4 Wet)) T,
cC,T, .
WHHicl;, (= 1)
W(r—-l)q+lgcr
W(r—l)q+1gB
A* (W(r—l)q+1) =0 .

Fiir jede irreduzible Komponente ¥ der von A* auf W + T, induzierten
Darstellung ergibt sich
P (Wir-De+1) = 0

Da TicA4;c B, so haben wir A4*(T}) =0, PY(T}) =0. Da T, ein
Ideal von W +4 T, ist, das bei der irreduziblen Darstellung ¥ von
W + T, eine Nildarstellung erfahrt, so erfihrt es sogar eine Nulldar-
stellung

Y’(Tl) =0 ’

YW + T,)r-vetl) = P(Wr-1etl) = 0 .

Mithin ist ¥ eine Nildarstellung. Da ¥ irreduzibel ist, so ist ¥ eine Null-
darstellung. Da jede irreduzible Komponente der von A4* auf W 4 T,
induzierten Darstellung eine Nulldarstellung ist, so induziert A4* auf
W 4 T, eine Nildarstellung. Damit ist Satz 4 vollstdindig bewiesen.

Beziiglich der Aufgabe, einen Uberblick iiber alle Darstellungen einer
gegebenen Lie-Algebra L iiber einem Korper k der Charakteristik 0 zu
gewinnen, erhalten wir auf Grund der vorstehenden Untersuchung die
folgende Anweisung :
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I. Bestimme das Radikal R(L) von L, wir setzen 7 = R(L).
Bestimme ferner das nilpotente Ideal 7', = L o L~ R(L), und einen
Vertreterring W von L modulo 7', so daf3

L=W+ R() .
Dann ist 7' — T, abelsch und WoTcC7T,.

II. Bestimme ein vollstindiges System X, nicht dquivalenter irre-
duzibler Darstellungen von 7' — T,. Fir einen algebraisch abge-
schlossenen Koeffizientenbereich k bedeutet dies einfach, alle Linear-
formen auf dem k-Modul 7' — 7', zu bestimmen. Gemafl Satz 1 ergibt
2'p ein volles System nicht dquivalenter Darstellungen von 7, die als
irreduzible Komponente einer Darstellung von 7', die durch eine Dar-
stellung von L induziert wird, auftreten konnen.

ITI. Bestimme ein vollstindiges System X', nicht dquivalenter irre-
duzibler Darstellungen der halbeinfachen Lie-Algebra W. X, ist ab-
zdhlbar und fiir algebraisch abgeschlossene Koeffizientenkorper £ ist
jedes Mitglied von 2}, durch sein hochstes Gewicht charakterisiert. Alle
moglichen hochsten Gewichte bilden ein Vektorgitter. Zwei Gewichte
bestimmen dann und nur dann dieselbe irreduzible Darstellung als
hochstes Gewicht, wenn sie unter einer- gewissen Spiegelungsgruppe
dquivalent sind.

IV. Wihle eine endliche Anzahl von Mitgliedern von 2, die Null-
darstellung I, inbegriffen, etwa Iy, I'y,..., I',. Es sei 4, der Kern

der Darstellung I, + I'y +-- -+ I'y des universellen Einbettungsringes
A(T) von T.

V. Wibhle eine endliche Anzahl von Mitgliedern von 2y, etwa ¥,
¥,,..., ¥, und bilde den Kern C, der Darstellung ¥, + ¥, +---+ ¥,
des universellen Einbettungsringes A4 (W).

VI. Bilde die zweiseitigen Ideale C,, C,,..., C,, wobei C; aus allen
Elementen ¢ aus C,_, besteht, die der Bedingung

ToccC,_,T,

geniigen, wobei r irgendeine frei zu wihlende natiirliche Zahl ist. Fiir
jedes Ideal C; kann ein endliches Erzeugendensystem und auch eine
endliche Basis von 4 (W) — C,; konstruiert werden.
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VII. Bilde das zweiseitige Ideal
B = Cr ‘l’“ Or—lAl + O,._._gAf + e + 01‘4;_1 + A:

des universellen Einbettungsringes A (L) von L iiber k. Der Differenz-
ring A(L) — B ist ein hyperkomplexes System

S = S!Fl) wﬂy"-!wg;I‘la‘Pan--’F.;r

iiber k. Dann wird jede Darstellung von L in Matrizen endlichen Grades
iiber k£ induziert durch eine eigentliche Darstellung eines der unter VII
gebildeten hyperkomplexen Systeme iiber k. Wenn wir X}, sowohl als
auch 2, ordnen, dann la8t sich jede Darstellung von L eindeutig einer
gewissen eigentlichen Darstellung eines gewissen hyperkomplexen
Systemes S zuweisen.
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