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Bemerkung ziim Typenproblem
Von Hans Wittich in Karlsruhe

Eine beliebige offene Riemannsche Flàche F werde durch eine Folge
von Teilgebieten Fn c Fn+1 mit folgenden Eigenschafben ausgeschôpft :

1) Der Rand Cn von Fn setzt sich aus endlich vielen geschlossenen, stiick-
Weise analytischen Kurven zusammen, und CO9Cl9... sind punkt-
fremd. 2) F — Fn besteht aus einer Anzahl von nichtkompakten Ge-
bieten. 3) Fur jedes kompakte Teilgebiet F c F gilt von einem be-
stimmten nan F c Fn. L. Sario*) bewies den Satz : Wenn eine Aus-

00

schôpfung von F existiert, fur welche das Produkt II fin der Minimal-
n=l

moduln /j,n divergiert, dann ist der Rand von F hebbar. Aus diesem all-
gemeinen Hebbarkeitskriterium ergibt sich das Typenkriterium : Eine
einfach zusammenhângende offene Riemannsche Flàche F ist dann und
nur dann vom Grenzpunkttypus, wenn eine Ausschôpfung Fn von F

00

existiert, fur welche II ^n divergiert. Die im AnschluB an diesen Satz
î

naheliegende Frage, ob zu jeder zulâssigen Ausschôpfung Fn einer Flàche
F vom parabolischen Typus ein divergentes Modulprodukt gehôrt, ist
zu verneinen, wie durch eine Konstruktion von L. Sario2) gezeigt wurde.
Hier soll eine Flàche vom parabolischen Typus, bei der ein frûher ab-
geleitetes Kriterium3) versagt, im Zusammenhang mit den Bemerkungen
von L. Sario betrachtet werden.

Die zu betrachtenden einfach zusammenhàngenden offenen Flâchen F
seien nur iiber den Grundpunkten w a^ exp j*2nijq9 j 1,..., q,
verzweigt und frei von algebraischen Windungspunkten. Fur die Dar-
stellung von F durch einen Streckenkomplex S werden als Gliedkurven

x) L. Sario, Ûber Riemannsche Flâchen mit hebbarem Rand, Ann. Acad. Sci.
Femaicae, Ser. A I Nr. 50.

2) L, SariOj Sur le problème du type des surfaces de Riemann, C. R. Acad. Sci.
Paris 228 (1949) S. 1109.

8) H. Wittich, Ûber die konforme Abbildung einer Klasse Riemannscher
Flâchen, Math. Z. 45 (1939). Im folgenden zitiert mit (T).

180



die Halbstrahlen argti? (2j — \)njq, als Innen- bzw. AuBenknoten
w o bzw. w =00, als Zersehneidungskurve c der Kreis | w | 1

gewâhlt. Ist die Anzahl der Knotenpunkte mit Generationszahlen < n
gleich a(n)f wobei jeder Knoten einfach gezâhlt wird, so ist fur den
Grenzpunkttypus der Flàche F die Divergenz der Reihe Z™ lja(n) hin-
reichend. Nach der in T) angegebenen Vorschrift werden fur n 1, 2,...
geschlossene, stûckweise analytische Kurven Fn im schlichten konformen
Bild der Flàehe konstruiert, wobei Fn aile Knoten der n-ten Génération
trâgt und nur dièse. Die w-Bilder Cn dieser Kurven Fn beranden Flâchen-
stucke Fn, die eine zulâssige Aussehôpfung der Flàehe F leisten. Zufolge
der an F gestellten Bedingungen ist das Gebiet En Fn+1 — Fn stets
zweifach zusammenhàngend und lâBt sich schlicht konform in
1 < | Z | < fin abbilden, wobei Cn in | Z | 1 tibergehen soll. LâBt man
fur F unendlich viele algebraische Windungspunkte zu, so kônnen die
Gebiete En komplizierteres Verhalten aufweisen.

Dureh die Bilder der Gliedkurven wird der Kreisring 1<| Z \<[JLn
in Teilgebiete zerlegt, nâmlich in v(n) Vierecke 93^, in Dreiecke !£>,•

und in Zweiecke 3* m^ den Ecken (das sind Bilder von Knotenpunkten)
auf | Z | 1 und \ Z \ ftn (Fig. 1 und 2). Dièse Gebiete lassen sich

F'fl-1 Fjg.2

elementar quasikonform mit beschrânktem Dilatationsquotienten Q in
einfachere Gebiete abbilden. Durch Cj ffj{%) werden die logarithmi-
sehen Elementargebiete, denen ein Viereck SB oder ein Dreieek î) ange-
hort, in 5R Cj > 0 abgebildet, wobei der bei der Aussehôpfung zuerst er-
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faBte Knoten auf dem Rande des Elementargebietes nach fj 0

kommt. Haben die den auf | Z | 1 gelegenen Ecken des Vierecks ent-
sprechenden Knoten im Streckenkomplex von dem t>i 0 zugeord-
neten Knoten den Knotenabstand ki9 so geht 93^ durch C/ 9j(%) in
das Gebiet k^< | fjf | <kj + 1, | arg Çt | <?t/2 iiber. Die £rBilder der in
93^ gelegenen Teilbogen oct von \ Z \ R, l < M < jun, haben also eine
Gesamtlânge >7tkr Aus

v v /»

'-1 x «*; dlogZ
v(n)

folgt wegen J£ J | d log Z \ <2tz nach der Schwarzschen Ungleichung
i

2 /-l "~"
1 „•<

\dlogZ\rflogZ

und nach Intégration nach log R, 1 < iî < fin, zusammen mit

2

TE

dlogZ

iog^<ei:^i i
da ^ > 1. Danach gilt

<Q
dlogZ\

B
a (n) a (n)

v(n)
weil JS kj > (t(w) erfullt ist, also

i

Entsprechend zeigt man unter Verwendung der in (T) angegebenen
Konstruktionen, daB die Beziehung

besteht, A eine positive Konstante. J£T V°(n)
gleiches Konvergenzverhalten. Dieselbe Beziehung

4) \dz\ Flàchenelement in der 3-Ebene.
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zeigen also



I I

N N N
A 2 1/cr (n) < log 77 fin < B 2 1/or (n)

gilt auch noch fur Flâchen 7^ mit endlich vielen algebraischen Windungs-
punkten, wie man durch passende Wahl von Fo erkennt. Danach gibt es

zu jeder Flâche 7^ der betrachteten Klasse, die zum parabolischen Typus
gehôrt und die Eigenschaft ^T l/<r(w)<oo hat, eine zulâssige
Ausschôpfung mit konvergentem Modulprodukt. Fur die von w exp (ez)

(bzw. einer linearen Transformierten) erzeugte Flâche mit dem Strecken-
00

komplex <5X (Fig. 1) ist wegen a(n) (n + l)2 77 fin konvergent.
i

Weitere Flâchen mit derselben Eigenschaft sind die durch w exp (eP(z)),

P(z) Polynôme, erzeugten Flâchen. Man kann auch endlich viele Kom-
plexe Qi mittels endlich vieler algebraischer Elementargebiete zu einem

neuen Streckenkomplex S zusammenfugen, der eine Flâche vom Grenz-

punkttypus mit ^£° ljo{n) <cx> definiert (Fig. 3).
Fur Flâchen F mit endlich vielen logarithmischen und algebraischen

Windungspunkten lassen sich die Moduln /xn, bezogen auf generations-
weise Ausschôpfung, so genau nach
beiden Seiten abschâtzen, da8 man
in Verbindung mit dem Modulsatz n

Ordnung und Defekte der dièse ^^
II

Flâchen erzeugenden Funktionen I

berechnen kann. Fur Flâchen mit v

endlich vielen periodischen Enden
ist J££° lja(n) divergent, gibt also Si
die genaue Typenaussage. Wegen
der unendlich vielen algebraischen =>
Windungspunkte weicht aber die in
(T) benutzte Ausschôpfung von der si
in der Wertverteilungslehre iiblichen
durch | z | r -^oo so stark ab, da6 ^x—•
man zur Bestimmung von Ordnung, II

Defekten und Indizes der Erzeugen- s# ^ y^ X-
den eine erhebliche Abânderung der I I

Ausschôpfung vornehmen muB. p. -

(Eingegangen den 3. Mârz 1952.)
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