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Les répartitions imprimitives des
n-uples dans le groupe symétrique de degré n

Par S. Bays

Introduction

Dans deux travaux antérieurs!) nous avons considéré I'imprimitivité
des groupes de substitutions par rapport aux ¢-uples, ¢>1; jusqu’ici
a4 notre connaissance cette imprimitivité n’avait jamais été considérée
que par rapport aux éléments, ¢ = 1. La condition nécessaire et suffi-
sante pour l'imprimitivité par rapport aux ¢-uples, 1 =Z¢ =Zn, dun
groupe de substitutions G' de degré n transitif par rapport aux ¢-uples,
est la présence dans le groupe ¢ d’'un sous-groupe propre intermédiaire
K entre @ et son diviseur H qui laisse en place I'un des 7-uples des n élé-
ments 2).

Le seul groupe de substitutions de degré » transitif par rapport aux
n-uples est le groupe symétrique des n éléments; son diviseur H qui
laisse en place 1'un des n-uples des n éléments est l'identité. Donc a
chaque diviseur propre du groupe symétrique G de degré » correspond
une répartition imprimitive particuliére des n-uples, dans le sens attribué
jusqu’ici & ce mot ,,répartition imprimitive“ et qui est celui de I'imprimi-
tivité par rapport aux éléments. Ce sens est le suivant : la répartition
des 7-uples en systémes, 1 =7 =n, a la propriété de rester invariante a
Pordre prés des systémes, quand on effectue sur elle une substitution
quelconque du groupe G'.

Mais nous allons montrer que effectivement & chaque diviseur propre
K du groupe symétrique G correspondent deux répartitions différentes
des n-uples en systémes, ayant des propriétés correspondantes ; nous les
appellerons respectivement répartition imprimitive a droite et réparti-
tion imprimitive d gauche relatives & K. Lorsque le diviseur K est normal

1) S. Bays: Sur latransitivité et la primitivité des groupesdesubstitutions,
Comment. Math, Helv., vol. 22, fasc. 1, 1949, p. 17 & 30.

S. Bays: Sur 'imprimitivité des groupes de substitutions par rapport aux
i-uples, Comment. Math. Helv., vol. 25, fasc. 4, p. 298—310.

%) Voir en particulier le second mémoire, § 2.
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en (@, ces deux répartitions n’en font qu'une qui jouit dans ce cas des
propriétés des deux répartitions. Enfin dans les deux derniers para-
graphes, nous étudions I'implication de ces répartitions imprimitives des
n-uples, correspondantes aux deux diviseurs propres H et K de @, lors-
que H est contenu dans K.

§ 1. Soit le groupe symétrique G des n éléments 1,2,...,n. A chaque
substitution ¢ du groupe G correspond la permutation, c’est-a-dire le
n-uple-arrangement qui provient de 12...n en y effectuant la substi-
tution des éléments produite par g. Autrement dit, si g remplace 1’élé-
ment ¢ (¢=1,2,...,n) par a; (a,=1,2,...,n), le n-uple corres-
pondant & la substitution g est a,a,...a,. Ainsi & ensemble des n/
substitutions de G correspond d’une maniére univoque ’ensemble des n /
n-uples des éléments 12... n.

Soit maintenant la substitution # de /. Sur la substitution g précé-
dente, je peux faire avec h deux opérations différentes, la multiplication
de g par h avant ou apres, soit hg ou gh, et la transformation de ¢ par 2,
soit h-1gh; le résultat de la premiére de ces opérations est la compo-
sition ou le produit kg ou gk ; le résultat de la seconde est la substitution
semblable & g qui provient de g en effectuant dans ses cycles la substitu-
tion des éléments produite par 4.

Par contre sur le n-uple ¢ = a,a,...a, correspondant & g, je ne peux
faire avec & que ’opération qui consiste a effectuer sur ses éléments a,
la substitution produite par 2. Nous appellerons également cette opéra-
tion la transformation de g par h. Si h remplace I'élément a;, (@, = 1,
2,...,m), par b, (b;=1,2,...,n), le n-uple transformé de g par h
est donc b,b,...b,. Il est ainsi le n-uple correspondant & la substitu-
tion gh. D’autre part la substitution transformée de g par h est h-gh;
h remplace par cette opération dans les cycles de g 1’élément @, par b,.
Ainsi, en résumé, h transforme la substitution ¢ dans la substitution
h-1gh et le n-uple de g dans le n-uple de gh.

§ 2. Soit un sous-groupe propre quelconque K du groupe G et les
deux décompositions @ droite et a gauche de G par rapport & K :

G=K+ Kg,+ Kg; + --- + Kg, , (1)
G=K+gK+¢gK+ - +0K, (2)

les g, et g; étant des substitutions de @ et I I'indice de K dans G. Si k
est 'ordre de K on a kl = n/. Soit A une substitution quelconque de
G'. Si nous multiplions la décomposition (1) @ droite par h et la décompo-
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sition (2) @ gauche par h, on sait que ces deux décompositions sont abso-
lues, c’est-a-dire que les complexes K¢, et g;K aux seconds membres par
cette multiplication ne font que permuter entre eux.

Qu’en est-il par contre dans la multiplication en sens contraire ? Nous
allons montrer que la multiplication a gauche de (1) par h donne la dé-
composition & droite de @ relative au transformé hKh-1 = K de K par
h-! et que la multiplication a droite de (2) par A donne la décomposition
d gauche de G relative au transformé hA-'Kh = K de K par k. En effet
soit la multiplication & gauche de (1) par A :

hG =hK + hKg,+ --- +hKg, .
Par la transformation des deux membres de (1) par la substitution A-1:
hGh-* = hKh-* + hKg,h*+ --- + hKg,h? (3)

j’ai évidemment la décomposition & droite de G relative au groupe trans-
formé K = hKh-!'. Maintenant si je multiplie & droite cette décompo-
sition par h j’obtiens 1’égalité précédente ; d’autre part, par cette multi-
plication je ne fais que permuter les complexes de la décomposition (3).
Donc l’égalité ¢ = hK + hKg, + --- + hKg, est bien la décompo-
sition & droite de G par rapport a K .

Soit ensuite la multiplication & droite de (2) par A :

Gh=Kh+ g.Kh + --- + ¢,Kh .

La démonstration est la méme en effectuant la transformation des deux
membres de (2) par la substitution A :

h-1Gh = h-'Kh + h-1g.Kh + --- + h-1¢,Kh (4)

et en multipliant & gauche par h. L’égalité (4) est la décomposition a
gauche de G relative au groupe transformé K = h-1Kh et cette égalité
est & 'ordre prés des complexes du second membre 1’égalité précédente.

§ 3. Soit maintenant le tableau des n-uples correspondant & la décom-
position (1). Pour étre plus clair, nous prendrons un exemple concret :
pour G le groupe symétrique de degré 4 et pour K le groupe cyclique
engendré par s = (123 4). Le tableau de la décomposition (1) est:

J 92 9 9a Js 9
8 8$¢Gs 8 g3 8§94 $Js $ G (1)
s 89y $% 9, 8% g, 8% g5 % gq
C $% g, 82 g, 8% gs $ g5 $® Je
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On peut prendre g, = (23), ¢g; = (34), g, = (24), g5 = (234), g5 =
(243).

Le tableau des quadruples correspondants est :

1234 1324 1243 1432 1342 1423
2341 3241 2431 4321 3421 4231 (1)
3412 2413 4312 3214 4213 2314
4123 4132 3124 2143 2134 3142

Le tableau de la décomposition (2), pour laquelle nous pouvons prendre
pour les g} les g; ci-dessus, est :

J da gs 9a 9s 9e
§ ga S gs § a8 gs S ge S (2)
82 g S? g3 82 g4 8* gs s* e $?

s? gz ° gs S° gs 8 gs S° g6 $°
Le tableau des quadruples correspondants est :

1234 1324 1243 1432 1342 1423
2341 2431 2314 2143 2413 2134 (2)
3412 3142 3421 3214 3124 3241
4123 4213 4132 4321 4231 4312

Le fait qui fait appeler tmprimitive la répartition (1’) est, comme nous
le savons, le fait suivant: la transformation des quadruples par une
substitution quelconque h de G ne peut que permuter entre elles les co-
lonnes de quatre quadruples; autrement dit le tableau (1’) reste inva-
riant & I’ordre pres de ses colonnes. Cela résulte immédiatement des deux
faits donnés aux § 1 et 2: h transforme le n-uple de g dans le n-uple de
gh et la multiplication & droite par h de la décomposition (1) ne peut que
permuter entre eux les complexes Kg;.

Mais alors la répartition (2) a une propriété analogue : la transforma-
tion d’un quadruple quelconque b, correspondant & la substitution &, par
les substitutions de la décomposition (2) redonne le tableau (2) & P'ordre
pres de ses colonnes. En effet la multiplication & gauche par & de la dé-
composition (2) ne peut que permuter entre eux les complexes ¢,K et
cette multiplication revient & la transformation de % par les substitutions
de (2).

En raison de I’analogie de leurs propriétés, nous appellerons les deux
répartitions (1) et (2’) des quadruples, respectivement répartitions im-
primitives @ droite et @ gauche des quadruples relatives au sous-groupe K.
La premiére a la propriété de rester invariante & l'ordre prés de ses
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colonnes pour toute transformation par une substitution quelconque de
G ; la seconde a la propriété de rester invariante a l’ordre prés de ses
colonnes lorsque je transforme un quadruple quelconque par les substi-
tutions de la décomposition (2).

§ 4. Les répartitions (1’) et (2’) sont les transformations d’'un méme
quadruple de base 1234 par les substitutions des décompositions
respectives (1) et (2). Dans ce sens la propriété de la répartition imprimi-
tive & gauche (2') peut s’exprimer plus simplement : & I'ordre de ses
colonnes prés, la répartition (2') est indépendante du quadruple de base
que je prends pour la constituer.

Nous allons considérer maintenant les deux autres cas de transforma-
tion des tableaux (1’) et (2’) correspondants aux multiplications en
sens contraire des décompositions (1) et (2) envisagées au § 2. La multi-
plication & gauche de (1) par » donne la décomposition & droite de & par
rapport au transformé K de K par h-!. Pour le tableau (1) ce fait signi-
fie : la transformation du quadruple quelconque % par les substitutions
de la décomposition (1) donne la répartition imprimitive & droite relative
au sous-groupe K transformé de K par h-1. Autrement dit : si nous pre-
nons au lien de 1234 le quadruple quelconque 4 comme quadruple de
base de la répartition (1), elle devient la répartition imprimitive &
droite par rapport & K .

La multiplication & droite de (2) par # donne la décomposition & gauche
de @ par rapport au transformé K de K par k. Pour le tableau (2') ce fait
signifie : la transformation des quadruples de la répartition (2’) par la
substitution quelconque # donne la répartition imprimitive & gauche re-
lative au sous-groupe K transformé de K par h. Autrement dit: la
substitution quelconque A transforme le tableau (2’) dans celui de la
répartition imprimitive a gauche par rapport a K.

§ 6. Nous pouvons maintenant résumer les faits que nous venons
d’établir de la fagon suivante en les exprimant d’une maniere générale.

Conformément & ce qui a été dit déja aux § 3 et 4 nous appelons donc :

répartition imprimitive des m-uples @ droite relative au diviseur K
celle qui provient de la transformation du n-uple de base 12...n par
les substitutions de la décomposition & droite de G par rapport & K.

répartition imprimitive des n-uples a gauche relative au diviseur K
celle qui provient de la transformation du n-uple de base 12...n par
les substitutions de la décomposition & gauche de G par rapport a K.
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A Tordre prés de leurs colonnes ces deux répartitions imprimitives
restent invariantes, la premiere lorsque je la transforme par une substi-
tution quelconque de (7, la seconde lorsque je lui donne un n-uple de
base quelconque au liende 12...n.

A Tordre prés des colonnes, ces deux répartitions deviennent respecti-
vement les répartitions imprimitives de méme sens (& droite et a gauche)
relatives aux transformés de K, K par k- et K par h, la premiére lorsque
je lui donne le n-uple de base quelconque % au lieu de 12...7n, la se-
conde lorsque je la transforme par la substitution quelconque % de G'.

Si maintenant K est diviseur normal dans @, les transformés K et K
sont identiques & K, les répartitions imprimitives (1) et (2’) n’en font
qu'une et cette répartition imprimitive unique a les deux propriétés ci-
dessus : elle reste tnvariante a I’ordre pres de ses colonnes, soit lorsque je
la transforme par une substitution quelconque de ¢, soit lorsque je lui
donne un n-uple de base quelconque au lieu de 12...n. Nous appel-
lerons cette répartition la répartition imprimitive tout court correspon-
dante au diviseur normal K ; elle est donc indépendante de son n-uple
de base et de la transformation qu’on lui fait subir.

Ainsi & chaque diviseur propre K de ¢ correspondent deux répartitions
imprimitives a droite et & gauche des n-uples de nature différente. La
répartition imprimitive & droite est celle qui a le sens attribué jusqu’ici
au mot répartition imprimitive: les systemes de la répartition sont
changés entre eux par une substitution quelconque de . Mais la réparti-
tion imprimitive & gauche a également son intérét : les systémes de la
répartition ne font que permuter entre eux lorsqu’on change le n-uple de
base. Ainsi le nombre des répartitions imprimitives des n-uples de chaque
sorte est le méme ; il est exactement le nombre des diviseurs propres de G .
Celles de la méme sorte qui correspondent aux diviseurs conjugués de K
peuvent étre appelées aussi conjuguées entre elles ; les conjuguées a droite
s’obtiennent I'une de 'autre en changeant le n-uple de base; les con-
juguées a gauche proviennent I'une de ’autre par transformation par une
substitution quelconque comme les diviseurs eux-mémes.

§ 6. Soit maintenant H et K deux diviseurs propres de G', H étant

contenu dans K. Soit les décompositions & droite de G' par rapport & K
et de K par rapport a H :

¢ =K+Kg,+---+Kg, , (5)
K=H+Ht, + -+ Ht, . (6)
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Ainsi la décomposition & droite de G par rapport & H peut s’écrire :

G=H+Ht,+---+Ht,)+ Hgs +Htyg,+---+ Ht,g,)

+---+Hg,+Htz9,+---+Hing,) - )
Si p est 'ordre de H, 'ordre de K est mp et 'ordre de G, Imp. Ainsi
les systemes de la répartition imprimitive & droite des n-uples relative
a K sont constitués chacun de m sous-systémes de la répartition imprimi-
tive & droite correspondante & H. Une substitution quelconque de G
transforme la répartition relative & K en elle-méme, & I'ordre pres des
systémes et la répartition correspondante & H en elle-méme aussi, &
I'ordre prés des sous-systémes. Mais du fait de la premiére transforma-
tion, la seconde a moins de liberté que la premiére ; elle est soumise a la
restriction que deux sous-systémes de H qui appartiennent & un méme
systéme de K doivent rester par la transformation dans le méme systéme
de K.

Par contre ’opération faite sur les répartitions imprimitives correspon-
dantes & la multiplication a gauche des décompositions ci-dessus par une
substitution quelconque % de G a I’effet suivant. Par cette multiplication
a gauche les décompositions (5), (6), (7) deviennent les décompositions &

droite correspondantes relatives aux transformés K et H de K et H par
h-t:

G=K+Kg,+---+Kg,, (5')
K=H-+Ht + --+Ht, (6")

G=E+Hu+ A+ Hi)+ Hp+Hopt -+ Hbg)
tot @+ B+ + H ) . ’
Donc en donnant aux répartitions imprimitives & droite relatives a K
et H, le n-uple de base quelconque h au lieu de 12...7, nous obtenons
les répartitions imprimitives & droite relatives aux transformés K et H
de K et H par h-1, avec la méme implication que pour K et H.
Maintenant nous pouvons avoir sans doute les trois cas particuliers :
de H et K, I'un est diviseur normal en G et pas 'autre ou les deux sont
diviseurs normaux en @. Dans le groupe symétrique de degré 4 il y a un
exemple des deux premiers cas. Pour trouver un exemple du troisiéme
cas il faudrait chercher dans un groupe symétrique de degré plus élevé.
Si H est diviseur normal en G et pas K, en changeant le n-uple de base,
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la répartition imprimitive & droite relative & H reste invariante a I'ordre
prés des sous-systémes, tandis que la répartition relative & K devient
celle par rapport au transformé K différent de K. Autrement dit le con-
tenu des systémes change tandis que le contenu des sous-systémes im-
pliqués dans les systémes ne change pas & 1’ordre prés des sous-systémes.
Par contre si K est diviseur normal en G et pas H, en changeant le n-uple
de base, la répartition imprimitive & droite relative & K reste invariante
a 'ordre prés des systémes, tandis que la répartition relative & H devient
celle par rapport au transformé H différent de H. Autrement dit le con-
tenu des sous-systémes change, tandis que le contenu des systémes
constitués des sous-systémes ne change pas & I’ordre prés de ces systémes.
Ces deux faits paraissant & premiere vue difficiles & comprendre, nous
donnons I'exemple auquel il est fait allusion ci-dessus.

Le groupe symétrique G de degré 4 a 25 diviseurs propres; un seul
d’entre eux est diviseur normal en ¢, le groupe d’ordre 4 : {J, (1 2) (3 4),
(13) (24), (1 4) (23)}. Ce groupe a les trois diviseurs propres d’ordre
2 conjugués entre eux: {J,(12)(34)}, {J,(13)(24)}, {J,(14)(23)}
et il est lui-méme diviseur propre dans les trois groupes suivants d’ordre 8
également conjugués entre eux :

{/,(1234),(13)(24),(1432),(13),(24),(12)(34),(14)(23)},
{7,(1243),(14)(23),(1342),(14),(23),(13)(24),(12)(34)},
(J,(1324),(12)(34),(1423),(12),(34),(13)(24),(14)(23)}.

Si nous prenons pour H le groupe {J, (12) (3 4)} et pour K le groupe
d’ordre 4, K est diviseur normal en G et pas H ; nous avons un exemple
du second cas ci-dessus. La répartition imprimitive & droite correspon-
dante & K est, en disposant les systémes en colonnes comme nous I’avons
déja fait précédemment (§ 3):

1234 2134 3214 4231 2314 3124
2143 1243 2341 2413 3241 1342
3412 3421 1432 3142 1423 2431
4321 4312 4123 1324 4132 4213

(8)

Prenons au lieu de 1 2 3 4 un quadruple de base quelconque, soit 2413
= F, c’est-d-dire effectuons sur ce quadruple % les substitutions de la
décomposition & droite de @ par rapport & K ; le tableau précédent vient
remplacé par celui-ci :
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2413 1423 2431 2143 3421 1432
1324 2314 3124 4321 2134 3214
4231 4132 4213 1234 4312 4123
3142 3241 1342 3412 1243 2341

(8)

Le contenu de ces colonnes est le méme que celui des colonnes du ta-
bleau (8), & leur ordre preés: la premiére de (8) est la quatriéme de (8/),
etc.

La répartition imprimitive & droite correspondante & H est, en dispo-
sant toujours en colonnes les sous-systémes et en n’écrivant que les 6 pre-
miers, faute de place :

1234 3412 2134 3421 3214 1432

9
2143 4321 1243 4312 2341 4123 ®)

Ces sous-systémes sont le fractionnement en deux troncgons des colonnes
de (8) ci-dessus ; pour en voir immédiatement la raison il faut naturelle-
ment écrire la décomposition & droite de G relative & H. En changeant
le quadruple de base 1234 en 2413, cette répartition imprimitive
devient évidemment :

2413 4231 ... 2143 1234

(9')

1324 3142 ... 4321 3412
c’est-a-dire le méme fractionnement des colonnes de (8’) en deux tron-
cons. Cette répartition doit étre la répartition imprimitive & droite rela-
tive au transformé H = {J,(13)(24)} de H par h-' = (1342). On
le vérifie aisément, mais notre but est seulement de faire constater ici
que le contenu des sous-systemes a changé; en effet les deux premiers
sous-systemes de (9) qui constituent la premiére colonne de (8): 12 3 4,
2143 et 3412, 4321, et dont I’ensemble reste la quatriéme colonne
de (8’), deviennent respectivement: 2143, 4321 et 1234, 341 2,
qui sont les deux trongons de la quatriéme colonne de (8’); or ces deux
trongons n’ont pas le méme contenu que les deux premiers.

Faute de place, nous laissons au lecteur le soin de faire la vérification
de l'autre possibilité qui est un exemple du premier cas ci-dessus : prendre
pour H le groupe d’ordre 4 et pour K I'un des trois groupes d’ordre 8;
ainsi H est diviseur normal en G et pas K. On trouve bien en changeant
le quadruple de base, que le contenu des sous-systémes ne change pas &
leur ordre pres, tandis que le contenu des systémes change.
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Enfin dans le troisieme cas o H et K sont les deux diviseurs normaux
en G, & leur ordre pres, ni le contenu des systéemes, ni celui des sous-
systémes ne doit changer en changeant le n-uple de base.

§ 7. Nous venons d’étudier l'effet sur les répartitions imprimitives
a droite relatives & H et K, H étant contenu dans K, des multiplications
a droite et & gauche des décompositions correspondantes par une substi-
tution quelconque de G. Il est inutile maintenant de répéter cette étude
pour les répartitions imprimitives a gauche ; 'effet comme on I'a vu est
exactement le méme, seulement pris en sens contraire : c’est la multipli-
cation & gauche, c’est-a-dire le changement du n-uple de base qui laisse
invariants les systémes et les sous-systémes et la multiplication & droite,
c’est-a-dire la transformation directe qui donne les répartitions relatives
aux conjugués H et K.

Par conséquent si nous reprenons les trois cas particuliers envisagés
au paragraphe précédent, nous pouvons encore exprimer les conclusions
suivantes, au moins pour 'un d’eux. Si H est diviseur normal en et pas
K, les deux répartitions imprimitives & droite et & gauche en sous-
systémes sont la méme répartition ; elle reste invariante en la transfor-
mant par une substitution quelconque et en changeant d’une maniére
quelconque son n-uple de base. Par contre les deux répartitions en sys-
témes sont différentes ; celle & droite ne change pas en la transformant
par une substitution quelconque, celle & gauche en lui donnant un n-uple
de base quelconque. Les conclusions pour les deux autres cas sont alors
immédiates.

(Regu le 4 juin 1951.)
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