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Metabelsche Gruppen
Seinem hochverehrten Lehrer Herrn Professor RUDOLF FUETER zum 70.Geburtstag gewidmet

von H. MEIER-WUNDERLI, Cambridge (England)

Die generelle metabelsche Gruppe 9t mit » Erzeugenden
Oy Kgy oony Oy (B >1)

kann nach Otto Schreier') aufgefalt werden als die Erweiterung?) der
freien Abelschen Gruppe | (Kommutatorgruppe)

R: (“lk’ 06,,;1, “i2, e o oy ““.) } (1)
1<y <o << v v e <ik—-1<ik<ik+1<"'<ir<n

mit der freien Abelschen Gruppe § (Faktorkommutatorgruppe)

32{“1’ Kgy « "(xn}

und den Erweiterungsbedingungen

((O‘j’ &;) 5 Oy, “k) = ((O‘j ) Og) 5 K s “z) (2)

(0655 oy s o) (0655 00, 085) (0, &%y, o) =1 . (3)

Ist M =M, oM, > ... die absteigende Zentralreihe 3), so erkennt
man hieraus, daB alle Kommutatoren in (1) vom Gewicht w(r = w) eine
Basis fiir die freie Abelsche Gruppe I, /M,,., darstellen von.der leicht
ersichtlichen Dimension

dwz(w~l)(n+w~2) .

w

4)

1) 0. Schreier, Uber die Erweiterung von Gruppen. Hamb. Abh. 4, p. 322,
vgl. auch A. Scholz, Konstruktion algebraischer Zahlkorper mit beliebiger
Gruppe von Primzahlpotenzordnung. Math. Zeitschr. 42, 1936/1937, p. 186ff,

2) vgl. auch H. Zassenhaus, Lehrbuch der Gruppentheorie, 1. Bd.; Leipzig 1937,
p. 951f.

3) vgl. %) p. 118.
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AuBerdem ergibt sich die wichtige Tatsache, dal jedes Element X aus
M mod M,,,, eine eindeutige Basisdarstellung gestattet in der Form

w
 AT1 AT z Tigirig... 4
X= (xl‘(ng. .o a”“ $ H(a‘k ’ a—il » O .y air) Yk i1ts "mOd mw+1 (5)

r=2
A<y <BL< - << Shyy < <6, <n) .

27 *

il

Die Exponenten x durchlaufen dabei alle positiven und negativen ganzen
Zahlen einschliefSlich der Null.
Ein Element X aus IR ist also mod M,,,; durch Angabe eines Expo-
nentensystems
X = (@1, @ayr ee s Ty oo vs Tipgrige.ip s o) (6)

eindeutig bestimmt.

Es ergibt sich daher das Problem, das Kompositionsgesetz fiir die
Exponentensysteme (6) zu finden?).

Die Ableitung des Kompositionsgesetzes und insbesondere die Bestim -
mung des Exponentensystems der n-ten Potenz mod IR,,,, ist der Inhalt
des allgemeinen Teiles unserer Arbeit.

Als Anwendung bestimmen wir die generelle metabelsche Gruppe mit
n Erzeugenden, deren Elemente 7 1 alle die Ordnung p besitzen. Dies
ist dquivalent mit der Losung der metabelschen Approximation des be-
kannten Problemes von Burnside®) fiir den Fall von Primzahlen.

I

A]]gemefner Teil

§ 1. Komposition

Ein beliebiger Basiskommutator vom Gewicht w besitzt nach (1) die
Gestalt

igigtige... gkl 0
== (“ik’“il’“il, o-c,“il’ --c’“ik,cou’(xik, .-.,“ir,...,(xir) (7)
Nn—— jc—— e— o—

ay ag—1 ay

mit 2<k<r<sn; 1K6,<0,<- - <4, K1 5
r

Sa,=w; <Ko, <w (t=1,2,...,7)
t=1

) Fir n =2 vgl. H. Meier-Wunderli, Uber endliche p-Gruppen, deren
Elemente der Gleichung 2?2 =1 geniigen. Com. math. helv., vol. 24, I, p. 231f.

8) W. Burnside, On an unsettled question in the theory of discontinuous
groups. Quart. Journ. 33, 1902, p. 230—238.
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Meinen wir die Gesamtheit der Kommutatoren (7) mit festen a-Werten
und 2 <k <r, so verwenden wir an Stelle von (7) einfach das

Symbol K. B g O or Ist 421...4% echter Teiler von %1, . .4%,

- 48
80 schrelben wir wie iiblich 21, . Lilr|if. . 42, Hierbei diirfen einzelne
der b, auch 0 sein, aber wenigstens zwei sollen stets von 0 verschieden
sein.

Zur Bestimmung der Gruppenkomposition der Systeme (6) hat man

gemifB Definition das Produkt (vgl. (5))

w

Tig iy.. .4
z z 1 r
X-Y=ocll...ocn”-ﬂ(ocik,ocil,oc“,...,oc,-r) .
r=2
Y1 yn ﬁ yik il. . .‘ir 8
coft. ..ol (Oigs ®iys Bigs o5 %) (8)
r=2

mit Hilfe der Relationen (2) und (3) in die Form (5) iiberzufiihren. Dies

geschieht am einfachsten durch den von P. Hall®) in die Gruppentheorie

eingefithrten ,,commutator collecting process”“. Zu diesem Zweck ersetzte

man of* und o; in (8) respektive durch «Pa®...a{? und

%t yZj+2) =zt yy)
i j i

, wobei die oberen Indizes lediglich eine An-

ordnung der «; ermoglichen sollen. Die Uberfithrung von (8) in die

Normalform wird nun damit begonnen, indem man von zwei Elementen

o’ und of? dasjenige zuerst an seine Stelle in (5) durchzieht, das in der

lexikographischen Anordnung der Paare (¢, §) und (k,l) zuerst kommt.
Dabei hat man Kommutatoren einzufithren von der Form

(#ie), alnd, ali), el al), ), alE) (9)

1 (31 1 iy ty iy

mit den Zahlenbedingungen

i) 1<T¥z<rgz<'"<T?zl<yiz(l:1 2, "',k“l)
11) 1 <T}k<xik ;1 <'rl- <t < - <TH K T, + Yip
iii) 1<, <18, <---<tim<ay, 4+ Y, (m=k+ 1,k+2,...,7)

und Kommutatoren der Form

(¢) 1.'1- 12. a —by ar—br
(thl , 0‘( 1,1) 0‘< 11) Co OC 1 ) ce e, 0‘( )) (10)

t1 s Piq LI

mit den Zahlenbedingungen

) P. Hall, A contribution to the theory of groups of prime power order.
Proc. Lond. math. Soc., vol. 36, 1933, p. 29—95. §3.



i) L ir|am, . gor

ii 1< e
) ST b b
<

iii) 1< <ty < - <t 0Ly (=1,2,...,1) .

Wir haben nun aus (9) und (10) die Gesamtheit der beim Durchzieh-
prozeB induzierten Kommutatoren (7) auszusondern.

Die Kommutatoren (9) sind nach Konstruktion Basiskommutatoren
der Form (7). Thre Anzahl wird nach (9)i), ii) und iii) gegeben durch

A (2 B o

1=1\0 ay Ay | | m=k+1 A,
Aus (3) folgt mit 1 <j<k

(O‘k; TR o‘i) == (‘xk’ X O‘j) (06,-, L O‘k)—l . (12)

In Verbindung mit (2) folgt hieraus, dafl nur diejenigen Kommuta-
toren (10) Beitridge der Form (7) liefern, deren erste oder zweite Kompo-

nente gerade «;, ist. Das heillt, wir haben nur diejenigen K5, .5, zu
1 r

betrachten, deren erste oder zweite Komponente gleich o, ist. Hierbei
hat man nach (12) die Anzahl der letzteren Kommutatoren negativ ein-
zuberechnen.

Die gesuchte Anzahl der aus (10) hervorgehenden Kommutatoren (7)
ist daher nach (10) i), ii) und iii) gegeben durch

r Yi
i
+ X T igl...i’;r i (a _f b)
ik i’{l...igr l i8...q0r I=1 ! I,
b >0 (13)
’ Yir
- E X.bg bi+1 by H
ik G a— b
bk k41, br ’ %1, ;% =1 l 1
L ¥R r 1 r

b >0

Setzt man daher F(x;y) = X -Y, so konnen wir den Satz notieren

1. Satz: Die generelle metabelsche Gruppe M mit n Erzeugenden wird
mod M., (w=1,2,...) eindeutig dargestellt durch (6) mit dem Kom-
positionsgesetz

fi@ 5 y) = + g, (t=1,2,...,m)

’ 14
fig sorior (85 9) = T o _sar + Yy o+ (1) + (13) . [ ()



Die Funktionenfolge (14) liefert ihrer Bedeutung wegen eine Parti-
kuldrlosung der Funktionalgleichung

F(f(z; y);2) = F(=; f(y; 2)) .

Dies ist ja einfach das assoziative Gesetz fiir die Exponentensysteme!

§ 2. Potenz

Zur Ableitung des Exponentensystems der allgemeinen n-ten Potenz
eines Elementes X aus 9t mod IM,,,, haben wir den Ausdruck (vgl. (5))

w n
z z Ty s .
X" = (“11 PPN ann H2 (alk , Cxil 9 aiz g o o ey O“T) vk zl"'%r) (].5)
r=

in die Normalform (5) iiberzufithren. Zu diesem Zweck ersetze man in

z’ik ’i]..

. . v 4 .i
Analogie zu § 1 die GroBen of* und (o, , o, - - -, %) T aus

dem [-ten Faktor X in (15) respektive durch

xq Tipir...ir (=D z;y : 4 m)
l—)z;+m tkiy1...9p
IT xD%i+m ynd  IT (0ip s Kis « v vy Og)
m=1 m=1

Die Uberfithrung in die Normalform (5) wickelt sich jetzt analog ab
wie in § 1. Einzig die Existenzbedingungen in (9) und (10) miissen neu
formuliert werden.

Die Gesamtheit der durch (9) induzierten Kommutatoren der Form (7),
deren erste Komponente zum I-ten Produkt X in (15) gehort, ist offenbar
gleich der Anzahl der ganzzahligen Losungen der Ungleichungen

i) lxim<‘r}m<r%m<.”<T‘?77r?<nxim(m:1’2’"”k_l\)
ii) (I—1)ax,;, <r§,c <lz;, ; r§k< < - <t <nay, (16)

iil) (—Ne, <7, <7}, <--<t"<nx, (m=k4+1,k+2,...,7).
Die entsprechende Anzahl der aus (10) hervorgehenden Kommutatoren

(7) ist gleich der Anzahl der ganzzahligen Losungen von

i) i’{‘---if"’if‘-wif’
i) (C—Dzp o <e<lap, o (17)
1 r 1 r
i) e, <7t <, <o <TmTMLnr, (m=1,2,...,7)



Setzt man noch n — I = ¢, so ist die Anzahl der ganzzahligen Losun-
gen von (16) gegeben durch

(o[t - (ol (2™ o

und die Anzahl der ganzzahligen Losungen von (17) wird durch den
Ausdruck gegeben

r
EXsm
+ 2 x‘ik igl___ibr' H( b )
r — ——
‘kil{1~--ilf"ii"-~-i$f m=1 \"m m
b >0
19
[ ex; (19)
<« im
S e B[ )
ii_]ﬂ ibk-‘l-l,,.ibkl -al_”iar k k41 r m=1 m -~

i
k41 r | 1 r
b >0

Dies liefert den Satz:

2.8atz: Die n-te Potenz F"(x) = (X)* eines Elementes (6) der
generellen metabelschen Gruppe IR mit n Erzeugenden wird mod
My (w=1,2,...) gegeben durch

n __
fi = nz;
k—1 / ’
7 (exim) {((e + 1) xik) _ (Gxik) l T ((e—{—l) xim)
m=1\ @m , A @ m=k+1 A,
T ex
im
" . n—1 + 2 Tiz "21""‘?'. n (a b )
i %1 i;” == ix i?l---if.”' ] ii‘l...igf m=1\*m m, (20)
e=1 bk >0
r
EX;
- 2 xibk ‘-bk+1,,,ibr‘ 7 ( mb )
ibk ibk+1_“,‘:br ’ ial ar k k+1 r m =1 m m
t k+1 T
b >0

II.

Losung der Metabelschen Approximation

des Problemes von Burnside
Darunter verstehen wir die vollstindige Bestimmung der Struktur der
allgemeinen metabelschen Gruppe mit n Erzeugenden, deren Elemente

# 1 alle die Ordnung p (Primzahl) besitzen. Diese Gruppe sei im folgen-
den mit IM? bezeichnet.
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§ 1. Bemerkungen

Die wichtigsten Daten der Gruppe MM?, némlich Ordnung und Klasse,
sind sofort bekannt, wenn es gelingt den zum Gewicht w und der Prim-
zahl p gehorigen Dimensionsdefekt 4,,, zu bestimmen.

Er wird nach P. Hall definiert durch

a(my/mz . )=d, —6,, - (21)

Zur Ermittlung von §,,,, hat man die Relationen zwischen den
w-fachen Basiskommutatoren zu studieren, die sich ergeben, wenn alle
Elemente aus It einer Gleichung der Form 2? = 1 geniigen sollen. Die
in I entwickelten Formeln gestatten es, einen Uberblick iiber diese
Relationen zu gewinnen.

Aus (14) folgt unmittelbar fiir beliebiges I und %

? 2)
. p — p . . . . . . m
Ko O = o - oy I (oc‘k, Kgps gy o v o ocu> ,
m=1
m

d. h. fiir NP gilt die Relation

(“ilc’ (xi‘, “"l’ e e ey “il> =1 . (22)

p

Hieraus folgt die wichtige Tatsache, da man in (7) stets a,<7p
(t=1,2,...,r) annehmen darf.
(20) kann daher fiir IR? in der einfacheren Gestalt geschrieben werden

(23)

.egr_l,.

Af- w—Ag_ A w—A4 a a
Oigl"'i?r.{s k 1(8"‘1) k 1—¢ k(8+1) k}xi;..-xi: s s
p—1 + 3 C. by by &9 Brafi=b  g@r=brg s bt
. ik iy, 11 ir ‘lktl ol ™
1,500 = 2 ir i'{ln-irb"ii“---if"
r e=1
- —b —bp ..
- p C ok pht1, . ;or- €° Br T T TR Pk
ibk .bk+1"'iarl -al.‘. .ar k k+1 r k b’*“.
k tk+1 r Y1 Yy
wobei
c ! ;
21 ar = 2 a;, = A
tol..4 ’ i k
1 a,!a!...a! i=1
und
1 r
Coid. e = 2 b= B



Punkte in der Entwicklung (23) deuten Glieder niedriger Dimension
in 2 und ¢ an. Die hochste Dimension in ¢ ist fiir den ersten Summanden
in (23) genau w — 1; fiir die andern Summanden ist sie <w — 2.

Aus (22) geht die weitere Tatsache hervor, dal die Klasse unserer
Gruppe sicher nicht grofler als n(p — 1) sein kann. Ein Kommutator
der Form (7) und vom Gewicht n(p — 1) 4 1 wiirde ein a, > p auf-
weisen, ist also nach (2) und (22) gleich 1. Die Gruppe IN? ist also von
endlicher Ordnung.

fir w<p

p,w

§2.
8

prw fUr w < p ergibt sich sofort wenn man bemerkt, daB

ril . 0 mod p falls k=£=0mod p—1
&Y =

(24)
=1 — 1 mod p falls Ak =0mod p—1

und die unter (23) gemachten Feststellungen beriicksichtigt.
Man schlie3t dann, daB

r
» .
'filc ifti» = 0 mod p fiir E a;, <np
§ ol

sein muf}. Dies ist gleichbedeutend mit der Aussage

0pry =20 fiir w<p. (25)

§3. 6

In diesem Paragraphen rechnen wir durchwegs mod M,,, . Aus (23)

und (24) folgt dann fir ¥ a, = p

1=1

PP

If

p -_ 0 . ?1 “lr
fik iflu-i,‘," Oif‘---if’ Ay xh . s s xzr mod P . (26)

Zum Beweis braucht man nach (24) nur den Koeffizienten von &?-!
im ersten Ausdruck von (23) zu bestimmen fiir w = p. Er ist gleich
(p —IA"—I) — (p _IA") = a,. Damit ergibt sich (26).

Wegen der Bedeutung der Exponenten (26) gilt daher mod 9%, , eine
Relation der Form

\

—C.4 cagp 2% .. g%

i%1,.,:0r % )

I K iy ' r—1. (27)
r i ift...i0r
3 aj=p kty r
=1

0<ai<p ; 1<k<r<n



Nun gehoren alle in (27) auftretenden Elemente einer elementaren
Abelschen Gruppe an, nimlich der Kommutatorgruppe von 3Jt?. Wegen
a;, <p und der beliebigen Wahl der x mod p konnen wir daher nach
dem geldufigen Vandermondschen Argument?) schliefen, dafl sogar

—C,. ar - a
i%1.. .49 " %k

1 r
II K. . . =1,
d. h. es gilt auch
—ak
II K;, 0. ;0r =1 28
r 2<k<r h ‘r ( )
fir Ya,=p .
i=1

(28) besagt: Zwischen den Basiskommutatoren (7) vom Gewicht p,
die in den a; und «; , &; , ..., ®; ibereinstimmen, gilt mod M7,
genau die Relation (28). Hieraus folgt, daBl der Dimensionsdefekt der
Klasse p gleich ist der Anzahl der verschiedenen Aggregate xj!... {7,
die man aus x,,,,...,«, herstellen kann unter den Nebenbe-

r
dingungen Y a,=9p und 0 a, <p .
i=1

Hieraus folgt

a,,,,,=<”+;’_l>—n. (29)

Fir n = 2 besagt (28), dal die Klasse unserer Gruppe genau gleich
p — 1 ist.
§4. 0,,,44 fir n>2

Alle Rechnungen gelten jetzt mod I?, ,. Wir betrachten die folgende
p-te Potenz:

T T.: x: zik i. P
NS NPVed 1] r o, . b
(och Xt Ko i )

Sie besitzt wegen (23) und (24) die Gestalt

ay ar
—_ . . o X e X .C, .
¢ ]] R P p . tk 5 i1 iy ik is
P ( ik@ja(le, ".’“il""’“'ir""’“tr) ) i=1.
r S, ————— ——— .
> a;=p—1 21 ar
t=1

O<a;<p—1)

7) vgl.z.B.: A.Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung.
Springer, 1937. § 43, insbesondere auf p. 128.



P ist ein Produkt von Basiskommutatorpotenzen, deren Exponenten
nur z; , %, ..., % involvieren. Wegen der beliebigen Wahl der x

folgt insbesondere P = 1. Somit gilt

a) ar

II\K A RS M L PR
'-k,-j,oc‘-l,...,oct-l,...,oc,-',...,oc,-r
e, S —,

ay ar

Aus denselben Griinden wie friither konnen wir jetzt wieder das Vander-
mondsche Argument anwenden und beweisen, dal

p—1

(Kikij’ Cx‘-l,...,“‘jl,o..,ai',..-,“ir)z'l. (30)
T, ST N ——— Aven—

ay ar

Nun kann aber jeder Basiskommutator vom Gewicht p + 1 durch
(30) representiert werden.

ES fOlgﬁ also 6,,, it =2 dp+1 . (31)

Wir haben friiher bereits bemerkt, dafl Ii? eine endliche Gruppe dar-
stellt. Statt (31) konnen wir daher auch sagen: Die Klasse der Gruppe
NP ist fir n > 2 genau gleich p .

Damit ist der folgende abschlieBende Satz iiber die metabelsche Approxi-
mation des Problemes von Burnside gewonnen.

3. Satz: Die maximale metabelsche Gruppe mit n Erzeugenden, deren
Elemente der Gleichung «? = 1 geniigen, 18t filr n = 2 von der Klasse
c=p—1 und fir n> 2 von der Klasse ¢ = p. Sie ist von der Ord-

nung c
nt+ X dw—-8p,w

p w=2
Hs ist

dw=(w~—1)(n+w_2)

w

und
0,0 =0 fir w<op

n+p—1
6,,,,,=( g )—n.

Fir n> 2 bestehen zwischen den p-fachen Basiskommutatoren genau

die Relationen ak
II K.

2k

'a’l_. . Ay - 1 .
1k 1:1 tf

(Eingegangen den 20. April 1950.)
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