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Les bases du groupe symétrique dont I’'une
des substitutions est un cycle du sixiéme ordre

Par SopuHIE Piccarp, Neuchétel

§ 1. Introduction

Soit » un entier >6, soit S, le groupe symétrique des substitutions
des éléments 1,2,...,n. Il existe, comme on sait, des couples S, T
de substitutions de S, — appelés bases de S, — qui engendrent le
groupe &, tout entier par composition finie.

Le but du présent travail est de rechercher toutes les bases 8,7 du
groupe S, dont I'une des substitutions 7' est de la forme 7'=(b,b,b;b,b5b,),
ou b, by, bs, b,, by, bg sont six nombres distincts quelconques de la suite
1,2,...,n.

Pour résoudre ce probléme, nous examinerons d’abord tous les groupes
que peuvent engendrer deux cycles connexes du sixiéme ordre, c’est-a-
dire deux cycles du sixiéme ordre qui ont au moins un élément commun.
Nous démontrerons que si un groupe primitif de substitutions G contient
deux cycles connexes et imprimitifs indépendants du sixiéme ordre,
alors G est le groupe symétrique des substitutions des éléments per-
mutés. Cette proposition curieuse en soi est trés utile pour 1’étude que
nous avons entreprise. Nous examinerons ensuite les groupes que peut
engendrer un systéme conexe et primitif quelconque de cycles du sixiéme
ordre 1) et nous en déduirons les critéres permettant de discerner toutes
les bases du groupe &, dont l'une des substitutions est un cycle du
sixiéeme ordre.

1) Un systéme de cycles qui permutent un ensemble E d’éléments est dit connexe s’il
n’existe aucun sous-ensemble propre E; de E composé de la totalité des éléments de
certains cycles du systéme envisagé. Un systéme connexe de cycles est dit primitif 8%l
est impossible de décomposer ’ensemble E des éléments permutés par les différents cycles
du systéme en une somme de k > 2 sous-ensembles F,,..., E,, tels que

Ey=By=-+=E,>2, EE;=0 si iZj, E=E + -+ E,

et que, quels que soient les indices 2 et j (1 <2<k, 1 <7< k) et quel que soit le
cycle C du systeme envisagé, si C transforme au moins un élément de E; en un élément
de E e alors C transforme tout ’ensemble F ;en B j» ot le systéme est dit imprimitif

dans le cas contraire. Rappelons que le symbole E-'. désigne la puissance de ’ensemble E;.
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§ 2. Les divers groupes
que peuvent engendrer deux cyecles connexes du sixidéme ordre

Soient C, et C, deux cycles connexes du sixiéme ordre. Soit n le nombre
total des éléments qu’ils permutent et soient 1,2,..., % ces éléments.
Soient C, = (123456) et soit A le nombre d’éléments communs &
C, et & C,. Comme C, et C, sont connexes, on a 1 < h < 6.

a) Supposons d’abord que h = 6. Alors C, = (b,b,b3b,b5b¢), ou
b,byb,b,b;b4 est une permutation quelconque des nombres 1, 2, 3, 4,
5, 6. Il y a donc en tout 120 cycles C, différents.

a,) Les deux cycles C, et C, sont primitifs (ce qui se produit dans 102 cas).
Alors deux éventualités peuvent se présenter.

8,,) Cy est 'un des 18 cycles C:UIC[ %, oo U= (14532 6), j =+1,
et ©=1,2,3,4,5,6, ou bien U=(135264), j=1, 1 =1,2,
3,4,5,6, et alors C; et C, engendrent le groupe G,,,, d’ordre 120 et de
degré 6, trois fois transitif, simplement isomorphe au groupe symé-
trique ;.

Le groupe G5, peut étre caractérisé par les quatre relations S® =1, 7% =1,
(T'S%)3 =1, (T'S)t = 1. 1l se compose de 20 substitutions du type 6*), 20 substi-
tutions du type 3.3, 24 substitutions du type 5, 30 substitutions du type 4, 15 sub-
stitutions du type 2.2, 10 substitutions du type 2.2.2 et de la substitution iden-
tique. Si I’on répartit les substitutions de G, en classes de substitutions conju-
guées, en prenant dans une méme classe deux substitutions de G,,, dans le cas et ce
cas seulement ou 1’'une de ces substitutions est la transformée de I'autre par une
substitution du groupe G5, on constate que deux substitutions semblables de G4,
font toujours partie d'une méme classe. La condition nécessaire et suffisante pour
que deux substitutions de G4y, dont I'une au moins est impaire, constituent une
base de ce groupe, c’est qu’elles soient connexes et primitives. Le groupe G, posséde
des bases des douze types?2) suivants: (6,6), (6,5), (6,4), (6,3.3), (6,2.2.2), (6,2.2),
(5,4), (5,2.2.2), (4,4), (4,3.3), (4,2.2.2) et (4,2.2). Il a notamment 180 bases
du type (6,6), 360 bases du type (6,3.3), 480 bases du type (6,5), 600 bases du
type (6,4), 120 bases du type (6,2.2.2), 240 bases du type (6,2.2), 240 bases du
type (5,2.2.2), 480 bases du type (5,4), 120 bases du type (4,2.2.2), 360 bases
du type (4,3.3), 120 bases du type (4,2.2) et 120 bases du type (4,4). Le nombre

%) Soient n, a,, ay,...,a; (ay > ay>---> a;) des entiers >1 et soit S une sub-
stitution du groupe &,,. Nous dirons que la substitution S est du type a;-ay - ... a;
8’il est possible d’ordonner les cycles d’ordre > 1 de S en une suite C;, Cy,..., 0y,

telle que le cycle C; est d’ordre a;, ¢ =1, 2,..., k.

Soit G un sous-groupe transitif et primitif de S,,, & base du second ordre. Nous dirons
qu’une base S, T de @ est du type (a, b) si la substitution § est du type a et si T' est du
type b. Une base S, T de G est dite de premiére espéce et du genre 1 s’il n’existe aucune
substitution R de &, telle que RSR~! =T, RTR-1 =8, et elle est dite de premiére
espéce et du genre 2 g'il existe une substitution de I’ensemble &, — @ qui transforme
Sen Tet TenS.Une base S, T de G est dite de seconde espéce 8’il existe une substitution
R de @, telle que RSR1=T et que RTR!=S.
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“ total de bases de G4 est 3420 = 57 X 60. C’est un multiple de la moitié de I’ordre
du groupe considéré. 3120 bases de G,,, sont de premiére espéce et du genre 1 et
300 bases sont de seconde espéce?). Notamment, toutes les bases de 1’'un des types
(6,6) ou (4,4) sont de seconde espéce. Le groupe G, est composé. Il admet pour
seul vrai sous-groupe distingué le groupe G¢, d’ordre 60 formé de toutes les substi-
tutions de classe paire de G,,. Il n’existe aucune substitution de I’ensemble
Se — G439 qui soit permutable avec G,,.

a,5) O, est I'un des 84 cycles du sixiéme ordre de G4, primitifs avec
C, et qui ne font pas partie de G,,. Alors C, et C, engendrent le groupe
symétrique S,.

a,) Les deux cycles C, et Cy sont imprimatifs. Il y a au total 18 cycles
C, imprimitifs avec C,. Deux cas sont alors & distinguer.

ay,) C, et Cy ont pour systémes d’imprimitivité les deux ensembles {1,3,5}
et {2,4,6}. Ce cas se subdivise en les trois suivants:

a,) Oy = Cf' et alors O, et O, engendrent le groupe cyclique G
d’ordre 6.

ag) Cy=0CiUC;'ou U=(125634), j= 41, i=1,2, etalors
C, et C, engendrent le groupe imprimitif G;;, d’ordre 18, qui se
compose de six substitutions du type 6, 4 substitutions du type 3.3,
4 substitutions du type 3, 3 substitutions du type 2.2.2 et de la
substitution identique. Deux substitutions du type 6 de G5, dont
I’'une n’est pas une itérée de ’autre, constituent toujours une base
de Gys.

14

a,) Oy =CiUIC ot U=(123654), j=+1,:=1,2,3, et
alors C; et C, engendrent le groupe imprimitif G, d’ordre 36,
composé de 12 substitutions du type 6, 4 substitutions du type 3.3,
4 substitutions du type 3, 6 substitutions du type 2.2.2, 9 substi-
tutions du type 2.2 et de la substitution identique. Deux substi-
tutions du type 6 de G,4, qui ne font pas toutes deux partie du
groupe G5, engendrent toujours le groupe Gy5. On a GGy

ag) C; et C, ont pour systémes d’imprimitivité les ensembles {1,4},
{2,5} et {3,6}, mais non pas {1, 3, 5} et {2, 4, 6}. Alors C, = CiU’C*,
ou U=(132465), =41, ¢=1,2,3, etalors C, et C, engendrent
le groupe imprimitif @,,, d’ordre 24, composé de 8 substitutions du type
6, 8 substitutions du type 3.3, 1 substitution du type 2.2.2, 3 substi-
tutions du type 2.2, 3 substitutions du type 2 et de la substitution
identique. Deux substitutions du type 6 de G, dont I’'une n’est pas
une itérée de l'autre, engendrent toujours le groupe G,.
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b) Supposons maintenant que h = 5. Donc Cy = (b, byb,b,b;b4), ol
cinq des nombres b,, b,, b,, b,, b;, bg font partie de la suite 1, 2, 3, 4,
5, 6 et le sixiéme est 7. Il y a 720 cycles C,, C, et C, sont alors toujours
primitifs. Le cas b) se subdivise en les trois suivants

b,) C,est’'undes 12 cycles C:UC*, on U = (134257), j=-1,
1=1,2,3,4,5,6. Alors les deux substitutions C, et C, engendrent le
groupe métacyclique ,G,,, d’ordre 42.

Le groupe G4, comprend 6 substitutions du type 7, 14 substitutions du type 6,
14 substitutions du type 3.3, 7 substitutions du type 2.2.2 et la substitution
identique. Ce groupe est caractérisé par les trois relations fondamentales S = 1,
T =1, T3ST2%S* = 1. Le groupe ,G,, posséde des bases des cinq types (7,6),
(6,6), (6,3.3), (6,2.2.2), (3.3,2.2.2). Toute substitution du type 7 forme avec
toute substitution du type 6 de ,G,, une base de ce groupe. La condition néses-
saire et suffisante pour qu’une substitution 4 du type 6 forme une base de ,G4,
avec une substitution B de I'un des types 6, 3.3 ou 2.2.2, c’est que 4 et B soient
connexes. De méme, la condition nécessaire et suffisante pour qu’une substitution A
du type 3.3 forme avec une substitution B du type 2.2.2 de G4, une base de ce
groupe, c’est que A et B soient connexes. Le groupe G4, posséde au total 504
= 12X 42 bases, dont 84 sont du type (7,6), 84 du type (6,6), 168 du type (6,3.3),
84 du type (6,2.2.2) et 84 du type (3.3,2.2.2). 462 bases de ,G,, sont de premiére
espéce et du genre 1 et 42 sont de seconde espéce. Le nombre total de bases de
1F4s est un multiple de ’ordre de ce groupe. Aucune substitution de &, — ;G4
n’est permutable avec le groupe ,G,5. Le groupe ;G,, est composé et admet pour
vrais sous-groupes distingués le groupe G,; composé de toutes les substitutions
paires de ,G,, le groupe G, composé de toutes les substitutions des types 7,2.2.2
et 1 de ;G,, ainsi que le groupe cyclique G, d’ordre 7 engendré par chaque substi-
tution du type 7 de ,G,,.

by) C, est 'une des 12 substitutions C:UC[t, o U = (142357),
j=41, +=1,2,3,4,5,6. Alors C, et Cy engendrent le groupe
3G4s d’ordre 42, simplement isomorphe avec ,G,,, mais # ,G,,, et on a
oGyp = RGyp R, R=(243)(617).

Donc, dans 24 cas, C, et C, ne constituent pas une base de &,.

b,) Cy€ ,Gys + 2G42. 696 cycles C, sont dans ce cas et C, et C, forment
alors toujours une base de G,.

¢) Supposons maintenant que h = 4. Donc C, = (b;by3b;b,b5b,), ot
quatre des nombres b,, b,, b,, b,, b;, bg font partie de la suite 1, 2, 3,
4, 5, 6 et les deux autres sont 7 et 8. Il y a en tout 1800 cycles C, diffé-
rents. Ce cas se subdivise en les suivants

¢;) O; est 'un des 24 cycles CiUCy%, ou U= (127458) ou
U=(157428), j=-+1, i=1,2,3,4,5,6. Alors C, et C, sont
imprimitifs, ils ont pour systémes d’imprimitivité les ensembles {1, 4},
{2,5}, {3,6}, {7,8} et ils engendrent le groupe imprimitif @,,,, d’ordre

94



192, composé de 32 substitutions du type 6, 32 substitutions du type 3.3,
32 substitutions du type 6.2, 32 substitutions du type 3.3.2, 24 substi-
tutions du type 4.2.2, 12 substitutions du type 4.4, 13 substitutions
du type 2.2.2.2, 4 substitutions du type 2.2.2, 6 substitutions du
type 2.2, 4 substitutions du type 2 et de la substitution identique.

c,) Les cycles C, et C, sont primitifs. Trois cas sont alors possibles :

¢y;) C, est I'un des 30 cycles C:UC;yY, ou U est 'une des substitu-
tions (143782), (153827), j=+41, +=1,2,3,4,5,6, ou en-
core U=(168347), j=1, ¢t=1,2,3,4,5,6. Alors C, et C,
engendrent le groupe trois fois transitif ,G5;4, d’ordre 336, et de degré 8.

Le groupe ;G434 se compose de 84 substitutions du type 8, 48 du type 7, 56 du
type 6, 42 du type 4.4, 56 du type 3.3, 21 dutype 2.2.2.2, 28 dutype 2.2.2 et
de la substitution identique. Le groupe G4 est formé des substitutions UiViWk,
o U=(348756), V=(2834576), W=(17462853), +=1.2.3.4.5.6,
17=1,2,3,4,5,6,7et k=1,2,3,4,5,6,7,8 Legroupe ,G;;4 peut étre
caractérisé par les cinq relations fondamentales S¢ = 1, (728%)2 =1, (T'S)*=1,
TS3TS5T3S5 = 1 et TS4T2S3T%5% = 1. Les substitutions de ,G5;4 se répartissent
en neuf classes de substitutions conjuguées, dont deux comprennent, chacune,
42 substitutions du type 8 et les 7 autres comprennent respectivement toutes les
substitutions des types 7, 6, 3.3, 4.4,2.2.2.2, 2.2.2 et 1 de ;G4354. Le groupe ,Gy44
posséde au total 34776 = 207 X 168 bases. Ce nombre est un multiple de la moitié
de I'ordre du groupe considéré. Il y a 3360 bases du type (8,8), 4032 bases du
type (8,7), 4704 bases du type (8,6), 4704 bases du type (8,3.3), 3360 bases du
type (8,4.4), 1344 bases du type (8,2.2.2.2), 2016 bases du type (8,2.2.2),
2016 bases du type (7,6), 1008 bases du type (7,2.2.2), 840 bases du type (6,6),
1680 bases du type (6,3.3), 2352 bases du type (6,4.4), 1008 bases du type
(6,2.2.2.2), 672 bases du type (6,2.2.2), 672 bases du type (3.3,2.2.2), et
1008 bases du type (4.4,2.2.2). Il y a donc des bases de 16 types différents.
32256 bases de ;G35 sont de premiére espéce et du genre 1 alors que 2520 bases
sont de seconde espéce. Notamment toutes les bases du type 6,6 et la moitié des
bases du type 8,8 sont de seconde espéce. Il n’existe aucune substitution de ’en-
semble Sy — ;G434 qui s0it permutable avec le groupe ;G334. Le groupe G4 est
un groupe composé. Il admet un vrai sous-groupe distingué G,45, d’ordre 168,
composé des substitutions de classe paire de ,G344; le groupe (44 est simple et
il est simplement isomorphe au groupe intersection de Gy €t 3Gligy ).

Cge) O, est I'un des 30 cycles CtUYC;*, ou U est 'une des substitu-
tions (143872), (153728), =41, ¢=1,2,3,4,5,6, ou bien
U=(167348), j=1, i=1,2,3,4,5,5,6, alors C, et C, en-
gendrent le groupe ,(3,4, d’ordre 336, simplement isomorphe & ;G
mais # Gy €6 On & Gy = (7 8) 1Gg36 (7 8).

3) Voir 8. Piccard, Les groupes engendrés par un systéme connexe de cycles
d’ordre sept et les bases des groupes symétrique et alterné de degré n > 10
dont I'une des substitutions est un cycle du septiéme ordre, Comment. Math.
Helv., vol. 24, 1950, fasc. 1, p. 6.
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cy;) Dans les 1716 cas restants ou C, et C, sont primitifs mais ol
Cy€ (G356 + 20536, O, et Oy engendrent le groupe symétrique ;.

d) Soit & présent h = 3. Donc C, = (bbyb3b,bsbs), ol trois des
nombres b,, b,, b;, b,, b;, bg font partie de la suite 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les
trois autres sont 7, 8 et 9. Il y a en tout 2400 cycles C, différents.

d,) Supposons d’abord que C, et C, sont imprimitifs. C, et C, ont alors
pour systémes d’imprimitivité les ensembles {1, 3,5}, {2,4,6} et {7,8,9}.
Il existe 24 cycles C, imprimitifs avec C,. Deux cas sont & distinguer.

d;;) Cyest’'undes 12 cycles C:U/C;t, ot U= (173859), j =41,
t=1,2,3,4,5,6. Alors G, et G5 engendrent le groupe imprimitif
1062, d’ordre 162 et de degré 9, comprenant 36 substitutions du type 9,
18 substitutions du type 6, 26 substitutions du type 3.3.3, 12 substi-
tutions du type 3.3, 6 substitutions du type 3, 18 substitutions du
type 3.2.2.2, 9 substitutions du type 2.2.2, 36 substitutions du type
6.3 et la substitution identique.

d,;) C,est 'undes 12 cycles C:UIC®, ot U=(173958), j=-41,
1=1,2,3,4,5,6. Alors C, et C, engendrent le groupe imprimitif
9G162, d’ordre 162, simplement isomorphe & G145, mais # G40, €t On a
2G162 = (89) 1G162 (89).

d;) Supposons maintenant que C, et C, sont primitifs. 11 existe 2376
cycles C, primitifs avec C, et chacun de ces cycles ferme avec C, une base
du groupe symétrique S,.

e) Soit & présent h = 2. Donc C, = (b,b,bb,b504), ou deux des
nombres b,, b,, b,, b,, b;, bg font partie de la suite 1, 2, 3, 4,5, 6 et les
quatre autres sont 7, 8, 9, 10. Il y a 1800 cycles C, différents.

e,) Les deux cycles C, et C, sont imprimitifs.
72 cycles C, sont imprimitifs avec (; et trois cas sont a distinguer.

e;) C, est 'un des 24 cycles C:UC[%, ou U= (1784910) ou
U=(1984710), =41, 1=1,2,3,4,5,6. Alors C, et C, en-
gendrent le groupe imprimitif ,G,q,, d’ordre 1920 et de degré 10, dont
les systémes d’imprimitivité sont les ensembles {1,4}, {2,5}, {3,6},
{7,9} et {8,10}. Ce groupe comprend 384 substitutions du type 10,
384 substitutions du type 5.5, 60 substitutions du type 4.4.2, 60 substi-
tutions du type 4.4, 120 substitutions du type 4.2.2.2, 120 substitu-
tions du type 4.2.2, 80 substitutions du type 3.3.2.2, 160 subssitu-
tions du type 3.3.2, 80 substitutions du type 3.3, 80 substitutions du
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type 6.2.2, 160 substitutions du type 6.2, 80 substitutions du type 6,
61 substitutions du type 2.2.2.2.2, 65 substitutions du type 2.2.2.2,
10 substitutions du type 2.2.2, 10 substitutions du type 2.2, 5 substi-
tutions du type 2 et de la substitution identique.

es) O, est 'un des 24 cycles C:UC;*, o U = (1874910) ou
U=(1810497), =41, 1=1,2,3,4,5,6. Alors C, et C, en-
gendrent le groupe imprimitif ,G' 95, ayant pour systémes d’imprimiti-
vité les ensembles {1, 4}, {2,5}, {3,6}, {7,10} et {8,9}. Le groupe
104920 €st simplement isomorphe & ;g5 €t on & G990 = (7 8) ;G199 (7 8).

e3) O, est 'un des 24 cycles C:UICTY, o U=(1894710) ou
U=(1108497), j=+41, ¢t=1,2,3,4,5,6. Alors C, et C, en-
gendrent le groupe imprimitif ;G,y,,, d’ordre 1920, dont les systémes
d’imprimitivité sont les ensembles {1, 4}, {2,5}, {3,6}, {7,8} et
{9, 10}. Le groupe ;G g5 est simplement isomorphe & Gy €t on a
G100 = (79) 2G990 (7 9).

e;) Les deux cycles C, et Cy sont primatifs. 1ls engendrent alors tou-
jours le groupe S,,.

f) Soit, enfin, h =1. Alors C, = (b,b,b,b,b5b¢), o1 un des nombres
by, by, by, by, bs, bg fait partie de la suite 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les cinq autres
sont 7, 8,9, 10, 11. Il y a en tout 720 cycles C, différents. Chacun de
ces cycles est primitif avec C, et constitue, avec C,, une base du groupe
symétrique S,;.

Remarque 1. Considérons les cycles du sixiéme ordre des groupes
Gz, 1Gaz, 2Gass 1Ga36, sy Gaes 1Grees Goss Groe €6 1Glhgpo €b passons en
revue ceux de ces cycles qui forment avec le cycle ¢, = (123 4 5 6) une
base de chacun de ces dix groupes.

Le groupe G5 contient les cycles suivants du sixiéme ordre : C{' et
CiUIC;t, o 1=1,2,3,4,5,6 et U=(124365), j= 41, ou
bien U = (135264), j = 1. Chacun des cycles CiUC* constitue,
avec C,, une base de G,,,.

Les cycles d’ordre 6 du groupe ,G4, sont Ci' et C:UICTE, ot & =1,
2,3,4,5,6, 7= +1 et U= (132674). Chacune des substitutions
Ci UiCy* constitue, avec (;, une base de ,G,,.

Les cycles d’ordre 6 du groupe ,Gy, sont CF! et CiUIC[?, ou
t=1,2,3,4,5,6, U=(124763), j= 4 1. Chacune des substi-
tutions CiUC;! forme avec C; une base de ,G,,.

Les cycles d’ordre 6 de ,G4,6 sont: OF! et CIUICT?, ou ¢ =1,2,3,
4,5,6, Uestl'undes4 cycles (124863), (125687), (126375),
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(1563827), =41, ou encore U=(127548), j=1. Chacun
des cycles CiUIC;*, ot U= (125687 ou U=(1538217),
j=4+1, ou U=(127548), j=1, forme avec C;, une base de
1G336 -

Les cycles d’ordre 6 de G4 sont: CF' et CiUIC[*, ou i=1,2,
U= (125634), j= +1. Chacune des substitutions C:UiC;* forme
avec O, une base de Gy;.

Les cycles d’ordre 6 du groupe G, sont Cf' et CiUIC[*, ou
U=(125634), i=1,2, j= 41, ou bien U= (1254306
t1=1,2,3,4,5,6, j=1. Chacune des substitutions C:UiC[*,
U=(125436), +:=1,2,3,4,5,6, forme avec C,; une base de G,,.

Les cycles d’ordre 6 de ,G'gy s0ont : CE et C:UICT 00 U=(125634),
j= 41, i=1,2, oubien U= (173859), j=+1, i=1,2,3,
4,5,6. Chacune des substitutions CiUIC;*, ot U= (173859),
j= 41, 1=1,2,3,4,5,6, forme avec C, une base de ,G4,.

Les cycles d’ordre 6 du groupe Gy sont: Cf! et CIUICT*, ou
U=(126453), j= +1,¢=1,2, 3. Chacune des substitutions C:UC[*
forme avec C; une base du groupe G,,.

Les cycles d’ordre 6 de G4, sont: CF! et CIUICTE, ot § = 41,
U=(126453), +=1,2,3, ou bien U est 'un des deux cycles
(127458), (137468) et :=1,2,3,4,5,6. Chacune des substi-
tutions C:UCT*, ot U= (127458) ou U= (137468), forme avec
C, une base de G,,.

Les cycles d’ordre 6 de ,G,gq sont Cf! et CLUICTE, ot U=(132465),
j= 41, +=1,2,3, ou bien U est I'un des six cycles (12845 10),
(1510428), (127459), (159427, (1784910), (1710498),
j= 41, ¢=1,2,3,4,5,6. Chacune des substitutions C:U/C[¢, ou
U=(1784910) ou U=(1710498), forme avec C, une base de
1G1920-

§ 3. La proposition fondamentale I et sa démonstration

Définition. Soit G un groupe transitif de substitutions et soit C
un cycle d’ordre >1. Soit E l’ensemble des éléments permutés par
les substitutions de G et soit E’ I’ensemble des éléments permutés par
C. Nous dirons que le cycle C et le groupe G sont connexes si les ensembles
E et E' ont au moins un élément communs. Supposons que G et C
sont connexes. Alors nous dirons que G et C sont imprimitifs si 'on
peut décomposer ’ensemble Z + E’ en une somme de k£ > 2 en-
sembles K., H,,...,H,, telsque EE, =0, 1 <:<k, 1<j<k,

i#j, By=E,=--=E,>2 E+E =B, +E,+-+E, et
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que, quels que soient les indices ¢ et j compris, au sens large, entre 1
et k et quelle que soit la substitution S de ’ensemble G + C, si 8
transforme au moins un élément de E; en un élément de E,, 8 trans-
forme tout ’ensemble E, en E,, et nous dirons que G et C sont primitifs
dans le cas contraire.

Notations. Soit G un groupe et soit S une substitution qui ne fait
pas partie de G'. Nous désignerons par le symbole (G,S) le groupe
engendré par S et les substitutions du groupe G'. D’autre part, S,, S,,
..., 8, étant des substitutions en nombre fini k¥ quelconque, nous dé-
signons par le symbole (S,,S,,...,8;) le groupe engendré par les
substitutions S,,..., S,.

Proposition I. Si un groupe transitif et primitif de substitutions des
éléments 1,2,...,n contient deux cycles connexes et imprimitifs indé-
pendants du sixziéme ordre, alors ce groupe est le symétrique S, des substi-
tutions des éléments 1,2,...,n.

La démonstration de la proposition I repose sur les lemmes suivants.

Lemme 1. Quel que soit le cycle C = (¢, ¢, €5, G5 Cg), COnMexe et pri-
metif avec le groupe G5, le groupe (G, S) est le symétrique S des substr-
tutions des éléments de U'ensemble {1,2,3,4,5,6} 4 {cy, ¢y, Cg, Cy, C5, Cg}.

Démonstration. Le groupe G, est engendré par les deux substitutions
§=(123456), T=(125634) et on a (Gy,C)=(S,7,0). 11
suffit donc de montrer que (S,7,C) = G.

Le groupe G, est imprimitif et a pour systémes d’imprimitivité les
deux ensembles {1,3,5} et {2,4,6}. Comme C est primitif avec
Gy, on a Ce@yy. Six cas sont a distinguer.

1) ¢yc3¢5¢,¢5¢¢ est une permutation des nombres 1,2, 3, 4, 5, 6.
Comme C est primitif avee Gy, {c,,¢5,¢5} 7~ {1,3,5} et {cy,cs, C5}
#* {2, 4, 6}). '

Ce cas se subdivise en les trois suivants.

Ou bien les deux substitutions S et C sont primitives et C e S5 — G,g.
Alors les deux substitutions § et C' engendrent le groupe S et on a
aussi (8,7, 0) = G,.

Ou bien S et C sont primitives et C e Gyy.

Comme, dans ce cas, T = S*!, d’aprés la remarque 1, S et C en-
gendrent alors le groupe @,,. Ce groupe contient la substitution
U=(124365) et cette substitution engendre avec 7' le groupe S;.
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En effet, on a 7TU = (1 5 2) et cette derniére substitution forme avec 7'
une base de S, d’aprés la proposition 5, pages 20, Bases, I %).

Ou bien C et S sont imprimitives. Alors C ¢G,, et engendre avec S
le groupe Gy, d’aprés la remarque 1. Or G, contient la substitution
V=(132465) etona TV = (36). Or, d’apreés la proposition 4,
page 13, Bases, I, la substitution (3 6) forme avec 7' une base de S,.

Donc, dans tous les cas, (S, 7T, C) = G,.

2) C permute cinq des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et le nombre 7. Dans
ce cas C et § sont toujours primitives et engendrent soit le groupe S,
(auquel cas le lemme est démontré), soit 'un des deux groupes ,G,s,
2Gas-

Soit (§,C) = ,G4,. Ce groupe contient la substitution U = (134257),
on a (T3U%?® = (27) et, d’aprés le corollaire 2, page 13, Bases, I, la
substitution (2 7) engendre avec 7' le groupe S,. Donc (S,7,C) = G,.

Et, si (S,C) = ,G4, ce dernier groupe contient la substitution
V=(142357) et ona (7°V2)3=(37). Or (37) et T engendrent
S,, d’aprés le corollaire 2, page 13, Bases I. On a donc (8,7,0) = &,.

3) C permute quatre nombres de la suite 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les deux
nombres 7 et 8. Montrons qu’alors (8,7,0) = S;. En effet, si C et §
sont primitives, elles engendrent soit le groupe &; (auquel cas notre
assertion est démontrée) soit 'un des deux groupes ;G;36, 2G33s-

Si (8,C) = ,G;56, ce dernier groupe contient la substitution
U=(143782), on a (T:UT)*=(678) et cette substitution
engendre avec 7' le groupe &, d’aprés le corollaire 2, page 13, Bases I.
Et si (S, C) = G536 ce groupe contient la substitution V= (143872) et
on a (7?VT) = (6 7 8), substitution qui engendre avec 7' le groupe S;.

Supposons maintenant que S et C sont imprimitives. Elles ont alors
nécessairement pour systémes d’imprimitivité les ensembles {1, 4},
{2,5}, {3,6} et {7,8}, puisque le groupe (S, 7,C) est primitif.
Alors (C, §) = G,4s, groupe qui contient la substitution U = (127458).
On a (TU)=(3 6 4), cette substitution engendre avec 7' le groupe S
et (S, 0) = S;, d’aprés le lemme IT de Hoyer®).

4) Voir S. Piccard, Sur les bases du groupe symétrique et les couples de sub-
stitutions qui engendrent un groupe régulier, Paris, Vuibert, 1946, ouvrage que
nous citons sous 1’abréviation Bases, I.

8) Lemme II de Hoyer: Soit G un groupe de substitutions qui permutent les éléments
d’un ensemble E,. Supposons que G contient I’alterné des substitutions des éléments de
I’ensemble E,. Soit C un cycle d’ordre > 1 qui permute les éléments d’un ensemble E,,
tel que E, Ey32 0, mais que E,C|= Ey. Alors le groupe (@, O) contient ’alterné des

substitutions des éléments de I’ensemble E, 4 E,;. (Voir P. Hoyer, Verallgemeinerung
zweier Sétze aus der Theorie der Substitutionengruppen, Math. Ann., Bd. 46, 1895.)
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Donc en tous cas (S, T, C) = G.

4) C permute trois nombres de la suite 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les trois
nombres 7, 8, 9. Alors, comme le groupe (S, 7', C) est primitif, puisque
C est primitif avec G5, S et C sont forcément primitives et engendrent le
groupe S,. Donec (8,7, C)=G,.

5) C permute deux des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les quatre nombres
7, 8,9, 10. Alors, si S et C sont primitives, elles engendrent, d’apreés
ce qui précede, le groupe S, et (S,7,0) = S,. Et, si S et C sont
imprimitives, elles ont alors nécessairement pour systémes d’imprimi-
tivité les ensembles {1, 4}, {2,5}, {3, 6} ainsi que {7,9} et {8, 10}
ou {7,10} et {8,9} ou enfin {7,8} et {9, 10} et alors S et C en-
gendrent respectivement le groupe ;G400 OU G920 OU enfin ;Ggy. Si
(S, C) = G99, ce groupe contient la substitution U = (17 84 9 10),
(T'U)y = (178). La substitution (17 8) engendre, avec S, le groupe
S,, d’aprés le corollaire 2, page 13, Bases I, et C engendre avec Sg le
groupe &,,, d’aprés le lemme II de Hoyer?). Donc (S, 7T, C) = ©&,,.
Si (S,C) = ,G1499, ce groupe contient la substitution V = (1874910),
(T'V) = (187), la substitution (1 87) engendre avec S le groupe S,
et C engendre avec S, le groupe S,y. Donc (8, 7', C) = S,,.

Et, si (S, C) = ;G1909, ce groupe contient la substitution

W=(1894710), ona (TW) = (189), les substitutions (1 8 9)

et S engendrent le groupe symétrique &S des substitutions des éléments
1,2,3,4,5,6,8,9 et C engendre avec S le groupe S,,. Donc
(S, T, 0) = 610.

6) C permute un seul des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les cinq nombres
7,8,9,10, 11. Alors 8 et C engendrent toujours le groupe &,,, d’apres
le corollaire 2, page 13, Bases I, donc aussi (S, 7,0) = &,,.

Le lemme 1 est donc démontré.

Corollaire 1. Quel que soit le cycle C du sixiéme ordre, connexe et pri-
mitif avec le groupe Gyq, le groupe (Gsq, C) est le symétrique S des substitu-
tions de tous les éléments permutés par C et les substitutions de Qyq.

Démonstration. Comme G4 est un sous-groupe de G4, on a 1) (Gyg, C)
C (@34, C). Et comme les substitutions des deux groupes (G4, C) et (Gy4, O)
permutent les mémes éléments, on a, d’aprés le lemme 1, (@,C) = S.
Et comme (G, C)c S, on a, d’aprés 1), (G4, C) = S, c. q. f. d.
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Lemme 2. Quel que soit le cycle du sixiéme ordre C = (c, ¢, 3 ¢4 C5 C),
connexe et primitif avec le groupe Gy, le groupe (Gyy, C) est le symétrique
S des substitutions des éléments de U'ensemble {1,2,3,4,5,6} + {c,, cs,

C3, C4, Cs, Co} -

Démonstration. On a Go=(8,7T), out S=(123456) et
T=(132465), donc (Gy,C)= (8, T, C) et il suffit de démontrer
que (S, T,C) = S. Le groupe Gy, est imprimitif et admet pour systémes
d’imprimitivité les ensembles {1,4}, {2,5}, {3, 6}.

Six cas sont & distinguer.

1) {01, 62’ Caa 04, 653 06} = {l: 2: 3: 4, 5: 6}'

Alors, si les deux substitutions S et C sont primitives, elles engendrent
soit le groupe S, et alors le lemme 2 est démontré dans le cas considéré,
soit le groupe G,5. Supposons que (S, C) = G,4. Ce groupe contient
la substitution U = (124365), (T4U)® = (23) et la substitution
(2 3) engendre avec 8 le groupe S, d’apres la proposition 1, page 11,
Bases I. Donc (S, T, C) = G,.

Supposons maintenant que 8 et C' sont imprimitives. Comme le
groupe (G, C) est primitif, les substitutions S et C ont alors néces-
sairement pour systémes d’imprimitivité les ensembles {1,3,5} et
{2,4,6}. Alors S et C engendrent I'un des deux groupes G;; ou G,
groupes qui tous deux contiennent la substitution U = (1256 3 4). Or
T3U = (153) et cette substitution engendre avec 7' le groupe S,
d’aprés la proposition 5, page 20, Bases I. Donc (S, T, C) = S,.

2) C permute cinq des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et le nombre 7. Alors
C et S sont toujours primitives et engendrent soit le groupe S,, auquel
cas le lemme est démontré, soit I'un des deux groupes ,G,, ou ,G,,. Si
(S, 0) = ,G43, ce groupe contient la substitution U = (134257),
(T?U)* = (1 4 6), la substitution (1 4 6) engendre avec S le groupe S,
d’aprés la proposition 5, page 20, Bases I, et C' engendre avec S, le
groupe &,, d’apres le lemme 1I de Hoyer. Done (S, 7,C) = &,. Et si
(8, C) = 4G4, ce groupe contient la substitution V =(124763) et
on a (7I*V)t = (253). Or la substitution (2 53) engendre avec S le
groupe G4 et €' engendre avec S le groupe &,. Donce (S8, 7T,0C) = G,.

3) C permute quatre des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les deux nombres 7
et 8. 8 et C sont alors forcément primitives, car le groupe (S, 7', C) est
primitif et que § et 7' sont imprimitives et ont pour systémes d’imprimi-
tivité {1, 4}, {2,5} et {3,6}. Si donc § et C étaient imprimitives,
elles devraient avoir pour systémes d’imprimitivité des ensembles com-
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prenant chacun trois éléments, ce qui est impossible puisque S et C
permutent au total 8 éléments et que 8 == 0 (mod 3). Donc S et C en-
gendrent soit le groupe S;, auquel cas le lemme est démontré, soit 'un
des deux groupes ;Gy334, 2GFase- Si (8, O) = ;G434, ce groupe contient la
substitution U =(143782) et ona (TU)> = (156). Or (15 6) en-
gendre avec § le groupe Sg, d’aprés la proposition 5, page 20, Bases I,
et C engendre avec Sg le groupe S d’apres le lemme II de Hoyer. Donc
(8,7T,0) = G3. Le raisonnement est tout a fait analogue si (8, C)
= ,(334, groupe qui contient la substitution (143 87 2).

4) C permute trois des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 ainsi que les trois
nombres 7, 8, 9. Alors si § et C sont primitives, elles engendrent,
d’aprés ce qui précéde, le groupe S, et on a aussi (8, 7T,C) = G,.

Et si C et § sont imprimitives, elles ont nécessairement pour
systemes d’imprimitivité les ensembles {1, 3,5}, {2,4,6} et {7, 8,9}
et engendrent 'un des deux groupes ,Gg, Ou 3Gigs. Si (8, C) = ;Ges,
ce groupe contient la substitution U =(173859), (7T?U)" = (3 8), la
substitution (3 8) engendre avec S, d’aprés le corollaire 2, page 13,
Bases I, le groupe symétrique des substitutions des éléments 1, 2, 3, 4,
5, 6, 8 et ce dernier groupe engendre avec C le groupe S,, d’aprés le
lemme IT de Hoyer. Donc (S, 7,C) = &,. Le raisonnement est tout
a fait analogue si (8, C) = ;G-

5) C permute deux des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les quatre nombres
7, 8,9, 10. Alors, comme le groupe (S, 7', C) est primitif, S et C sont
nécessairement primitives. En effet, si § et C' étaient imprimitives, leurs
systémes d’imprimitivité devraient comprendre chacun trois éléments,
ce qui est impossible, puisque S et 7' permutent, ensemble, 10 éléments
et que 1050 (mod3). Donc (8,0)= G, =(8,T,0C).

6) C permute un seul des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les cinq nombres
7,8,9, 10, 11. Alors (S,C) = &,,, d’aprés le corollaire 2, page 13,
Bases I. Donc aussi (8, 7,(C) = S,, et le lemme 2 est démontré.

Lemme 3. Quel que soit le cycle du sixiéme ordre C = (c, ¢, €4 ¢, C5 C),
connezxe et primitif avec le groupe Gyy, en composant C avec les substitutions
de G93 On obtient le groupe symétrique S des substitutions des éléments de
Vensemble {1,2,3,4,5,6,7,8} 4+ {c;, ¢y, €3, €4, C5, Cq}-

Démonstration. On a Gup=(8,T), ou 8=(1234586),
T=(127458) et, comme (S, T,C) = (Gyye, C), il suffira de montrer
que (8,7,C)= S. Le groupe G,,, est imprimitif et a pour systémes
d’imprimitivité les ensembles {1, 4}, {2,5}, {3,6}, {7, 8}.
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Comme la substitution C est connexe et primitive avec le groupe G,,,,
le groupe (S, T, C) est transitif et primitif. Et comme il est de degré
>8, et qu’il contient des substitutions de classe impaire, pour dé-
montrer que (S, T',C) = &, il suffit de montrer que le groupe (S, 7', C)
contient un cycle quelconque du second ou du troisiéme ordre ou encore
de montrer que deux quelconques des substitutions S, 7°, C engendrent
le groupe symétrique des substitutions des éléments qu’elles permutent,
d’ou il résulte aussitoét, d’aprés le lemme II de Hoyer, que (S, 7, C)
= S.

Sept cas sont & distinguer.

1) C permute les six nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Si S et C sont primitives, deux cas sont & distinguer. Ou bien (S, C)
= S, et alors 7' et S4 engendrent le groupe S, d’apres le lemme IT de
Hoyer, et alors (8,7,C) = S;. Ou bien (S, ()= G4,,, groupe qui
contient la substitution U = (124365), (T°U)? = (346) et cette
substitution engendre avec 7' le groupe S, d’apres le corollaire 2, p. 13,
Bases I. 1l s’ensuit que (S, 7,C) = &.

Supposons maintenant que S et C sont imprimitives. Alors comme C est
primitive avec G4, S et C ont forcément pour systémes d’imprimitivité
les ensembles {1,3,5} et {2, 4, 6} et, par conséquent, (S, C) contient
en tout cas le groupe G5. ((S, C) est alors I'un des deux groupes G5 ou
G56.) Donc le groupe (S, C) contient la substitution U = (125 6 3 4).
Or (TU)® = (356) et cette derniére substitution engendre avec T le
groupe S, d’apres le corollaire 2, page 13, Bases I. Donc (8, 7T,C)=G;.

2) C permute cinq des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et un nombre ¢ de
Pensemble {7, 8, 9}. Les substitutions § et C sont alors primitives et
les cas suivants sont alors possibles.

Ou bien 8 et C engendrent le groupe symétrique des substitutions des
éléments 1, 2, 3, 4, 5, 6, ¢, d’ou il résulte que (8,7,C)=G.

Ou bien S et C engendrent un groupe simplement isomorphe & ,G,,,
groupe qui contient soit la substitution U = (13 2 6 ¢ 4) soit la substi-
tution V=(124¢63). Si ¢c=17, ona (TUP=(246) et (T?%V)3
= (28). Si c=8, ona (T2UP = (26), (TVP=(147). Etsi ¢c =9,
on a (7%U)*=(485) et (T%V)" = (28). Donc dans tous les cas
S, 7,0)=6.

3) C permute quatre des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les deux nombres
¢,d (c<d) quiforment I'un des couples {7, 8}, {7, 9}, {8, 9}, {9, 10}.
Dans ce cas encore S et ¢ sont forcément primitives, car elles permutent
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ensemble huit éléments et que, comme le groupe (S, 7', C) est primitif,
si § et C étaient imprimitives, leurs systémes d’imprimitivité devraient
comprendre trois éléments chacun, ce qui est impossible puisque 8 =% 0
(mod 3). Deux cas peuvent se présenter. Ou bien S et C' engendrent le
groupe symétrique des substitutions des éléments 1, 2, 3, 4, 5, 6, c, d et,
par suite, (S, 7', C) = S. Ou bien le groupe (S, C) est simplement iso-
morphe & ,G,,4 et comprend 1’'une des deux substitutions U = (143c¢d2),
V=(143dc2). Alors,si c=17 et d=8, ona (T?UPp=(217) et
(I?V)* = (185). Si c=7 et d=9, ona (TU)*=(158), (T?V2)
=(135). Si c=8 et d=9, on a (T°UP¥=(345) et (TV)®
= (349). Si c=9 et d=10, ona (TU) = (158), (TV)* = (158).
Donc dans tous les cas (S, 7,C) = G.

4) C permute trois des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 ainsi que trois nombres
c, d, e (c<d<e) qui forment I'un des cinq ensembles {7, 8, 9},
{7,8,10}, {7,9,10}, {8,9,10} ou {9, 10, 11}. Si les substitutions
S et C sont primitives, elles engendrent le groupe symétrique des substi-
tutions des éléments 1, 2, 3,4, 5,6,c,d,eet (S,7,C)=S. Sup-
posons maintenant que S et C sont imprimitives. Comme le groupe
(8, T,C) est primitif, S et C ont alors nécessairement pour systémes
d’imprimitivité les trois ensembles {1, 3,5}, {2,4,6}, {c,d,e} et
I'un des deux ensembles {1,3,5}, {2,4,6} comprend les trois élé-
ments de la suite 1, 2, 3, 4, 5, 6 qui sont permutés par C.

Les substitutions S et C' engendrent alors un groupe simplement iso-
morphe & G, groupe qui contient I'une des deux substitutions
U= (1c3d5e) ou V=(1c3ebd). Si ¢c=17, d=8 et e=9,
ona (T3U2)PF = (89) et (I'V)®*=(145). Sic=17,d=8 et e =10,
ona (T'U)P = (510), (TV)*=(145). Sic=T7,d=9 et e =10,
on a (T%U)?® = (510), (T*V)3® =(59). Sic=18, d=9 et e =10, on
a (TUP=(389), (TV)=(3810). Enfin, si ¢c=9, d=10 et
e =11, les cycles C et T ont alors en commun soit les deux nombres
1, 5, soit les deux nombres 2, 4 et ils sont primitifs. En effet, comme le
groupe (S, T, C) est primitif, si les deux substitutions 7' et C étaient
imprimitives, leurs systémes d’imprimitivité devraient contenir trois
éléments chacun, ce qui est impossible puisque 'un de ces systémes doit
étre composé des éléments communs aux deux cycles 7' et C'. Donc les
deux substitutions 7' et C engendrent le groupe symétrique des substi-
tutions des éléments 1, 2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11 et, par conséquent,
(S,7,0)=@6.

5) C permute deux des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et quatre nombres
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c,d, e, f supérieurs & 6. S et C sont alors nécessairement primitives et
engendrent le groupe symétrique des substitutions des éléments qu’elles
permutent. Donc (8,7,0) = G.

6) C permute un seul des nombres, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ainsi que cinq
nombres ¢, d, e, f, g supérieurs a 6. Alors S et C engendrent le symé-
trique des substitutions des éléments 1, 2, 3,4, 5,6,¢,d, ¢, f, g et on
a (S,7,0)=G.

7) C ne permute aucun des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6. Comme C est
connexe avec le groupe ,G,4,, C permute alors 'un au moins des deux
nombres 7, 8.

Supposons d’abord que C permute les deux nombres 7 et 8, ainsi que
les nombres 9, 10, 11, 12. Les substitutions 7" et ' sont forcément pri-
mitives. En effet, comme le groupe (S, 7,C) est primitif, si 7' et C
étaient imprimitives, les ensembles {1,7,5} et {3,4,8} devraient
alors constituer deux systémes d’imprimitivité de C et 7', ce qui est
impossible, d’aprés les hypothéses faites sur C. Donc 7' et C sont bien
primitives et engendrent le groupe symétrique des substitutions des
éléments 1, 2,4,5,7,8,9,10, 11, 12. Il s’ensuit que (S,7,0C) = G.

Supposons enfin que ¢ permute I'un des deux nombres 7, 8 ainsi
que les cinq nombres 9, 10, 11, 12, 13. Alors 7' et C engendrent le symé-
trique des substitutions des éléments 1, 2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13
et (8,7,0)=G6.

Le lemme 3 est donc démontré.

Lemme 4. Quel que soit le cycle du sixiéme ordre C = (c,€5C5€,C5Cq)
connexe et primitif avec le groupe ,Gqs, en composant C avec les substitu-
tions du groupe G4, on obtient le groupe symétrique S des substitutions des
éléments de U'ensemble {1,2,3,4,5,6,7,8,9} 4 {¢;,€5,C3,64,C5,Cq}-

Démonstration. Le groupe G4, est imprimitif et admet pour systémes
d’imprimitivité les trois ensembles {1, 3,5}, {2,4,6}, {7,8,9}. On
a Giea=(8,T), o S=(123456) et T=(173859). Donc
(1G162, C) = (8, T', C) et pour démontrer le lemme 4, il suffit de prouver
que (8,7,C)=S. Comme C est connexe et primitif avec ,G,4,, le
groupe (S, T,C) est transitif et primitif. Donc pour démontrer que
(S,T,C)= G, il suffit de prouver que le groupe (S, 7', C) contient
un cycle quelconque du second ou du troisiéme ordre ou encore de prou-
ver que deux quelconques des substitutions S, 7', C engendrent le groupe
symétrique des substitutions des éléments qu’elles permutent.
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Sept cas sont & distinguer.

1) C permute les six nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6. Si S et C sont primitives,
ou bien elles engendrent le groupe S; et alors (8, 7', C) = S,, ou bien
(8, C) = G4, groupe qui contient la substitution U = (1243 65) et
ona (IU)* = (36),donc (S,7,0)=S,. Et si § et C sont imprimi-
tives, elles ont alors nécessairement pour systémes d’imprimitivité les
ensembles {1,4}, {2,5} et {3,6} et (S,C)=(@G,, groupe qui con-
tient la substitution U =(132465) et on a (7U%)" = (58). Donc
(S, T,0)=G6,.

2) C permute cinq des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et un nombre ¢ de
I’ensemble {7,8,9,10}. S et C sont alors toujours primitives et en-
gendrent soit le groupe symétrique des substitutions des éléments 1, 2,
3,4,5,6,c, ce qui implique que (S, 7,C) = &, soit un groupe sim-
plement isomorphe au groupe ,G@,,, qui contient 'une des deux substi-
tutions U =(1326c4), V=(124¢63). Si ¢c=17, ona (TUM"
=(263), (I"V) =(35). Si ¢c=8, ona (T2U) = (15) et (T3V)*
=(124). Si ¢c=9, ona (T*U) =(15) et (TV)*=(124). Et, si
¢ =10, on a (T*U)®5 = (15) et (T*V)*® = (3 5). Donc, dans tous les
cas, (8,7,0) = G.

3) C permute quatre des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 ainsi que les deux
nombres ¢ et d (c<d) qui forment I'un des couples {7, 8}, {7, 9},
{8,9}, {7,10}, {8,10}, {9,10} ou {10,11}. Alors si C et S sont
primitives, ou bien elles engendrent le groupe symétrique des substitu-
tions des éléments 1, 2, 3,4, 5,6,c,det (S,7T,C)= S; ou bien le
groupe (8, C) est simplement isomorphe & ,G,;, et contient I'une des
substitutions U =(143¢cd2), V=(143dc2). Alors, si ¢ =17 et
d=28, ona (T?UP=(79), (T*V)t=(145); si c=17 et d=29,
on a (T2U)*=(145), (T?V)*=(89); si c=8 et d=9, on a
(TUR = (148), (T*V)*=(145); si c=17, d=10, on a (TU)°
= (2710), (T*V) = (14); si ¢ =8 et d = 10, ona (T°U)* = (2810),
(7*V)y =(14); si ¢c=9 et d=10, on a (T*U)y = (14), (T*V)
= (14); enfinsi c=10 et d =11, ona (T*U)'°* = (798) et (T*V)10
= (79 8). Et si les substitutions § et C sont imprimitives, comme le
groupe (8, 7,C) est primitif, elles ont alors nécessairement pour sys-
témes d’imprimitivité les ensembles {1, 4}, {2,5}, {3,6} et {c,d}
et elles engendrent un groupe simplement isomorphe & @,y,, groupe qui
contient la substitution U = (12c45d). Alors si ¢ =17 et d =8,
ona (T*U)Y=(125); si c=7 et d=9, ona (TUP=(479); si
c=8¢et d=9, ona (TUP*=(125); si c=1T7 et d =10, on a
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(7'*U)Y = (510); si c=8 et d =10, ona (T*U) = (510); si ¢ =9
et d =10, on a (7T*U)" = (510): enfin, si ¢ =10 et d =11, on a
(I*U)° = (7 9 8). Donc, dans tous ces cas (8,7,C) = G.

4) C permute trois des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et trois nombres
¢, d, e supérieurs & 6. Alors, comme le groupe (S, 7', C) est primitif,
les substitutions S et C' sont nécessairement primitives et engendrent le
groupe symétrique des substitutions des éléments 1, 2,3,4,5,6,¢,d, e.
Donc (8,7,0)= G.

5) C permute deux des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et quatre nombres
¢, d, e, f supérieurs a 6. Alors, si § et C sont primitives, elles engendrent
le groupe symétrique des substitutions des éléments 1, 2, 3, 4, 5, 6,
c,d,e,f et (S§,7,0)=S. Et si S et C sont imprimitives, leurs sys-
témes d’imprimitivité sont alors nécessairement les ensembles {1, 4},
{2,5}, {3,6} et {c,d}, {e,f} ou {c,e}, {df} ou encore {c,f},
{e,d}. Dans ce cas, S et C engendrent un groupe simplement isomorphe
a G929, groupe qui contient une des trois substitutions U = (lcd4ef),
V=(Qdcdef), W= (1dedcf). Alorssi c=7, d=8, e=9 et
f=10, on a (T°U)*=(458), (T*Vyp=(417), (T*W)PE=(49).
D’autre part, si deux des nombres ¢, d, e, f et deux seulement font partie
de I’ensemble {7, 8, 9}, les cycles C et T ont alors trois éléments com-
muns (savoir un des nombres 1, 3, 5 et deux des nombres 7, 8, 9), ils sont
nécessairement primitifs, puisque le groupe (8, 7', C') est primitif, et ils
engendrent le groupe symétrique des substitutions des éléments qu’ils per-
mutent. Donc (S, 7', ') = &. Supposons maintenant qu’un seul des nom-
bres c,d, e, f, notamment ¢, fait partie de ’ensemble {7, 8,9}. Alors
chacune des substitutions U, V, W a avec T deux éléments communs,
notammeunt 1 et ¢, elle est donc primitive avec 7' et engendre avec 7' le
symétrique des substitutions des éléments permutés. Donc (S,7,0)=G.

6) C permute un seul nombre de la suite 1,2,3,4,5,6 et cingq
nombres c,d, e, f, g supérieurs a 6. Alors S et C engendrent le groupe
symétrique des substitutions des éléments 1, 2, 3,4,5,6,c,d, e, f, g
et (S,7,0) =@G.

7) C ne permute aucun des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6. Comme C est
connexe avec le groupe ,G44,, C permute alors I'un au moins des nombres
7, 8, 9.

Si C permute les six nombres 7, 8, 9, 10, 11, 12, comme le groupe
(8, T,C) est primitif, 7' et C sont alors forcément primitives. En effet
T et C permutent ensemble neuf éléments et si C et T étaient imprimi-
tives, leurs systémes d’imprimitivité devraient comprendre deux élé-
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ments chacun, ce qui est impossible puisque 9=£0 (mod 2). Donc 7T
et C sont bien primitives et engendrent, par conséquent, le groupe symé-
trique des substitutions des éléments 1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11, 12. Donc
8, 7,0)=06.

Supposons maintenant que C permute deux des nombres 7, 8, 9 et les
quatre nombres 10, 11, 12, 13. Dans ce cas aussi, comme le groupe
(8,7, C) est primitif, les deux substitutions 7' et ' sont nécessairement
primitives, car si 7' et C étaient imprimitives, elles devraient avoir pour
systémes d’imprimitivité les ensembles {1, 8}, {5,7}, {3,9}, ce qui
est impossible d’apres les hypothéses faites sur C'. Donc 7' et C engendrent
le groupe symétrique des substitutions des éléments 1, 3, 5, 7, 8, 9, 10,
11, 12, 13 et, par suite, (S, 7,C) = S,;.

Supposons enfin que C permute un seul des nombres 7, 8, 9 et les
cinq nombres 10, 11, 12, 13, 14. Alors 7' et C engendrent le groupe
symétrique des substitutions des éléments 1, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 11, 12,
13, 14 et (S, T,C) = Gy.

Le lemme 4 est donc démontré.

Corollazre 2. Quel que soit le cycle du stxiéme ordre C connexe et primatif
avec le groupe ,(.4., en composant C avec les substitutions de ;G1¢5, 0N 0b-
tvent le groupe symétrique des substitutions de tous les éléments permutés par
C et les substitutions de ;G4 .

Démonstration. Soit C un cycle du sixiéme ordre connexe et primitif
avec (G140 €6 80it R = (78). On a RyG R = ,Ghg;. Posons RCR-1
= C'. Comme C et ,G,4, sont connexes et primitifs, il en est de méme de
C' et de ,G.¢5- Or, d’apres le lemme 4, C' et ,G'14, engendrent le groupe
symétrique des substitutions des éléments permutés par C’ et les substi-
tutions de ,G4. Soit G = (G165, C) et soit G' = (;G142, C’). On a
RGR = @'. Donc G et G' sont simplement isomorphes et, comme ces
deux groupes sont du méme degré, il s’ensuit que G' aussi est le symé-
trique des substitutions des éléments permutés par C et les substitutions
de ,G,¢;. Le corollaire 2 est donc démontré.

Lemme 5. Quel que soit le cycle du sixivéme ordre C = (c,€3€5€4C5Ce)
connexe et primitef avec le groupe \Ggq, en composant C avec les substitu-
tions du groupe Gq9, on obtient le groupe symétrique S des substitutions
des éléments de Uensemble {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} 4+ {c,, ¢, c3, €4,
C55 Ce} -

Démonstration. Le groupe Gy, €st imprimitif et a pour systémes d’im-
primitivité les ensembles {1, 4}, {2,5}, {3,6}, {7,9} et {8,10}.
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Ona Gy = (8,7), ou S=(123456) et T = (1784910), donc
(1G9, C) = (8, T, C) et, par suite, pour démontrer le lemme 5, il
suffit de montrer que (S,7,0)= G.

Comme C est connexe avec ,Gg9, C & au moins un élément commun
avec I'un au moins des cycles S, 7'. Supposons d’abord que C' a des
éléments communs seulement avec 8. Ces éléments communs font alors
partie de ’ensemble {2, 3,5,6}. S et C sont alors primitives. En effet,
si elles étaient imprimitives, comme le groupe (S, 7', () est primitif,
alors que le groupe (8, 7') est imprimitif et a pour systémes d’imprimi-
tivité {1, 4}, {2,5}, {3,6}, {7,9} et {8, 10}, S et C devraient avoir
pour systémes d’imprimitivité les deux ensembles {1, 3,5} et {2, 4, 6}.
Or 1 et 4 ne sont pas permutés par C, alors que ’'un au moins des nombres
2, 3, 5, 6 fait partie du cycle C. Donc 8 et C sont forcément primitives
et les deux cycles du sixiéme ordre S et C ont au plus quatre éléments
communs ; 8i § et € ont 1, 2 ou 3 éléments communs, ils engendrent le
groupe symétrique des substitutions des éléments qu’ils permutent et
(8,7T,C)= &. Supposons maintenant que S et C ont quatre éléments
communs et que les éléments permutés par C sont 2, 3, 5, 6, 11, 12.
Deux cas sont possibles. Ou bien S et C engendrent le groupe symétrique
des substitutions des éléments 1, 2, 3, 4, 5, 6, 11, 12, d’ou il résulte
que (8,7,C0)=&. Ou bien S et C engendrent un groupe simplement
isomorphe & ,G,;4 et qui contient 1'une des deux substitutions U =
(15312211) ou V= (15311212). Or, chacun des cycles U, V a
un seul élément avec le cycle 7' et, par suite U et 7' aussi bien que V
et T engendrent le groupe symétrique des substitutions des éléments
1,2,3,4,5,7,8,9, 10, 11, 12. Il s’ensuit que (S,7,0) = S.

Le raisonnement est tout & fait analogue si le cycle C a des éléments
communs seulement avec 7', mais pas avec S.

Supposons maintenant que C a des éléments communs aussi bien avec
S qu'avec T'. C a alors au maximum quatre éléments communs avec
I’'un au moins des cycles S ou 7'. Supposons, pour fixer les idées, que C
a au plus quatre éléments communs avec §. Comme le groupe (S, 7', C)
est primitif et que {1,4} est un systeme d’imprimitivité de S et T,
{1, 4} ne saurait étre un systéme d’imprimitivité de S et C. Si § et C
sont imprimitives, les cycles S et C' ont alors trois éléments communs
et, ils ont pour systémes d’imprimitivité les trois ensembles {1, 3, 5},
{2,4,6}, {c,d,e}, ouc, d, e sont trois nombres permutés par C qui
ne font pas partie de S (et qui peuvent faire partie de 7' ou non). Dans
ce cas S et C engendrent un groupe simplement isomorphe & ,Giq,,
groupe qui contient en tout cas la substitution U = (125634). Or

-

110



U a deux éléments communs avec 7' et est primitif avec 7'. Donc U et T
engendrent le groupe symétrique S,, et, parsuite, (S, 7', C)=S. Sup-
posons maintenant que S et ' sont primitives. Alors, 8i S et C ont un
seul, deux ou trois éléments communs, ils engendrent toujours le groupe
symétrique des substitutions des éléments qu’ils permutent. Et si S et C
ont quatre éléments communs, alors ou bien S et C' engendrent le symé-
trique des substitutions des éléments qu’ils permutent ou bien § et C
engendrent un groupe simplement isomorphe & ,G5,4, groupe qui contient
la substitution U = (1326 b 4), ou b désigne un nombre >6 permuté
par C. Or les cycles U et T ont deux ou, au maximum, trois éléments
communs et ils sont primitifs. Ils engendrent donc toujours le groupe
symétrique des substitutions des éléments qu’ils permutent. Il s’ensuit
qu’en tous ces cas (S,7,C)=S. Le lemme 5 est donc démontré.

Corollaire 3. Quel que soit le cycle du sixiéme ordre C connexe et primitif
avec 3Glig90 0U avEC ;Gig00, €n composant C avec les substitutions de G990
ou de ;G409 , On Obtient le groupe symétrique S des substitutions des éléments
permutés par C et par les substitutions de ,G .49, respectivement de ;G'1gs.

Démonstration. Posons R = (78), R’ ' =(79), RCR'=C0C',
R'CR'71=0C", (yGi9%,C) =G, (3G192,C)=G,. Nous savons que
RyGgeo Rt = |G €t que R’ ;G 900R'™ = 3G 1999 Donc les groupes
(1G1920, C') €t (3G90, C) d'une part et les groupes (G959, C") et
(3G1920, C) d’autre part sont simplement isomorphes, ces quatre groupes
sont du méme degré et chacun d’eux est transitif et primitif. Or, d’aprés
le lemme 5, le groupe (;G195, C’) est le symétrique des substitutions des
éléments permutés par C' et les substitutions de ,G4y,. 1l s’ensuit que
G est le symétrique des substitutions des éléments permutés par C et
les substitutions de ;G149 €t que G, est le symétrique des substitutions
des éléments permutés par C et les substitutions de ;G g9, c. q. f. d.

Lemme 6. Soient m > 2 et n > m deux entiers, soit G un groupe
transitif et primitif de substitutions de degré n qui permutent les éléments
de Uensemble B = {1,2,...,n}, groupe qui contient un cycle d’ordre
m: C = (¢,Cy...C,). Alors les transformées de C par toutes les substitu-
tions du groupe QG constituent un systéme connexe et primitif de cycles
d’ordre m qui permutent les m nombres 1,2,...,n.

Démonstration. Soit G un groupe qui satisfait aux conditions de
P’énoncé, soit N I'ordre de G et soit

1) 8,=1, 8,,...,8, une suite formée de toutes les substitutions de .
Soit 2) C;=8,C8;', ¢=1,2,...,N. Posons @, = (C,,C,,...,Ch).
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Montrons d’abord que les cycles 2) permutent tous les éléments de Uen-
semble E et qu’ils constituent un systéme connexe.

A cet effet, il suffit de remarquer que le groupe G, est engendré par
une classe de substitutions conjuguées de G et, par suite, que G, est un
sous-groupe distingué de G'. Or on sait ®) que tout sous-groupe distingué
d’un groupe primitif de substitutions est transitif. Donc le groupe G, est
transitif et ses substitutions permutent tous les éléments de ’ensemble E .
Or, si les cycles 2) ne permutaient pas tous les éléments de I’ensemble £
et s’ils ne formaient pas un systéme connexe, ils engendreraient un sous-
groupe intransitif de G, ce qui est contradictoire. Notre assertion est donc
démontrée.

Montrons maintenant que le systéme 2) est primitif. En effet supposons
le contraire. Comme le systéme 2) est connexe et qu’il est composé de
cycles du méme ordre m, il existe alors un entier 4 diviseur de m et tel
que si m =m'h et si O, = (¢;1¢;5---¢C;p)s t=1,2,..., N, les en-
sembles

7) Eiq:{ciqaciq+h3'")Ciq+(m’—-1)h}’ q:1,2a -"ah)i=1:2’ . -->N)7),

constituent les systémes d’imprimitivité des cycles 2). Mais alors le
groupe G est imprimitif et admet également les ensembles 7) pour
systémes d’imprimitivité. En effet, soit § une substitution quelconque
de @, et soient K,, et £;,, deux systémes d’imprimitivité quelconques
des cycles 2). Montrons que si § transforme au moins un élément de ¥,
en un élément de E,,, alors § transforme tout l’ensemble Z;,6 en
I’ensemble E;,,. En effet, on a C;, = 8,C8;*, 0, =8,08;'. Comme
G est un groupe, S§; est une substitution de ¢ et il existe un indice g, tel
que 1<pog<N e que 8§8;=8,. On a donc §C,;§1=0C, =
(Co1Ce2- -+ Com). Comme tous les éléments de K;, sont permuté par
C, et que S transforme au moins un élément de £,, en un élément de
E,,, le cycle C, permute au moins un élément de £, , et on peut tou-
jours choisir les notations de fagon a avoir c,, € £,,, . Comme C, est un
cycle du systéme 2) que ce systéme 2 est imprimitif et que £, , est un
de ses systémes d’imprimitivité, on doit avoir {¢y1, €4 144, - - +5 Co14 (mr—1) }
= H,,,. Or, 8§ transforme un élément de E,, en c,, et le cycle C; en C,,
deux éléments consécutifs dans C, étant transformés par S en deux élé-

io

8) Voir, par exemple, W. Burnside, Theory of groups of finit order, Second Edi-
tion, Cambridge 1911, th. X, p. 196.

7) Ensembles qui ne sont pas tous distincts, mais dont deux quelconques sont soit dis-
joints soit confondus.
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ments consécutifs dans C,. Donc § transforme nécessairement E,, en
E,,,. Cela étant quelle que soit la substitution § du groupe G ainsi que
les systemes d’imprimitivité E,, et E,,, du systéme 2), il s’ensuit que le
groupe G est imprimitif et admet les mémes systémes d’imprimitivité que
le systéme 2). Or ceci contredit notre hypothése que le groupe @ est pri-
mitif. Donc le systéme 2) est bien primitif et le lemme 6 est démontré.

Démonstration de la proposition I. Soit G un groupe transitif et primitif
de substitutions des éléments 1, 2,...,n qui contient deux cycles con-
nexes et imprimitifs du sixiéme ordre C, et C, tels que C, 5% C], j=+1.
Il s’agit de montrer que G est le groupe symétrique S des substitutions
des éléments 1,2,...,n.

D’apreés le § 2 du présent travail, C, et C, engendrent un groupe I'
simplement isomorphe a l'un des groupes G5, Gag, G162, Gaa, Gro2 OU
1G1920-

D’aprés le lemme 6, ’ensemble des cycles transformés de C, par toutes
les substitutions de G constituent un systéme connexe et primitif de

cycles du sixiéme ordre, qui permutent les » nombres 1, 2,...,n. For-
mons avec tous ces cycles une suite

1) o,=0,,05,...,04 (N = ordre de G, N>1) ,

telle que, quel que soit 'entier ¢ > 2, ¢, a au moins un élément commun
avec I'un au moins des cycles o, 0;,...,;_;. Supprimons dans la
suite 1) tout cycle o; (j > 2), pour lequel il existe un indice j', tel que
1<j ' <j—1 etque o;,=0}, ot h=1ou—1, et soit

2) C;=0C,,C;,...,C% la suite restante. Comme le systéme 1) est
connexe et primitif, il en est de méme du systéme 2). Du fait que le
systéme 2) est primitif il résulte qu’il existe un indice ¢>1, tel que les
cycles C;,C;,...,C4_, constituent un systéme imprimitif alors que
C1, C,, ..., C, forment un systéme primitif. Deux cas sont & distinguer.

a) o= 2. Alors, d’aprés les lemmes 1—5 et les corollaires 1—3, les
trois cycles C;, C,, O, qui forment un systéme connexe et primitif en-
gendrent le groupe symétrique des substitutions des éléments qu’ils per-
mutent. Formons maintenant avec les cycles 2) et C, une nouvelle
suite 3) Cp,C;, Cy,Cs,...,C% et supprimons dans la suite 3) tout
cycle, & partir du quatriéme, qui ne permute aucun élément laissé fixe
par tous les cycles qui le précédent dans la suite 3).

Soit 4) C},C;, 0,0, C},...,C;, la suite restante. D’aprés ce
qui précéde, les cycles 4) forment un systéme connexe et permutent,
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les n nombres 1,2,...,n. Or, d’apres le lemme II de Hoyer, comme
les trois cycles C;, C;, C, engendrent le symétrique des substitutions des
éléments qu’ils permutent, il en est de méme des quatre cycles O}, C;,
C;, C;,, etc. ainsi que de 'ensemble des cycles C;, C;, 0y, Oy, ..., C},.
Or G,=(C,C,,Cy, 0 ,...,C;) estle groupe symétrique des substitu-
tions de tous les éléments permutés par les substitutions de G et, comme
G,cO, il s’ensuit que G'=G,. Donc G est bien le symétrique des substi-

tutions des éléments 1, 2,...,7n.

b) ¢>2. Alors les cycles 5) C;=0C,,0C,,...,C,_, forment un
systéme connexe et imprimitif dont les systémes d’imprimitivité com-
prennent soit trois soit deux éléments chacun. Par définition de la suite 2),
C, a au moins un élément commun avec l'un au moins des cycles
C;,C,...,0,_,. Soit C; (1 <j<p—1) un cycle de 5) qui a au
moins un élément commun avec C, et soit C) (I # j) un cycle de 5)
qui a au moins un élément commun avec C;. Un tel cycle ('} existe en
tout cas puisque ¢>2 et que le systéme 5) est connexe. Les deux cycles
C;, C} sont connexes et imprimitifs alors que les trois cycles C;}, C;, C,
forment un systéme connexe et primitif. Donc, d’apreés les lemmes 1—5
et les corollaires 1—3, le groupe (C;, C,C,) est le symétrique des
substitutions des éléments permutés par les trois cycles C}, C;, C,.
Formons maintenant avec les cycles du systéme 2) une nouvelle suite
6) C;,C;,C,,Ci,,Ci,...,Cly, telle que chaque cycle de cette suite
a partir du second a au moins un élément commun avec 'un au moins
des cycles qui le précédent, ce qui est toujours possible, puisque le sys-
téme 2) est connexe. Supprimons dans la suite 6) tout cycle & partir du
quatriéme (s’il y en a) qui ne permute aucun élément laissé fixe par tous
les cycles de la suite 6) qui précedent, dans cette suite, le cycle considéré.
Soit 7) Cj, 0}, Cq, C,, Oy, - ., Cf, la suite restante. Les cycles 7)
forment un systéme connexe et primitif et ils permutent le méme en-
semble d’éléments que les substitutions de G. Et comme le groupe
(C;, C}, C,p) est le symétrique des substitutions des éléments permutés
par les trois cycles C}, €, C,, il résulte du lemme II de Hoyer que le
groupe G,=(C},0},C,, 0y ,...,C;) est le symétrique des substitu-
tions de tous les éléments permutés par les substitutions de G. Or G,c@.
Il s’ensuit que G; =G et, par suite, G est bien le groupe symétrique des
substitutions de tous les éléments qui sont permutés par les substitutions
de G.

La proposition I est donc démontrée.
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§ 4. Les divers groupes que peut engendrer
un systéme connexe et primitif de eycles du sixidéme ordre

Proposition I1. Quel que sowt Uentier k > 2 et quels que soient les k
cycles du sixiéme ordre C,,C,, ..., C, qui forment un systéme connexe et
primitif, le groupe (C,,C,,...,C,) est soit simplement isomorphe & Uun
des trots groupes Gig, 1Gya, 10336, S0it le symétrique des substitutions des
éléments permutés par tous les cycles du systéme considéré.

La démonstration de la proposition II repose sur la proposition I et
sur les lemmes suivants.

Lemme 7. Quel que soit le cycle du sixziéme ordre C = (c,¢5¢;5¢,C5C)
connexe et primitif avec le groupe G4, mais ne faisant pas partie de ce
groupe, en composant C avec les substitutions de G4, on obtient le groupe
symétrique S des substitutions des éléments permutés par C et toutes les
substitutions de Gy .

Démonstration. On a G = (S,7), oo 8§=(123456), T =
(124365), donc (S, 7, C) = (Gys, C). Pour démontrer le lemme 7,
il nous suffira dont de montrer que (S, 7,C) = S. Comme le cycle C
est connexe avec le groupe G,,,, ¢ permute I’'un au moins des nombres
1,2, 3,4, 5, 6.

Six cas sont & distinguer.

1) C permute les six nombres 1, 2,3,4,5,6. Alors si C et S sont im-
primitifs, ona (S, 7, C)= S, d’aprésla proposition I, car alors (S, 7', C)
est un groupe primitif qui contient deux cycles connexes et imprimitifs du
sixiéme ordre. Et si C est primitif avec 8, comme Ce@G,,, (S, C)= G,
d’apres le § 2.

2) C permute cinq des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et le nombre 7. S et C
sont alors en tout cas primitifs et engendrent soit le groupe &,, auquel
cas le lemme est démontré, soit 1'un des deux groupes ,G,;, ,G4z. Or le
groupe ,G,, contient la substitution U= (134257) et on a (7T4U)*
=(123)=4, 4,8) =64 et (S4,0)=GS,=(8,T,C). D’autre
part, ,G,, contient la substitution V= (142357) et on a (72V)5
=(16)=B, (B,S)=GC¢ et (G,,0)=6,=(8,7T,0C).

3) C permute quatre des nombres 1,2, 3,4, 5, 6 et les deux nombres 7
et 8. Alors, si S et C sont imprimitives on a (8, 7', C) = &, d’apres
la proposition I. Et si § et C sont primitives, elles engendrent soit le
groupe S,, auquel cas le lemme est démontré, soit I'un des deux groupes
10536, 2G'336- Or le groupe ,G,;¢ contient la substitution U = (143782)
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et on a (T®U)* = (16), donc (S,T,C)= ;. Et le groupe ,G
contient la substitution V =(143872), (T?V)® = (16), donc
(8,7,0)= G.

4) C permute trois des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les trois nombres
7, 8, 9. Alors, si § et C sont imprimitives, (S, 7,C)= S,, d’aprés
la proposition I, et, si S et C sont primitives, on a (8, C) = S,, d’aprés
le §2. Donc aussi (S,7,0) = G,.

5) C permute deux des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les quatre nombres
7, 8,9, 10. Alors, si § et C sont imprimitives, (S, 7', 0) = &,,, d’aprés
la proposition I, et, si 8 et C sont primitives, (8, C) = &,, = (S,T,0),
d’aprés le § 2.

6) C permute un des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les cinq nombres
7, 8,9, 10, 11. Alors S et C sont toujours primitives et (S, C) = G,,
= (8, T,C), d’aprés le § 2.

Le lemme 7 est donc démontré.

Lemme 8. Quel que soit le cycle C = (c,cy¢53¢,C5¢4) du stxiéme ordre, con-
nexe avec le groupe Gy, et ne farsant pas partie des groupes (8h) G364 (84),
h > 8, en composant C avec les substitutions de Gy, on obtient le groupe
symétrique S des substitutions des éléments permutés par C et par les sub-
stitutions de ,G,,.

Démonstration. On a G4 = (S,7), ou 8S=(123456), T =
(134257), done (G4, C) = (S, T,C). Comme C est connexe avec
1G4z, C est connexe avec 'une au moins des substitutions S, 7. Le
groupe G = (8, T, C) est en tout cas primitif. Donc, d’aprés la propo-
sition I, si G contient deux cycles connexes et imprimitifs du sixiéme
ordre, on a G = S. Aussi nous nous bornerons & envisager le cas ou les
deux cycles 8, C respectivement 7', C pour autant qu’ils sont connexes,
sont primitifs. Cinq cas sont alors & distinguer.

1) C permute les six nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les deux cycles S et C
sont primitifs. Alors § et C' engendrent soit le groupe S, auquel cas
(S8, T, C)= &,, soit le groupe G,,,, groupe qui contient la substitution
U=(124365), et on a alors (T%U)*=(254), donc (S,T,C)
= &;.

2) C permute cinq des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et un nombre ¢ de
I’ensemble {7, 8}. Alors si C€yG;;4, comme C'€,G,,;, par hypothése,

S et C engendrent, d’apreés le § 2, le groupe symétrique des substitutions
des éléments 1, 2, 3, 4, 5, 6, cet (§,7,0)=GC. Et si C e,G5,
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comme C('€,G,;,,, S et C engendrent un groupe simplement isomorphe
& 0,4, et qui contient I'une des deux substitutions U = (12476 3) ou
V=(126385). Or (T2U)®* = (34) et (TV)> = (24 6). 1l en résulte
que (S8,7,0)=G.

3) C permute quatre nombres de la suite 1, 2, 3, 4, 5, 6 ainsi que
les deux nombres c et d (¢ <d) formant I'un des couples {7, 8}, {7,9},
{8,9} ou {9, 10} et C est primitif avec §. Si ¢ =7 et d =8 et si
C€ (436, S et C engendrent le groupe S et (S, T', C) = S;. Ou bien
C e G35 et alors (S, () = G554, groupe qui contient la substitution
U=(143872), on a (T3U2)® = (27) et, par suite, (S,7,C) = G.
Si c=7¢et d=9, comme Ce(89),Gy,6(89) et C¢€, Gy, les deux
substitutions S et C' engendrent soit le groupe symétrique des substitu-
tions des éléments 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 9 et, par suite, (S,7,C) =G,
soit le groupe (8 9) ,G554(89), groupe qui contient la substitution
U=(125679) et ona (TUM = (156), donc (8,7,C)=G. Et
sic=8,d=9 ousi c=9, d =10, alors S et C engendrent soit le
symétrique des substitutions des éléments 1, 2, 3, 4, 5, 6, ¢, d soit un
groupe simplement isomorphe & ,G;;; et qui contient 'une des deux
substitutions U =(1256c¢d), V=(1256dc) et on a (T5U)®°
= (134), (T*V)> = (134). Donc dans tous ces cas, (S, 7,0C) = G.

4) C permute trois, deux ou un seul nombre de la suite 1, 2,3, 4,5, 6
et § et C sont primitifs. Alors 8 et C engendrent toujours, d’aprés le
§ 2, le groupe symétrique des substitutions de tous les éléments qu’ils
permutent et (S, 7,0) = G.

5) C ne permute aucun des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6. Comme C est
connexe avec le groupe ,G,,, C permute alors nécessairement le nombre 7.
Soient 8, 9, 10, 11, 12 les cinq autres nombres permutés par C. Alors 7'
et C engendrent, d’aprés le § 2, le groupe symétrique des substitutions
des éléments 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11, 12 et, par suite, (S,7, C)
= Gy

Le lemme 8 est donc démontré.

Corollaire 4. Quel que soit le cycle C du sixiéme ordre, connexe et primitif
avec |Gy, et qui ne fait pas partie des groupes (8h) 3Gq36(8R), h > 8, en
composant C avec les substitutions de ,Gy,, on obtient le groupe symétrique S
des substitutions des éléments permutés par C et par les substitutions de
2042'

Démonstration. Ce corollaire résulte aussitét du lemme 8 et du fait que
3Gy = RIGuR™?, G = R GyeR1, o R=(243)(67), et que
2Gaa C (85) 2Qyqq (8R).
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Lemme 9. Quel que soit le cycle du sixiéme ordre C = (€,€4¢5¢,C5¢),
connexe et primitif avec le groupe Q45 mais ne faisant pas partie de ce
groupe, en composant C avec les substitutions de G54, on obtient le groupe

symétrique des substitutions des éléments permutés par C et les substitutions
de 1Gy36.

Démonstration. On a Gy = (S,7T), ou §S=(123456) et T =
(143782), donc (,G334,C) = (8,T,C). Posons (8,7,C)=G. Pour
démontrer le lemme 9, il suffit de montrer que G = . Le groupe G est
primitif puisque ,G,;4 st un groupe primitif de degré 8 et que C est un
cycle du sixiéme ordre connexe avec ,G,34. Si I'un au moins des couples-
S, C ou T, C est imprimitif, ¢ = S, d’aprés la proposition I.

Supposons d’abord que le cycle C' a des éléments communs avec un
seul des deux cycles 8, 7'. Si c’est avec S seulement, les éléments com-
muns & C et & T font alors partie de I’ensemble {5, 6} et, si les cycles S
et C sont primitifs, ils engendrent d’aprés le § 2 le groupe symétrique des
substitutions des éléments permutés par S et C. Et si le cycle C' a des
éléments communs avec 7', mais pas avec S, ces éléments communs
font partie de ’ensemble {7, 8}; si donc T et C sont primitifs, ils en-
gendrent le groupe symétrique des substitutions des éléments qu’ils per-
mutent. Il s’entuit dans les deux cas que G = &.

Supposons maintenant que le cycle 7' a des éléments communs aussi
bien avec S qu’avec 7'. Le groupe (S,7') = ;G536 qui est trois fois tran-
sitif contient des cycles du sixiéme ordre qui permutent six quelconques
des nombres 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8. Supposons d’abord que (€ S, et que
C permute au moins un nombre >8. Alors le groupe (S,7') contient un
cycle du sixiéme ordre C; qui a au plus trois et au moins un élément
commun avec C. Si C et C, sont imprimitifs, (S,7,C) = S, d’apreés
la proposition I. Et, si C et C, sont primitifs, ils engendrent, d’aprés le
§ 2, le groupe symétrique des substitutions des éléments qu’ils per-
mutent, et par suite (S,7',C) = S. Supposons maintenant que C a des
éléments communs avec S et avec 7' et que C ¢ S3. Si C permute cing
nombres de la suite 1, 2, 3, 4, 5, 6 et le nombre 7, S et C sont alors
primitifs et engendrent soit le groupe &, soit le groupe G4, qui contient
la substitution U =(124763) et (T*U)* = (38). Si C permute
cinq nombres de la suite 1, 2, 3, 4, 5, 6 et le nombre 8, 8 et C sont
aussi primitifs et engendrent soit le groupe symétrique des substitutions
des éléments 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, soit le groupe (7 8),G4:(7 8), groupe qui
contient la substitution V = (1326 84) et alors (72V)’ = (34). Et,
si C permute quatre nombres de la suite 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les deux
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nombres 7 et 8, alors si S et C sont imprimitifs, (S,7,C) = &, d’aprés
la proposition I. Et si S et C sont primitifs, ils engendrent soit le groupe
S, soit le groupe (.4, groupe qui contient la substitution W =
(1256178) et, dans ce dernier cas, (72W)? = (3 8). Il en résulte que,
dans tous ces cas, (S,7,C) = G;.

Le lemme 9 est donc démontré.

Corollaire 5. Quel que soit le cycle C = (c,c,¢5¢,65¢4) connexe et
primitif avec le groupe ,G3; mais qui ne fait pas partie de ce groupe, en
composant C avec les substitutions de ,G3;4, on obtient le groupe symé-
trique des substitutions des éléments de I’ensemble {1,2,3,4,5,6,7,8}
+ {c1, €a, €3, €4, C5, Cg} .

Démonstration. Le corollaire 5 est une conséquence immédiate de la
relation @34 = (7 8) ;Gla36 (7 8) et du lemme 9.

Proposition II. Tout systéme connexe et primitif S de cycles du sixiéme
ordre qui me contient aucun couple de cycles connexes et tmprimitifs en-
gendre soit un groupe d’ordre 120, de degré 6, simplement isomorphe &
G120, S0tt un groupe d’ordre 42 et de degré 7, syimplement isomorphe a |Gy,
soit un groupe d’ordre 336 et de degré 8, stmplement isomorphe @ G54,
soit le groupe symétrique S des substitutions de tous les éléments permutés
par les cycles du systéme considéré.

Démonstration. Soit k un entier >2 et soit S un systéme connexe et
primitif composé de k cycles du sixiéme ordre, systéme qui ne contient
aucun couple de cycles connexes et imprimitifs. Formons avec tous les
cycles du systéme S une suite

)y ¢,¢C,,...,04

telle que C] est un cycle quelconque de S et, quel que soit I'indice ¢> 2,
O} est un cycle du systéme S qui a au moins un élément commun avec
I'un au moins des cycles C;, C;,...,C;_,. Il est toujours possible de
former une telle suite, puisque le systéme S est connexe.

Supprimons dans la suite 1) tout cycle C; (¢ > 2), tel que

OQe(C{,C;,...,Oﬁ_l)
et soit
2) C,,0C4,...,0,

la suite restante. Il est clair que les cycles 2) permutent les mémes élé-
ments et engendrent le méme groupe que les cycles du systéme S. Les
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deux cycles C, et C, sont connexes et primitifs, d’aprés nos prémisses,
ils engendrent donc, d’apreés le § 2, soit un groupe simplement isomorphe
& 'un des trois groupes G50, Gy, 1G436, 80it le groupe symétrique &’ des
substitutions des éléments qu’ils permutent. Posons dans tous les cas
(Cy, Cy) =@, et soit I' le groupe engendré par tous les cycles du sys-
téme S. Alors si k' = 2, ona I'= G et la proposition est démontrée.

Supposons que k'>2.

Alors si G est d’ordre 120, il résulte du lemme 7, que le groupe
(04, Cy, C,) est le symétrique des substitutions des éléments permutés
par les trois cycles C,, C;, C;. Donc, d’aprés le lemme II de Hoyer,
(Cy,Cy,y...,C) = G.

Si G est d’ordre 336, il résulte du lemme 9, que (C,, C,, C,) est alors
en tous cas le symétrique des substitutions des éléments permutés par
les trois cycles C,, C,, C, et, par suite (C,,C,,...,C,) = G.

Si =G, ona (C),C,,...,Ck) =G, d’aprés le lemme II de
Hoyer.

Supposons enfin que G est d’ordre 42. Si le groupe (C,, C,, C;) n’est
pas de degré 8, d’apres le lemme 8, c’est le symétrique des substitutions
des éléments permutés par C,, C; et C;. Donc (C,,C,,...,C,) = G.
Et si le groupe (C,, C,, C,) est de degré 8, il ressort de I’étude des
groupes ,G4;, ;G536 €6 du lemme 8 que le groupe (C,, C,, C,) est soit le
symétrique des substitutions des éléments permutés par C,, C, et C,,
auquel cas (C,,C,,...,C0,) =G, soit un groupe simplement iso-
morphe & ,G;,,; dans ce dernier cas, 8si k' =3, ona I'= (C,, C,, C,).
Etsi k' >3 etlegroupe (C,, C,, C,) est d’ordre 336, d’apres le lemme 9,
le groupe (C,, C,, C,, C,) est alors nécessairement le symétrique des
substitutions des éléments permutés par les quatre cycles C,, C,, C,, C,.
Done (C,,C,,...,04) = G.

La proposition II est donc démontrée.

Remarque 2. Il ressort de la démonstration des propositions I et 11 que
tout systéme conmexe et primitif de cycles du sixiéme ordre qui permutent,

dans leur ensemble, un nombre > 9 d’éléments engendre le groupe symétrique
des substitutions de tous les éléments permutés par les cycles du systéme.

§ 5. Les bases du groupe symétrique S, de degré n > 6
dont ’une des substitutions est un cycle du sixidme ordre

Soit #n un entier > 6, soit S, le groupe symétrique des substitutions
des éléments 1,2,...,n. Proposons nous maintenant de rechercher
toutes les bases S, 7' du groupe ©,, dont I'une des substitutions 7' est
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un cycle du sixiéme ordre. Nous verrons que, si » > 9, la condition
nécessaire et suffisante pour que deux substitutions S, 7' du groupe S,
dont I'une 7' est un cycle du sixiéme ordre, constituent une base de S,,,
c’est que S et T soient connexes et primitives. Nous indiquerons aussi
les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux substitutions con-
nexes §, T' du groupe &, dont 'une 7' est un cycle du sixiéme ordre,
soient imprimitives. Enfin nous donnerons des critéres permettant de
reconnaitre toutes les bases des groupes S, S, et S; dont 1'une des sub-
stitutions est un cycle du sixiéme ordre.

Lemme 10. Sotent m > 2 et n > m deux entiers et sotent S et T deux
substitutions connexes et primitives de degré m, dont Uune T est un cycle
d’ordre m. Soit k Uordre de S et soit B = {1,2,...,n} Uensemble des élé-
ments permutés par S et T. Alors les k substitutions S*TS~%, 1 = 0,1, ...,
k — 1, constituent toujours un systéme connexe et primitif de cycles qusi
permutent tous les éléments de U'ensemble E .

Démonstration. Soient S et T' deux substitutions connexes et primitives
de degré » qui permutent (ensemble) les éléments de ’ensemble E =
{1,2,...,n}, soit k 'ordre de S et soit 7T = (byb,...b,,).

Posons 7', = S'TS% ¢=0,1,2,...,k — 1.

Soit §j un élément quelconque de U'ensemble E. Montrons qu’il existe au
moins une substitution T, (0 <t <k — 1) qui permute j. En effet si §
fait partie de I’ensemble B = {b,,b,,...,b,}, alors le cycle T\ =T
permute j. Et si j€ B, comme jek, j est permuté par S. Il existe
dont un cycle C = (a@,a,...a,) de S, d’ordre h > 2, et un indice
" (1 <i <h), tel que j=a;. Comme les substitutions S et 7T sont
connexes, un élément au moins de B fait partie de ’ensemble 4 =
{a,,ay,...,a;}. Soit a,,, un élément de A qui ¢ B et soit a, = b,
(1<t<m). Posons w=1"—1", si ¢'>i",et u=1¢ —4i"+h, si
i’ <4”. Alors T, = S%T'8-* est un des cycles 7T'; qui permute j. En effet,
soit b} I’élément que S* substitue & b;, quel que soit I =1,2,...,m.
Ona T,=(bb,...b,) et b, =j.

Montrons maintenant que les cycles 1) T,,T,,...,T, constituent un

systéme connexe. En effet, supposons le contraire. Il existe alors un entier
r<k etr cycles

2) Ti1=T0’ Tig""’Ti

de la suite 1), tels que ces r cycles constituent un systéme connexe alors
que quel que soit le cycle T'; . de la suite 1) qui ne fait pas partie de 2),
ce cycle ne permute aucun des éléments permutés par les cycles 2). Soit

T
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E, P'ensembles des éléments permutés par les cycles 2). On a H,cE
mais H, ## E. Soit SE,S8' = E,. Les ensembles E, et K, sont dis-
joints. En effet supposons que E,E, # 0 et soit a un élément commun
4 E, et & E,. Les deux ensembles E, et F, sont évidlemment d’égale
puissance. Et 8’il existait un élément b de K, qui < E,, il existerait un
cycle de 1) étranger & 2) mais connexe avec le systéme 2). En effet, soit

T,fz =8T,81 1l=1,2,...,r. Tous ces cycles font partie de la
suite 1). Comme le systéme 2) est connexe, il en est de méme du systéme
3) T ,Ti,...,T; et E,est I'ensemble des éléments permutés par les

cycles 3). Comme E,E, # 0, et que chacun des deux systémes 2) et 3)
est connexe, les cycles des deux systémes 2) et 3) constituent ensemble
un systéme connexe et ce systéme contient au moins un cycle de la suite
1) qui ne fait pas partie de 2), puisque be E, et b€ E,, ce qui est en
contradiction avec la définition de 2). Si donc E,E, #0, ona E,cE,,

et comme El = Ez, on doit avoir K, = K,. Mais alors, comme tous les
éléments permutés par 7 font partie de Z,, chacune des substitutions S
et 7' transforme l’ensemble E, en lui-méme et, comme E, est un vrai
sous-ensemble de K, S et T ne sauraient étre connexes, ce qui est en
contradiction avec les hypothéses faites sur S et 7'. Donc E,E, est bien
= 0. Posons E, = SE,S8-'. Les deux ensembles E, et E, sont dis-
joints. En effet, s’il existait au moins un élément commun & E, et E,
on devrait avoir E, = E,, sinon il existerait un cycle de 1) ne faisant
pas partie de 2), mais connexe avec 2) ce qui est contradictoire. Or on
ne saurait avoir E, = E,, puisque alors on devrait avoir SE,S! = K,,
SE,S7 = E,, ce qui est impossible, les ensembles £, et K, étant dis-
joints. Donc K,E; = 0. Montrons maintenant que les ensembles E, et
E, sont soit confondus soit disjoints. En effet, supposons que E,E, # 0
et soit @ un élément communs & E, et & E,;. Soit 7T, = S*T,8%, | =
1,2,...,r. Comme le systéme 2) est connexe, il en est de méme de
4) T{,T7,..., T, les cycles 4) permutent les éléments de ’ensemble
E, et comme E,E, # 0, tous les cycles 2) et 4) ensemble forment un
systéme connexe. Si donc Z, contenait au moins un élément b étranger
a E,, il existerait un cycle de 4), donc aussi de 1), connexe avec 2), mais
ne faisant pas partie de 2), ce qui contredit la définition de 2). Si donc

E.E;, #0, ona E,cE,. Et comme I_f]-l = F,, on a donc bien dans ce
cas B, = E,. Les ensembles E, et E, sont donc soit disjoints, soit con-
fondus. Or si E, = E,, on doit avoir & = K, 4+ E,, puisque chacune
des deux substitutions § et 7' transforme l’ensemble E, + E, en lui-
méme et que S et 7' sont connexes.
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Soit maintenant 2 un entier >2 et supposons que nous ayons déja
démontré que les ensembles £, B, = SE, 8, ..., E, = SE,_,S8~! sont
disjoints deux & deux. Posons K, , = SE,S-'. Montrons que E.E, ,
= 0, quel que soit © =2,3,...,h, que K, et E,_ , sont soit disjoints,
soit confondus et que si K, =E, ,, alors E=E,+ E,+.--+ E,.
En effet, soit d’abord ¢ un indice, tel que 2 <7 <k, et supposons que
E.E, ,+# 0. Alors on doit avoir E, = FE,,,. En effet, les cycles 5)

S§=T,8-#, 1=1,2,...,r, qui tous font partie de 1) constituent un
systéme connexe et permutent les éléments de ’ensemble E,. Les cycles 6)
ST, 8" 1=1,2,...,r, constituent également un systéme connexe

de cycles appartenant & la suite 1) et les cycles 6) permutent les éléments
de I'ensemble B, ,. Si E.E, , # 0, les cycles 5) et 6) ensembles cons-
tituent un systéme connexe qui permute tous les éléments de ’ensemble
E,+ E, . EtsiFE,,, contenait au moins un élément b étranger a E,,
les transformés des cycles 5) et 6) par S—*! formerait un systéme con-
nexe de cycles appartenant a la suite 1) et comprenant tous les cycles
de la suite 2) et au moins un cycle de 1) étranger & 2), ce qui est contra-
dictoire. Si donc EE, ., # 0, on doit avoir K, ,cE,; et comme

E’i == E’,H_l, on doit avoir B, = K, ,. Or, par définition de E,, S trans-
forme E, ; en E;. On doit donc avoir E, , =E,, , et E,=E, ,, ce
qui est impossible puisque X,_, et E; sont, par hypothése, disjoints. Donc
EE, ,=0, 1:=2,3,...,h. Quant aux deux ensembles K, et E,_,,
en répétant le raisonnement fait pour E, et E;, on voit qu’ils sont soit
confondus soit disjoints. Et comme § et 7' sont connexes, si ¥, = K, ,,
on doit alors avoir £ = K, + E, + ---+ E,, puisque S aussi bien que
T transforme ’ensemble E, + E, 4 ---+ K, en lui-méme. Si donc le
systéme 1) n’est pas connexe, on peut en tout cas décomposer ’ensemble
E en une somme de » > 2 sous-ensembles K, , H,,..., E,, disjoints
deux-a-deux, d’égale puissance et tels que 7' transforme chacun de ces
ensembles en lui-méme, alors que S transforme £, en K,, Eyen E,, ..., K,
en E,. Donc les deux substitutions § et 7' sont imprimitives et ont pour
systémes d’imprimitivité les ensembles E,, E,,..., E,. Or ceci contre-
dit I’hypothése que les deux substitutions S et 7' sont primitives. On voit
donc que le systéme 2 est nécessairement connexe.

Montrons enfin que le systéme 1) est primitif. En effet supposons le
contraire. Comme le systéme 1) est connexe et qu’il se compose de cycles
qui sont tous du méme ordre m, il existe donc un entier ¢, diviseur
de m, tel que 2 <t<m, m=m't et que, quel que soit le cycle
T,=(b;1b;,...5,,),t=0,1,...,k—1, du systéme 1), les ensembles
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E,={bjybigrv, - - bjgrm—ne}, 8=1,2,...,t, sont des systémes
d’imprimitivité de tous les cycles du systéme 1) tout systéme d’imprimi-
tivité des cycles 1) étant, & son tour, un ensemble de la forme Z,,. Soient
E, et E, deux systémes d’imprimitivité quelconques de 1’ensemble des
cycles 1) et supposons que S transforme au moins un élément de £, en
un élément de E,. Montrons que S transforme alors tout ’ensemble £,
en K,. En effet, comme F, est un systéme d’imprimitivité de I’ensemble
des cycles 1), il existe deux entiers ¢ et s, tels que 0 <: <k — 1,
1<s<t et que E, = {b;,, 0,501, 0i51(m—ne}- Donc tous les élé-
ments de I’ensemble E, sont permutés par le cycle 7', = (b, b;5... b,,,)
du systéme 1). Soit b,,, ;, un élément de E, que S transforme en un élé-
ment » de E,. Or, par définition de la suite 1), § transforme T, en T, _,,
¢+ 1 devant étre remplacé par 0,81 t =k —1,et T, , =(b;;,,,b,115.-.
b;y1m). Comme 8 transforme b,,.;, en u, il doit exister un indice v
(1 <v<m), tel que U=b,,,, et, d’aprés ce qui précéde, ’ensemble
B, = {(bi110> Ois104ts s Vis104m—ne}, OU les indices v +1¢,...,
v 4+ (m’' — 1)t doivent étre réduits modulo m de fagon a étre compris
au sens large entre 1 et m, est un systéme d’imprimitivité de I’ensemble
des cycles 1). Et comme 8 transforme 7'; en T, , et b, ,, en b, ,,,
biggstas 1 bypyoprse s biprjrpmor €0 bypyyy ey, OU les indices >m
doivent étre réduits modulo m, on voit que S transforme E, en E,. Et
comme E, et E, sont deux systémes d’imprimitivité de I’ensemble des
cycles 1) qui ont en commun 1’élément %, on doit avoir E, = E,. On
voit donc bien que si S transforme au moins un élément de E, en élé-
ment de ,, S transforme tout ’ensemble £, en £,. La substitution 7'
jouit de la méme propriété puisque 7' = 7T, est un cycle du systéme 1)
qui est imprimitif et dont £, et E, sont deux systémes d’imprimitivité
quelconques. Donc les substitutions S et 7' sont imprimitives et ad-
mettent les mémes systémes d’imprimitivité que les cycles 1). Or ceci
contredit notre hypothése que S et T sont primitives.
Donc le systéme 1) est bien primitif et le lemme 10 est démontré.

Proposition I11. Quel que soit Uentier m > 9, la condition nécessaire
et suffisante pour que deux substitutions S, T du groupe symétrique S,
d’ordre n!, dont Uune T est un cycle du sixiéme ordre, constituent une
base de S,, c’est que S et T soient connexes et primitives.

Démonstration. La condition est nécessaire. En effet, soit S, 7" une
base du groupe &,,, dont I'une des substitutions 7" est un cycle du sixiéme
ordre. On a donc (S,7)=S,. Si § et T n’étaient pas connexes, le
groupe (8,7) serait intransitif, ce qui est impossible puisque &, est
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transitif. Donc S et 7" sont nécessairement connexes. Et, si S et 7' étaient
imprimitives, le groupe (S8,7') serait imprimitif, ce qui également est
impossible, puisque le groupe &, est primitif. La condition énoncée est
donc bien nécessaire.

La condition est suffisante. En effet, soient S et T deux substitutions
connexes et primitives de degré » > 9 qui permutent, ensemble les
n nombres 1,2,...,n, soit 7' un cycle du sixiéme ordre et soit k I’ordre
de la substitution §. Posons 7, = S*7S—%, ¢=0,1,..., k. On a, en
particulier, 7,=7T. D’aprés le lemme 10, les cycles 7,T,,...,7T,,
forment un systéme connexe et primitif de cycles du sixiéme ordre qui
permutent les n» nombres 1,2,...,n et, d’aprés la remarque 2, ces
cycles engendrent le groupe symétrique S, des substitutions des éléments
1,2,...,n. Donc S,c(8,T). Et comme on aévidemment (S,7T)cS,,
il ’ensuit que (§,7) = S,. Donc 8, T est une base de S, et la condi-
tion énoncée est bien suffisante.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux substitutions con-
nexes S et T, de degré n, dont Uune T est un cycle du sixiéme ordre, sotent
tmprimitives.

Soit » un entier >6, soit S une substitution de degré n composée
desh (1 <h < 6) cycles Cy,C,,...,C,, tels que O, = (a,0,... a,),

02 = (a’m1+1' * - am1+m2) Tt Oh = (a’m1+m2+---+mh_1+1 e am1+m2---+mh) ’
ml "”— mz "l" .. ‘+ mh _ n, et SOit‘ T —_ (b1b2b3b4b5b6), Oﬁ bl’ ba, b3, b4,
by, bg sont six nombres de la suite a,,a,,...,a,, dont I'un au moins

appartient & chaque cycle de S.

Nous utiliserons les notations suivantes. Si deux éléments b;, b, per-
mutés par 7' font partie d'un méme cycle C; (1 <1 < h) d’ordre m,
de Setsi O = (@,,10y,2.-- Cyypy) OO u=my~+ -+ my_,, a,=D>b,,

a,=2"0;, u+1<v<u+m, v+1<w<u-+m;, nous désigne-
O —_
rons par le symbole b;b; ou, pour abréger, simplement par b, b; et nous

appellerons distance de b, & b, dans le cycle C, le plus petit entier positif,
tel que v+ b, 6, = w (mod m,).

D’autre part, quel que soit I’élément a, du cycle C,;, (u+1<I<u-t+m,)
et quel que soit ’entier £, nous désignerons par le symbole a, , I’élément
a,ducycle C;,telque u + 1 <s <u -+ m, et que s =r + k (mod m,).

Soit §, k, I, m, n, p, ¢ une permutation quelconque des nombres
1,2,3,4,5,6et s0it b,=a, , by=a, , b=a,
et b,=a, .

Les conditions suivantes sont nécessaires et suffisantes pour que les
deux substitutions 8 et 7' soient imprimitives.

1 bm = Q;, > bp:a'ip
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I. Si 8 se compose d’un seul cycle C, = (a,a,... a,) d’ordre n qui
contient tous les éléments permutés par la substitution 7'=(b,b,b,b,b;b¢)
etsi b,=a,; (j=1,2,3,4,5,6), pour que S et T soient imprimitives,
il faut et il suffit que I’'une (au moins) des trois conditions suivantes soit
satisfaite :

1. D(bb,, biby, bib,, bibs, bybg,n)>1,
2. byby=1>b4b,, byby=b5b,, b3bg = bgb; ,

3. n=0(mod3), {a,,a ns; & 1ans} = {by,bs, b5}
et
@iy > Biymn > Bsyranp} = {02, b4, b6} OU @y, =b,, a, =b,.

II. Si 8 contient deux cycles C, = (2,a,... a,,) et Oy = (@, ;...
@, +m,), trois cas sont a distinguer.

ITa) L’un des deux cycles C,, C, contient un seul des éléments per-
mutés par 7' et le second des deux cycles C,, C, contient cinq éléments
permutés par 7. Soit b; ’élément de 7' permuté par le cycle C) et soient
by, b, b,,, b,, b, les cinq éléments de 7' permutés par C'”, ou {4, u}
= {1, 2}. Alors la condition nécessaire et suffisante pour que S et 7'
soient imprimitives, c’est que D(b,b,, b,b, , b;b,, b,b,, m;, my)>1.

IIb) L’un des deux cycles C,, C, contient deux éléments permutés
par 7 et le second des deux cycles C,, C, contient quatre de ces éléments.
Soit C) le cycle de S qui permute les deux éléments b;, b, de T et soit
C, le cycle de S qui permute les quatre autres éléments b,, b,,, b,, b,
de 7'. Alors pour que S et 7' soient imprimitives, il faut et il suffit que
Pon ait soit

1. D@5, 5,5,, 5;5,, 5;5,, m,, my) >1,

soit

2. B,6,=0b:b,, b5, =b,5,, b6, =b.5,,

les ensembles {j,k}, {l,m}, {p,q} étant, & I'ordre prés, {1, 4},
{2,5} et {3, 6}.

IIc) Chacun des cycles C,, C, contient trois éléments permutés
par T. Soit C) le cycle de S qui permute les trois éléments b,, b,, b,
de T et soit C, le cycle de S qui permute les trois éléments b,,, b, et
b, de 7T'. Alors pour que 8 et 7 soient imprimitives, il faut et il suffit
que soit
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1. D(b;b,, b,b,, b,b,, b,b,, my, my) >1
soit

2. que {j,m}, {k,p} et {l,q} étant, & lordre prés, les couples
{1,4}, {2,5}, {3,6}, que m;=m,, b;b,="b,b,,bb, =Db,b, .

Soit 3. que {5, k,l} et {m,p,q} étant, & Pordre prés, les ensembles
{1,3,5} et {2,4,6}, que m; =0(mod3), m,=0(mod3),
{ai, N ai5+2m7\/3} = {b;, by, b}, {a,,, aim+m,;,/3 ) aim+zm#/3}
= {b,,, b,,b,}, ou a;, = b;,a, =b,.

III. Si S contient trois cycles

Clz(al az . e 'aml) 2 02=(am1+1 & 'am1+m2) b 03:(am1+m2+1 .. ‘a’ml+m2+ms)3

trois cas sont a distinguer.

IITa) Deux cycles de S contiennent chacun un élément permuté
par T et le troisiéme cycle de S contient quatre éléments permutés par 7'.
Soit b;eC), b,eC,, et soient b, b,,, b,, b, les quatre éléments per-
mutés par 7' qui font partie du cycle C, de §, {4,u,»} = {1, 2, 3}.
Alors pour que § et 7' soient imprimitives, il faut et il suffit que soit

1. D(,b,,,b,b,, bjb,, my, my, my)>1, soit 2. que {j,k},
{l,m}, {p, q} étant, & I'ordre prés, les trois ensembles {1, 4}, {2, 5},
{8, 6}, que my=m,, b,b,=>,b,,b,b, =0b,b, .

IIIb) Un cycle de S contient un seul élément permuté par 7', un
second cycle de S contient deux éléments permutés par 7 et le troisiéme
cycle de S contient trois éléments permutés par 7'. Soit b, C), b; et
beC,, b,, b, et b,eC,. Alors pour que S et 7' soient imprimitives,
il faut et il suffit que soit

1. D(b;b,;, b,b,, b,b,, my, my, mz) >1,
soit
2. que {¢;, ¢, ¢} et {¢,,%,, ¢,} étant & D'ordre prés les
ensembles {1,3,5}, {2,4,6} on ait m,=2m,, b,b,=0bb,,
mv = 0 (mOd 3) 9{aim3 aim+mv/3 ’ a’im+2mv/3} = {bm’ bps bq} Oﬁ a’im= bm‘
IIIc) Chacun des trois cycles de S contient deux éléments permutés
par T'. Soient b; et b, eC), b, et b, eC,, b, et b,eC,. Pour que §

et T soient imprimitives, il faut alors et il suffit que soit
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1. D(b;b;, b;b,,, b,b,, m;, my, mg) >1 soit 2. que {j,k},
{t, m}, {p, q} étant, & 'ordre prés, les ensembles {1, 4}, {2, 5}, {3, 6}
Pon ait b,b, = b.b;, b,;b,, = b,b,,b,b, = b,b,, soit 3. que {j,k},
{l,p}, {m, q} étant, & I'ordre prés, les ensembles {1, 4}, {2, 5}, {3, 6},
Pon ait b;b, = byb;, m,=m,, bb,=>0,b,, soit 4. que {j,, p}
et {k,m,q} étant, a 'ordre prés, les ensembles {1, 3, 5}, {2, 4, 6},
on ait m, = my = m, , b, b, = b;b,, = b, b, .

IV. 8Si 8 contient quatre cycles

01 = (al az & % 8 aml , 02 = (a/m1+l o0 e aml+m2) 5

03 = (a’m,+m2+1 e aml+m2+m3)! 04 = (a’m1+mz+m3+1 i 'am1+m2+ma+m.) ’

deux cas sont & distinguer.

IVa) Trois cycles de S contiennent chacun un seul élément permuté
par T et le quatrieme cycle de S contient trois éléments permutés par7'.
Soit b, ¢0,, bkeC'“, byeC,, b,, b, et b,eC,, {A, pu,v,0}=
{1,2,3,4}. Pour que S et T soient imprimitives, il faut alors et il
suffit que soit

1. D®,b,, b,b,, m;, my, my, mg)>1, soit 2. que {j,k,l} étant

I'un des deux ensembles {1, 3,5}, {2, 4, 6}, l'on ait m) = m, = m,,

m,=0 (mod 3), {a.,, Qi +mg /3> aim+2m‘,/3} ={bm, b,, b}, ot Cipy = b

IVDb) Deux cycles de S contiennent chacun un élément permuté par 7'
et les deux autres cycles de S contiennent chacun deux éléments permutés
par T. Soit b;eC), b,¢C,, b et b,eC,, b, et b, eC,. Alors pour
que S et 7 soient imprimitives, il faut et il suffit que soit

1. D(;b,,,b,b,, m,, my, my, my) >1, soit 2. que {j,k}, {I, m},
{p, q} étant, & I’ordre prés, les ensembles {1, 4}, {2,5}, {3, 6}, on ait
my=m,, bb, =05,b,, b,b,= b,b,, soit 3. que, {j,k}, {l,p},
{m, q} étant, & 'ordre prés, les ensembles {1, 4}, {2,5}, {3,6}, on
ait my =m,, m,=m,, b b, =b,b,, soit 4, que {j, !, m} et {k,p,q}
étant, & l'ordre prés, les ensembles {1, 3, 5}, {2,4,6}, l'on ait
m,=2my, my = 2m,, b;b, =b,b,, b,b, =10b,b,.

V. 8i S contient cinq cycles
C,=(a,0,...0a,), Oy, = By 1+ By 4 my) 5

C’3 = (am1+m2+1 A a’m1+m2+m,), 04 = (am1+m,+ma+l .. 'am1+m3+ma+m‘) ’

05 - (a’m+m3+m3+m‘+1 o a’m1+m2+m,+m‘+m5) ’
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quatre cycles de S contiennent chacun un élément permuté par 7', alors
que le cinquiéme cycle de S contient deux élémnets permutés par 7.
Soit

b;eCy, b,eC,, beC,, b,e0,,b,etb,eC,, {A,,v,0,0}={1,2,3,4,5}
Pour que S et 7' soient imprimitives, il faut et il suffit que soit

1. D(,b,, m;, my, my, my, mg)>1, soit

2. que, {j,%k}, {{,m}, {p,q} étant, & lordre prés, les ensembles
{1,4}, {2, 5}, {3,6}, on ait my=m,,

3. que, {j,k,l} et {m,p,q} étant, & l'ordre pres, les ensembles

{1,3,5}, {2, 4,6}, onait my=m,=m,, m,=2m,, b,b,=b,b,.

m,—mg, 5,8, =5, soit

VI. 8Si S contient six cycles C,, C,, C;, C,, C;, Cq d’ordres respectifs
my, My, My, My, My, Mg, chaque cycle de S contient un élément et un
seul permuté par T'. Soit b, eC), by eC,, b;eC,, byeCy, byeC, et
bge Cp, {A,pu,v,0,0,e}=1{1,2,3,4,5,6}. Alors la condition néces-
saire et suffisante pour que S et 7' soient imprimitives c’est que soit
1. D(my, my, my, my, ms, mg) >1, soit 2. que my = m,, m, = m,,

m, = m, soit 3. que m, =m, =m,, m,

Les bases des groupes Sq, S, et S dont U'une des substitutions est un
cycle du sixiéme ordre.

®
= my, = m, .

Soit 7 un entier vérifiant les inégalités 6 < n < 8, soit S, le groupe
symétrique d’ordre n! dont les substitutions permutent les éléments
1,2,...,n, et soient § et 7' deux substitutions de &,, dont I'une 7T
est un cycle du sixiéme ordre. La condition que S et 7' soient connexes
et primitives est alors nécessaire pour que S et 7' puissent constituer
une base de S, , mais cette condition n’est pas suffisante. Soit 7' =
(@,a5a3a,a5a4). Distingons maintenant les cas ot n = 6, 7 et 8.

1. Soit n = 6. Alors la condition nécessaire et suffisante pour que
les deux substitutions S et 7' constituent une base de S, c’est que S
et T soient connexes et primitives et que S 7= T°U'T-¢, ou

U = (a,a,a4a3a40;), 1 =1,2,3,4,5
U = (a,05a;5a504a,), 1=1,2

U = (a,a,03a4a,), 17=1,2,3,4 1=1,2,3,4,5,6
U = (a,a5a50;) ou (a,a,04a;), j=1,2,3
U = (a,a:050,) j=1

U= (a,a;) (@2a,), =1, t=1,2,3.
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2. Soit m» = 7. Alors la condition nécessaire et suffisante pour que

(8,T)=S,, cest que S et T soient connexes et primitives et que
S £ TUIT-, ou

l

1,2,3,4,5,6 et
(@,05050,040,a;) OU (@,02040,0305a,), j =1
= (@, 3304A30,0;) ou (a,aaq,a,a4a,), 7=1,2,3,4.5

v

U
U

|

a, désignant le nombre de la suite 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 qui n’est pas per-
muté par 7.

3. Soit n = 8. Alors la condition nécessaire et suffisante pour que
(8,7) = S, c’est que S et T soient connexes et primitives et que
S£ReT:UIT R*, oo R= (a,ag), k=10u2,1=1,2,3,4,5,6

U = (a,0303040,05030,), (@) 020,0305040,05) OU (@) ByQ5 030703 06ay).
7=1,2,3,4,5,6,7

U = (a,a,0505a60;0,0;), j=1,2,3

U = (a,0,a,0,0,a4a,), j=1,2,3,4,5,6

U = (a,a,a;a4a5a,) ou (a,a;a;a,aqa,) §j=1,2,3,4,5

U = (q,a,a,a50405), 1=1,2

a, et ay désignant les deux nombres de la suite 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8 qui
ne sont pas permutés par 7.

(Regu le 14 avril 1949.)
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