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Les bases du groupe symétrique dont Tune
des substitutions est un cycle du sixième ordre

Par Sophie Piccard, Neuehâtel

§ 1. Introduction
Soit n un entier >6, soit Qn le groupe symétrique des substitutions

des éléments 1,2,...,%. Il existe, comme on sait, des couples S, T
de substitutions de Qn — appelés bases de <5n — qui engendrent le

groupe Sn tout entier par composition finie.
Le but du présent travail est de rechercher toutes les bases 8,T du

groupe Sn dont Tune des substitutions T est de la forme Î7=(616263646566),
où bx, 62

>
&3

9 ^4 > ^5> ^e sont six nombres distincts quelconques de la suite
1,2, ...,n.

Pour résoudre ce problème, nous examinerons d'abord tous les groupes
que peuvent engendrer deux cycles connexes du sixième ordre, c'est-à-
dire deux cycles du sixième ordre qui ont au moins un élément commun.
Nous démontrerons que si un groupe primitif de substitutions G contient
deux cycles connexes et imprimitifs indépendants du sixième ordre,
alors G est le groupe symétrique des substitutions des éléments
permutés. Cette proposition curieuse en soi est très utile pour l'étude que
nous avons entreprise. Nous examinerons ensuite les groupes que peut
engendrer un système conexe et primitif quelconque de cycles du sixième
ordre *) et nous en déduirons les critères permettant de discerner toutes
les bases du groupe Qn dont l'une des substitutions est un cycle du
sixième ordre.

*) Un système de cycles qui permutent un ensemble E d'éléments est dit connexe s'il
n'existe aucun sous-ensemble propre E ^ de E composé de la totalité des éléments de
certains cycles du système envisagé. Un système connexe de cycles est dit primitif s'il
est impossible de décomposer l'ensemble E des éléments permutés par les différents cycles
du système en une somme de k > 2 sous-ensembles El9 l£fc, tels que

Êt Ê2 • • •= Êk > 2, EjE. 0 si *;zf ;, E Ex + • • •+ Ek
et que, quels que soient les indices * et ; (1 < i < kf 1 < ; < k) et quel que soit le
cycle O du système envisagé, si C transforme au moins un élément de Ei en un élément
de Et, alors C transforme tout l'ensemble E^ en 2£., et le système est dit imprimitif
dans le cas contraire. Rappelons que le symbole Et désigne la puissance de l'ensemble E{.
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§ 2. Les divers groupes

que peuvent engendrer deux cycles connexes du sixième ordre

Soient Cx et C2 deux cycles connexes du sixième ordre. Soit n le nombre
total des éléments qu'ils permutent et soient 1, 2, n ces éléments.
Soient Cx (123456) et soit h le nombre d'éléments communs à

Gx et à C2. Comme (71 et C2 sont connexes, on a 1 < h < 6.

a) Supposons d'abord que h 6. Alors C2 (b^^^^bt), où
62626364656e est une permutation quelconque des nombres 1, 2, 3, 4,
5, 6. Il y a donc en tout 120 cycles C2 différents.

a2) Les deux cycles Cx et C2 sont primitifs (ce qui se produit dans 102 cas).
Alors deux éventualités peuvent se présenter.

an) C2 est l'un des 18 cycles C[ W Cf *, où U (1 4 5 3 2 6), j ± 1,
et t=l,2,3,4,5,6, ou bien £7 (1 3 5 2 6 4), /=1, i 1,2,
3,4,5,6, et alors Ct et C2 engendrent le groupe (?120, d'ordre 120 et de

degré 6, trois fois transitif, simplement isomorphe au groupe
symétrique S5.

Le groupe Guo peut être caractérisé par les quatre relations S9 1, T2 1,
(ÏY?4)8 1, (TS)A 1. Il se compose de 20 substitutions du type 6*), 20
substitutions du type 3.3, 24 substitutions du type 5, 30 substitutions du type 4, 15
substitutions du type 2.2, 10 substitutions du type 2.2.2 et de la substitution
identique. Si l'on répartit les substitutions de G120 ©n classes de substitutions conjuguées,

en prenant dans une même classe deux substitutions de G120 dans le cas et ce
cas seulement où Tune de ces substitutions est la transformée de l'autre par une
substitution du groupe #120, on constate que deux substitutions semblables de 6r120

font toujours partie d'une même classe. La condition nécessaire et suffisante pour
que deux substitutions de G120, dont l'une au moins est impaire, constituent une
base de ce groupe, c'est qu'elles soient connexes et primitives. Le groupe (r120 possède
des bases des douze types2) suivants: (6,6), (6,5), (6,4), (6,3.3), (6,2.2.2), (6,2.2),
(5,4), (5,2.2.2), (4,4), (4,3.3), (4,2.2.2) et (4,2.2). Il a notamment 180 bases
du type (6,6), 360 bases du type (6,3.3), 480 bases du type (6,5), 600 bases du
type (6,4), 120 bases du type (6,2.2.2), 240 bases du type (6,2.2), 240 bases du
type (5,2.2.2), 480 bases du type (5,4), 120 bases du type (4,2.2.2), 360 bases
du type (4,3.3), 120 bases du type (4,2.2) et 120 bases du type (4,4). Le nombre

2) Soient n, al9 o2,..., ak (ax !>- a2 ^> • • • ^ ak) des entiers >1 et soit S une
substitution du groupe (5n. Nous dirons que la substitution S est du type ax • a2 • • afc
s'il est possible d'ordonner les cycles d'ordre > 1 de S en une suite Clt (72,..., Ck,
telle que le cycle C{ est d'ordre av i= 1,2,...,&.

Soit G un sous-groupe transitif et primitif de <5n, à base du second ordre. Nous dirons
qu'une base S, T de G est du type (a, b) si la substitution S est du type a et si T est du
type b. Une base S, T de G est dite de première espèce et du genre 1 s'il n'existe aucune
substitution R de Sn, telle que RSR-1 T, RTR~l S, et elle est dite de première
espèce et du genre 2 s'il existe une substitution de l'ensemble Sw — G qui transforme
S en T et T en S, Une base S, T de G est dite de seconde espèce s'il existe une substitution
R de G, telle que RSR-1 T et que RTR'1 S.
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total de bases de #120 est 3420 57 X 60. C'est un multiple de la moitié de l'ordre
du groupe considéré. 3120 bases de 6r120 sont de première espèce et du genre 1 et
300 bases sont de seconde espèce2). Notamment, toutes les bases de l'un des types
(6,6) ou (4,4) sont de seconde espèce. Le groupe G12Ù est composé. Il admet pour
seul vrai sous-groupe distingué le groupe 6r6O d'ordre 60 formé de toutes les
substitutions de classe paire de G120. Il n'existe aucune substitution de l'ensemble
36 — 6r120 qui soit permutable avec G12Q.

a12) C2 est l'un des 84 cycles du sixième ordre de <56, primitifs avec
C1 et qui ne font pas partie de 6?120. Alors Cx et C2 engendrent le groupe
symétrique S6.

a2) Les deux cycles Cx et C2 sont imprimitifs. Il y a au total 18 cycles
C2 imprimitifs avec C1. Deux cas sont alors à distinguer.

a21) Cx et G2 ont pour systèmes d'imprimitivité les deux ensembles {1,3,5}
et {2, 4, 6}. Ce cas se subdivise en les trois suivants:

a^) C2 Cf1 et alors Cx et C2 engendrent le groupe cyclique GB

d'ordre 6.

a21) C2 C[WCï\ où U= (12 5 634), j=±l, f=l,2, et alors
Gx et C2 engendrent le groupe imprimitif G18, d'ordre 18, qui se

compose de six substitutions du type 6, 4 substitutions du type 3.3,
4 substitutions du type 3, 3 substitutions du type 2.2.2 et de la
substitution identique. Deux substitutions du type 6 de G18, dont
l'une n'est pas une itérée de l'autre, constituent toujours une base
de G1S.

a£) C2 CiUW-\ où U (123 654), y ±1, » 1, 2, 3, et
alors Cx et C2 engendrent le groupe imprimitif Cr36 d'ordre 36,
composé de 12 substitutions du type 6, 4 substitutions du type 3.3,
4 substitutions du type 3, 6 substitutions du type 2.2.2, 9

substitutions du type 2.2 et de la substitution identique. Deux
substitutions du type 6 de (?36, qui ne font pas toutes deux partie du

groupe G18, engendrent toujours le groupe (?36. On a G1sœGSq.

a22) Cx et C2 ont pour systèmes dHmprimitivité les ensembles {1,4},
{2,5} et {3,6}, mais non pas {1, 3, 5} et {2, 4, 6}. Alors C2 C\ U'Cî*,
où U (1 3 2 4 6 5), j ± 1, i 1, 2, 3, et alors Gt et C2 engendrent
le groupe imprimitif Gu, d'ordre 24, composé de 8 substitutions du type
6, 8 substitutions du type 3.3, 1 substitution du type 2.2.2, 3
substitutions du type 2.2, 3 substitutions du type 2 et de la substitution
identique. Deux substitutions du type 6 de Gu, dont l'une n'est pas
une itérée de l'autre, engendrent toujours le groupe Gu.
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b) Supposons maintenant que h 5. Donc C2 (bxb2bzbAbbb%), où
cinq des nombres blyb2,b3,bé,bb, 66 font partie de la suite 1,2,3,4,
5, 6 et le sixième est 7. Il y a 720cycles C2, Cx et G2 sont alors toujours
primitifs. Le cas b) se subdivise en les trois suivants

bj) C2 est l'un des 12 cycles C\ UjGx\ où U (1 3 4 2 5 7), j ± 1,
i 1,2, 3, 4, 5, 6. Alors les deux substitutions Oj et C2 engendrent le

groupe métacyclique xOà2, d'ordre 42.

Le groupe XOA% comprend 6 substitutions du type 7, 14 substitutions du type 6,
14 substitutions du type 3.3, 7 substitutions du type 2.2.2 et la substitution
identique. Ce groupe est caractérisé par les trois relations fondamentales S* 1,
T6 1, T*ST2SA 1. Le groupe tG^t possède des bases des cinq types (7,6),
(6,6), (6,3.3), (6,2.2.2), (3.3,2.2.2). Toute substitution du type 7 forme avec
toute substitution du type 6 de xQi% une base de ce groupe. La condition néses-
saire et suffisante pour qu'une substitution A du type 6 forme une base de 1Gf42

avec une substitution B de l'un des types 6, 3.3 ou 2.2.2, c'est que A et B soient
connexes. De même, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une substitution A
du type 3.3 forme avec une substitution B du type 2.2.2 de tGi2 un© base de ce
groupe, c'est que A et B soient connexes. Le groupe -fit^ possède au total 504

12x42 bases, dont 84 sont du type (7,6), 84 du type (6,6), 168 du type (6,3.3),
84 du type (6,2.2.2) et 84 du type (3.3,2.2.2). 462 bases de tGA2 sont de première
espèce et du genre 1 et 42 sont de seconde espèce. Le nombre total de bases de
tGi2 ©st un multiple de l'ordre de ce groupe. Aucune substitution de <S7 — 1Gf42

n'est permutable avec le groupe -fî^. Le groupe 1Gf42 est composé et admet pour
vrais sous-groupes distingués le groupe G21 composé de toutes les substitutions
paires de 16r42, le groupe Gu composé de toutes les substitutions des types 7,2.2.2
et 1 de j#42 ainsi que le groupe cyclique G7 d'ordre 7 engendré par chaque substitution

du type 7 de iG42.

b2) C2 est l'une des 12 substitutions C\ UWX\ où U (1 4 2 3 5 7),

?=±1, i 1,2,3,4,5,6. Alors Cx et C2 engendrent le groupe
2Gé2 d'ordre 42, simplement isomorphe avec ^2, mais =£ ^g, et on a
2(?42== JB^jR-i, B (2 4 3) (6 7).

Donc, dans 24 cas, Cx et G2 ne constituent pas une base de S7.

b3) C2~é tG42 + 2#42' 696 cycles C2 sont dans ce cas et Cx et C2 forment
alors toujours une base de S7.

c) Supposons maintenant que h 4. Donc C2 {b^^^b^b^), où

quatre des nombres b1} b2, 63, 64, 66, 66 font partie de la suite 1,2,3,
4, 5, 6 et les deux autres sont 7 et 8. Il y a en tout 1800 cycles C2
différents. Ce cas se subdivise en les suivants

Ci) G2 est l'un des 24 cycles G[ UjC^\ où U (1 2 7 4 5 8) ou
U (1 5 7 4 2 8), ; ± 1, i 1, 2, 3, 4, 5, 6. Alors Ct et C2 sont
imprimitifs, ils ont pour systèmes d'imprimitivité les ensembles {1,4},
{2,5}, {3,6}, {7,8} et ils engendrent le groupe imprimitif O192, d'ordre

34



192, composé de 32 substitutions du type 6, 32 substitutions du type 3.3,
32 substitutions du type 6.2, 32 substitutions du type 3.3.2, 24
substitutions du type 4.2.2, 12 substitutions du type 4.4, 13 substitutions
du type 2.2.2.2, 4 substitutions du type 2.2.2, 6 substitutions du
type 2.2, 4 substitutions du type 2 et de la substitution identique.

c2) Les cycles C± et C2 sont primitifs. Trois cas sont alors possibles :

c21) C2 est l'un des 30 cycles CIU'C^1, où U est l'une des substitutions

(143 7 82), (153 8 2 7), j=±l, i 1, 2, 3, 4, 5, 6, ou
encore U= (1 6 8 34 7), 1, i 1,2,3,4,5,6. Alors Cx et C2

engendrent le groupe trois fois transitif 1Gf336, d'ordre 336, et de degré 8.

Le groupe iG33$ se compose de 84 substitutions du type 8, 48 du type 7, 56 du
type 6, 42 du type 4.4, 56 du type 3.3, 21 du type 2.2.2.2, 28 du type 2.2.2 et
de la substitution identique. Le groupe 6?336 est formé des substitutions UiVJWk,
où £7= (348 7 5 6), F= (2 8 3 4 5 7 6), W (1 7 4 6 2 8 5 3), «=1.2.3.4.5.6,
; 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 et k 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Le groupe xGzm peut être
caractérisé par les cinq relations fondamentales S* 1, (T2S2)2 1, (TS)* 1,
TS*TS5TZS5 1 et TS*T2SZT2S* 1. Les substitutions de tOZZ6 se répartissent
en neuf classes de substitutions conjuguées, dont deux comprennent, chacune,
42 substitutions du type 8 et les 7 autres comprennent respectivement toutes les
substitutions des types 7, 6, 3.3, 4.4, 2.2.2.2, 2.2.2 et 1 de XOZZ^. Le groupe XGZM

possède au total 34776 207 X 168 bases. Ce nombre est un multiple de la moitié
de l'ordre du groupe considéré. Il y a 3360 bases du type (8,8), 4032 bases du
type (8,7), 4704 bases du type (8,6), 4704 bases du type (8,3.3), 3360 bases du
type (8,4.4), 1344 bases du type (8,2.2.2.2), 2016 bases du type (8,2.2.2),
2016 bases du type (7,6), 1008 bases du type (7,2.2.2), 840 bases du type (6,6),
1680 bases du type (6,3.3), 2352 bases du type (6,4.4), 1008 bases du type
(6,2.2.2.2), 672 bases du type (6,2.2.2), 672 bases du type (3.3,2.2.2), et
1008 bases du type (4.4,2.2.2). Il y a donc des bases de 16 types différents.
32256 bases de 1Gf336 sont de première espèce et du genre 1 alors que 2520 bases
sont de seconde espèce. Notamment toutes les bases du type 6,6 et la moitié des
bases du type 8,8 sont de seconde espèce. Il n'existe aucune substitution de
l'ensemble S8 —1$336 qui soit permutable avec le groupe tO9M • ^e groupe tGZM est
un groupe composé. Il admet un vrai sous-groupe distingué GUB, d'ordre 168,
composé des substitutions de classe paire de jO^; le groupe G168 est simple et
il est simplement isomorphe au groupe intersection de xGlzu et 2^i844 *)•

c22) C2 est l'un des 30 cycles C\UW^%, où U est Tune des substitutions

(143 8 7 2), (153 7 2 8), j ±1, i 1, 2, 3, 4, 5, 6, ou bien
U= (16 7 348), 1, i 1,2,3,4,5,5,6, alors Cx et C2

engendrent le groupe 2(?336, d'ordre 336, simplement isomorphe à XOZZ%

mais # tOm et on a 2G336 (7 8) tOm (7 8).

8) Voir S. Piocard, Les groupes engendrés par un système connexe de cycles
d'ordre sept et les bases des groupes symétrique et alterné de degré n >- 10

dont l'une des substitutions est un cycle du septième ordre, Comment. Math.
Helv., vol. 24, 1950, fasc. 1, p. 6.
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c23) Dans les 1716 cas restants où Cx et C2 sont primitifs mais où
G2 ^ 1^336 + 2^336 > Gx e* G2 engendrent le groupe symétrique S8.

d) Soit à présent h 3. Donc C2 {bxb2bzb^bbb%), où trois des
nombres bl9 62, 63, 64, 65, 66 font partie de la suite 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les
trois autres sont 7, 8 et 9. Il y a en tout 2400 cycles C2 différents.

di) Supposons d'abord que Cx et C2 sont imprimitifs. Cx et C2 ont alors

pour systèmes d'imprimitivité les ensembles {1, 3, 5}, {2, 4,6} et {7, 8,9}.
Il existe 24 cycles C2 imprimitifs avec Cx. Deux cas sont à distinguer.

du) G2 est l'un des 12 cycles C\ UWX\ où U (1 7 3 8 5 9), j ± 1,
i 1,2, 3, 4, 5, 6. Alors 6?! et C?2 engendrent le groupe imprimitif
tGie2, d'ordre 162 et de degré 9, comprenant 36 substitutions du type 9,
18 substitutions du type 6, 26 substitutions du type 3.3.3, 12
substitutions du type 3.3, 6 substitutions du type 3, 18 substitutions du
type 3.2.2.2, 9 substitutions du type 2.2.2, 36 substitutions du type
6.3 et la substitution identique.

d12) G2 est l'un des 12 cycles C\UWX\ où *7 (17 39 5 8), ?=±1,
i=l,2,3,4,5,6. Alors Gx et G2 engendrent le groupe imprimitif
2(?162, d'ordre 162, simplement isomorphe à 1G1%2, mais ^ jG1(i2, et on a
2<?162 (g 9) ^62 (8 9).

d2) Supposons maintenant que Cx et C2 sont primitifs. II existe 2376

cycles G2 primitifs avec Cx et chacun de ces cycles ferme avec Cx une base

du groupe symétrique S9.

e) Soit à présent h 2. Donc Cg (616263646566), où deux des
nombres bl9 62, 63, 64, b5, 66 font partie de la suite 1,2,3, 4, 5, 6 et les

quatre autres sont 7,8, 9, 10. Il ya 1800 cycles G2 différents.

ex) Les deux cycles Cx et C2 sont imprimitifs.
72 cycles G2 sont imprimitifs avec Gx et trois cas sont à distinguer.

eu) C2 est l'un des 24 cycles C[UWX\ où 17= (1 7 8 4 9 10) ou
U (1 9 8 4 7 10), j ± 1, i 1, 2, 3, 4, 5, 6. Alors Cx et C2

engendrent le groupe imprimitif fi^Q d'ordre 1920 et de degré 10, dont
les systèmes d'imprimitivité sont les ensembles {1,4}, {2,5}, {3,6},
{7,9} et {8,10}. Ce groupe comprend 384 substitutions du type 10,

384 substitutions du type 5.5, 60 substitutions du type 4.4.2, 60
substitutions du type 4.4, 120 substitutions du type 4.2.2.2, 120 substitutions

du type 4.2.2, 80 substitutions du type 3.3.2.2, 160 subssitu-
tions du type 3.3.2, 80 substitutions du type 3.3, 80 substitutions du
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type 6.2.2, 160 substitutions du type 6.2, 80 substitutions du type 6,
61 substitutions du type 2.2.2.2.2, 65 substitutions du type 2.2.2.2,
10 substitutions du type 2.2.2, 10 substitutions du type 2.2, 5
substitutions du type 2 et de la substitution identique.

e12) C2 est l'un des 24 cycles C\UW^\ où U (1 8 7 4 9 10) ou
U (1 8 10 4 9 7), j=±l, i 1,2,3,4,5,6. Alors Ct et C2

engendrent le groupe imprimitif 2#i92o> ayant pour systèmes d'imprimiti-
vité les ensembles {1,4}, {2,5}, {3,6}, {7,10} et {8,9}. Le groupe
i#i92oes^ simplement isomorphe à !(t1920 et on a 2G1920 C7 8) xG192O (7 8).

e13) C2 est l'un des 24 cycles C[UW^\ où U (1 8 9 4 7 10) ou
U= (1 108 4 9 7), j=±l, i 1,2,3,4,5,6. Alors C^ et C2

engendrent le groupe imprimitif 3C?1920, d'ordre 1920, dont les systèmes
d'imprimitivité sont les ensembles {1,4}, {2,5}, {3,6}, {7,8} et
{9,10}. Le groupe 3C?1920 est simplement isomorphe à xG192q et on a
3#1920 (^ 9) 2#1920 9).

e2) Les deux cycles Cx et C2 sont 'primitifs. Ils engendrent alors
toujours le groupe S10.

f) Soit, enfin, A=l. Alors C2 (616263646566), où un des nombres
&i, b2, 63, 64, 65, 66 fait partie de la suite 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les cinq autres
sont 7, 8, 9, 10, 11. Il y a en tout 720 cycles G2 différents. Chacun de

ces cycles est primitif avec Cx et constitue, avec Cx, une base du groupe
symétrique £n.

Remarque 1. Considérons les cycles du sixième ordre des groupes
#120 > 1^42 9 2#42> 1^336 > #18» #36» 1#162 > #24» #192 et l#1920 et paSSOnS en

revue ceux de ces cycles qui forment avec le cycle Cx (1 2 3 4 5 6) une
base de chacun de ces dix groupes.

Le groupe G120 contient les cycles suivants du sixième ordre : Cf1 et
C\WCî\ où i 1,2,3,4,5,6 et U (1 2 4 3 6 5), ±1, ou
bien U (1 3 5 2 6 4), 1. Chacun des cycles C[UW^i constitue,
avec Cx, une base de G120.

Les cycles d'ordre 6 du groupe XGA2 Bont Cf1 et CÎUWïi, où i 1,

2,3,4,5,6, ?' ± 1 et Ï7 (1 3 2 6 7 4). Chacune des substitutions
G[UWïi constitue, avec Cl9 une base de jC?^.

Les cycles d'ordre 6 du groupe 2GA2 sont C^1 et CÎUWï1, où

i =1,2, 3, 4, 5, 6, C7= (124763), ?=±1. Chacune des
substitutions ClU'Cï1 forme avec Cx une base de 2G42.

Les cycles d'ordre 6 de ^e sont : Cf1 et G\UW-\ où i 1, 2, 3,
4,5,6, C7 est l'un des 4 cycles (12 4 8 6 3), (125687), (126375),
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(15 3 8 2 7), ; ± 1, ou encore U (1 2 7 5 4 8), j 1. Chacun
des cycles C[UWî\ où U (1 2 5 6 8 7) ou [7 (153 82 7),

j ± 1, ou U (1 2 7 5 4 8), j 1, forme avec (7X une base de

Les cycles d'ordre 6 de G18 sont: Of1 et CÎUW^, où i 1, 2,
£7 (1 2 5 6 3 4), j ± 1. Chacune des substitutions CÎUW^i forme
avec Cx une base de (?18.

Les cycles d'ordre 6 du groupe (?36 sont Cf1 et CJlWf*, où
[7 (1 2 5 6 3 4), i 1, 2, y ± 1, ou bien U (1 2 5 4 3 6)

i =1,2, 3, 4, 5, 6, 1. Chacune des substitutions C\ UW^{,
U (1 2 5 4 3 6), i 1, 2, 3, 4, 5, 6, forme avec Cj une base de (?36.

Les cycles d'ordre 6 de XOM sont : C±1 et Oj I7'Cf *, où U (1 2 5 6 3 4),

j ±l, i 1,2, ou bien [7= (173 8 5 9), ?'=±1, t=l,2,3,
4,5,6. Chacune des substitutions CÎUW^, où C7 (1 7 3 8 5 9),

j ± 1, i 1,2,3,4,5,6, forme avec C^ une base de 1G162.

Les cycles d'ordre 6 du groupe Ou sont: Gf1 et CÎUW^1, où

[7=(12645 3),?*=±M=1,2,3. Chacune des substitutions C^UW-1
forme avec Cx une base du groupe Gu.

Les cycles d'ordre 6 de G1Q2 sont: C^1 et CiUWï*, où y ±1,
[7 (12 6 4 5 3), i=l,2,3, ou bien U est l'un des deux cycles
(12 7 45 8), (13 746 8) et i 1, 2, 3, 4, 5, 6. Chacune des
substitutions C[UCï\ où 17= (12 7 4 5 8) ou U (1 3 7 4 6 8), forme avec
(7X une base de (?192.

Les cycles d'ordre 6 de fî^ sont C^1 et C[UW^\ où *7= (132465),
± 1, i 1, 2, 3, ou bien Î7 est l'un des six cycles (12 8 4 5 10),

(15 10 4 2 8), (12 7 45 9), (15 9 4 2 7), (1784910), (1710498),
?=±1> i 1,2,3,4,5,6. Chacune des substitutions ClUWî*, où
U (1 7 8 4 9 10) ou U (1 7 10 4 9 8), forme avec Cx une base de
1^1920 •

§ 3. La proposition tondamentale I et sa démonstration

Définition. Soit G un groupe transitif de substitutions et soit C

un cycle d'ordre > 1. Soit E l'ensemble des éléments permutés par
les substitutions de G et soit Er l'ensemble des éléments permutés par
C. Nous dirons que le cycle C et le groupe G sont connexes si les ensembles
E et E' ont au moins un élément communs. Supposons que G et C
sont connexes. Alors nous dirons que G et C sont imprimitifs si l'on
peut décomposer l'ensemble E + E' en une somme de k > 2
ensembles E1,EÈ9...,Ek, tels que EiEj 0, l<i<k, l<j<k,
i^j, E1 E2 ---=Ek>2, E + Er =EX+ E2-\ (- Ek et
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que, quels que soient les indices i et j compris, au sens large, entre 1

et k et quelle que soit la substitution 8 de l'ensemble G + G, si 8
transforme au moins un élément de Ei en un élément de Ejt 8 transforme

tout l'ensemble E{ en Ejf et nous dirons que G et G sont primitifs
dans le cas contraire.

Notations. Soit G un groupe et soit 8 une substitution qui ne fait
pas partie de G. Nous désignerons par le symbole (G,8) le groupe
engendré par 8 et les substitutions du groupe G. D'autre part, Sl9 82,

8k' étant des substitutions en nombre fini k quelconque, nous
désignons par le symbole (8l9 82,..., 8k) le groupe engendré par les

substitutions 8X,..., 8k.

Proposition I. Si un groupe transitif et primitif de substitutions des

éléments 1,2,.. .,n contient deux cycles connexes et imprimitifs
indépendants du sixième ordre, alors ce groupe est le symétrique Qn des
substitutions des éléments 1, 2,..., n.

La démonstration de la proposition I repose sur les lemmes suivants.

Lemme 1. Quel que soit le cycle G (cx c2 c3 c4 c5 c6), connexe et

primitif avec le groupe G18, le groupe (G18, 8) est le symétrique S des
substitutions des éléments de Vensemble {1,2,3,4,5,6}+ {cXic2, cS)cé, c5,ce}.

Démonstration. Le groupe G18 est engendré par les deux substitutions
«=(123456), T (1 2 5 6 3 4) et on a (<?18, C) (8, T, G). Il
suffit donc de montrer que (8, T,C) S.

Le groupe G18 est imprimitif et a pour systèmes d'imprimitivité les

deux ensembles {1,3,5} et {2,4,6}. Comme C est primitif avec
G18, on a C~êG18. Six cas sont à distinguer.

1) c1c2c&cAc5ce est une permutation des nombres 1,2, 3, 4, 5, 6.
Comme C est primitif avec G18, {cx, c3, c5} ^ {1, 3, 5} et {cl5 c3, c5}

^{2,4,6}.
Ce cas se subdivise en les trois suivants.
Ou bien les deux substitutions SetC sont primitives et G c ®6 — Gim.

Alors les deux substitutions 8 et C engendrent le groupe S6 et on a
aussi (8,T,C) S6.

Ou bien 8 et C sont primitives et C € G120.

Comme, dans ce cas, T ^ S±19 d'après la remarque 1, 8 et G

engendrent alors le groupe G120. Ce groupe contient la substitution
C7 (12436 5) et cette substitution engendre avec T le groupe S6.
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En effet, on a TU (1 5 2) et cette dernière substitution forme avec T
une base de (56, d'après la proposition 5, pages 20, Bases, J4).

Ou bien G et 8 sont imprimitives. Alors G € Ou et engendre avec 8
le groupe (?24, d'après la remarque 1. Or Ou contient la substitution
V (1 3 2 4 6 5) et on a T2 V (3 6). Or, d'après la proposition 4,

page 13, Bases, /, la substitution (3 6) forme avec T une base de S6.
Donc, dans tous les cas, (8, T, G) <36.

2) G permute cinq des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et le nombre 7. Dans
ce cas G et $ sont toujours primitives et engendrent soit le groupe S7

(auquel cas le lemme est démontré), soit l'un des deux groupes x(?42,

Soit (8,G) XOM. Ce groupe contient la substitution U (134257),
on a {TzU2f (2 7) et, d'après le corollaire 2, page 13, Bases, I, la
substitution (2 7) engendre avec T le groupe S7. Donc (8,T,C) S7.

Et, si (8,C) 2^42, ce dernier groupe contient la substitution
F (1 4 2 3 5 7) et on a (TW2f (3 7). Or (3 7) et T engendrent
S7, d'après le corollaire 2, page 13, Bases /. On a donc (S,T,G) ©7.

3) G permute quatre nombres de la suite 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les deux
nombres 7 et 8. Montrons qu'alors (8,T,C) (58. En effet, si G et 8
sont primitives, elles engendrent soit le groupe S8 (auquel cas notre
assertion est démontrée) soit l'un des deux groupes XOZZ%, 2$336-

Si (8, G) i#336, ce dernier groupe contient la substitution
U (1 4 3 7 8 2), on a (T2UT)10 =(6 7 8) et cette substitution
engendre avec T le groupe S8, d'après le corollaire 2, page 13, Bases I.
Et si (8,C) 2^336 ce groupe contient la substitution V =¦ (143872) et
on a (T2VT)5 =(678), substitution qui engendre avec T le groupe S8.

Supposons maintenant que 8 et G sont imprimitives. Elles ont alors
nécessairement pour systèmes d'imprimitivité les ensembles {1,4},
{2,5}, {3,6} et {7,8}, puisque le groupe (S,T,C) est primitif.
Alors (G, 8) O192, groupe qui contient la substitution U (127458).
On a {TU)5 (3 6 4), cette substitution engendre avec T le groupe S6
et (S6, G) ©8, d'après le lemme II de Hoyer5).

4) Voir S. Piccardy Sur les bases du groupe symétrique et les couples de
substitutions qui engendrent un groupe régulier, Paris, Vuibert, 1946, ouvrage que
nous citons sous l'abréviation Bases, I.

6) Lemme II de Hoyer : Soit G un groupe de substitutions qui permutent les éléments
d'un ensemble Et. Supposons que G contient l'alterné des substitutions des éléments de
l'ensemble 23^. Soit G un cycle d'ordre > 1 qui permute les éléments d'un ensemble E%,

tel que E1Ei^0f mais que ^Cj—^2* Alors le groupe C) contient l'alterné des
substitutions des éléments de l'ensemble E± -f- 2£3. (Voir P. Hoyer, Verallgemeinerung
zweier Sâtze aus der Théorie der Substitutionengruppen, Math. Ann., Bd. 46, 1895.)
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Donc en tous cas (8, T, C) S8.

4) C permute trois nombres de la suite 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les trois
nombres 7,8,9. Alors, comme le groupe (S, T ,C) est primitif, puisque
C est primitif avec G18,8etC sont forcément primitives et engendrent le

groupe S9. Donc (S, T, C) S9.

5) C permute deux des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les quatre nombres
7, 8, 9, 10. Alors, si 8 et C sont primitives, elles engendrent, d'après
ce qui précède, le groupe S10 et (S, T, C) S10. Et, si 8 et C sont
imprimitives, elles ont alors nécessairement pour systèmes d'imprimi-
tivité les ensembles {1,4}, {2,5}, {3,6} ainsi que {7,9} et {8,10}
ou {7, 10} et {8, 9} ou enfin {7, 8} et {9, 10} et alors 8 et C
engendrent respectivement le groupe xG19m ou 2$i92o ou enfin 3G192o> Si

($, C) i#i92o> ce groupe contient la substitution U (l 784910),
(TU)1 (178). La substitution (1 7 8) engendre, avec S, le groupe
S8, d'après le corollaire 2, page 13, Bases I, et C engendre avec (38 le

groupe Sio, d'après le lemme II de Hoyer5). Donc (8, T,C) S10.
Si (S,C) 2#i92o> ce groupe contient la substitution V (1874910),
(TV)1 (1 8 7), la substitution (18 7) engendre avec 8 le groupe S8
et C engendre avec S8 le groupe (310. Donc (8, T ,C) S10.

Et, si (8, C) 3Cri92o, °e groupe contient la substitution

W (1 8 9 4 7 10), on a (TW)7 (189), les substitutions (1 8 9)

et 8 engendrent le groupe symétrique S des substitutions des éléments

1,2,3,4,5,6,8,9 etC engendre avec S le groupe S10 Donc
(s, t,c) q10.

6) C permute un seul des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les cinq nombres
7, 8, 9, 10, 11. Alors 8 et C engendrent toujours le groupe Sn, d'après
le corollaire 2, page 13, Bases I, donc aussi (8, T ,C) <5n.

Le lemme 1 est donc démontré.

Corollaire 1. Quel que soit le cycle C du sixième ordre, connexe et

primitif avec le groupe G36, le groupe (6?36, C) est le symétrique G des substitutions

de tous les éléments permutés par C et les substitutions de (?36.

Démonstration. Comme G18 est un sous-groupe de Cr36, on a f) (G1Q, C)

c ((?36, C). Et comme les substitutions des deux groupes (G18, C) et (GBB, C)

permutent les mêmes éléments, on a, d'après le lemme 1, (G18,C) S.
Et comme ((?36, C) c S, on a, d'après f), (GZB, G) S, c q. f. d.
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Lemme 2. Quel que soit le cycle du sixième ordre C (cx c2 c3 c4 c5 c6),
connexe et primitif avec le groupe Gu, le groupe (Gu, 0) est le symétrique
G des substitutions des éléments de Vensemble {1,2,3,4,5,6}+ {^i, c2,
c3,c4,c5,c6}.

Démonstration. On a Gu (8iT)i où « (123456) et
T (1 3 2 4 6 5), donc {GM, C) (8, T, C) et il suffit de démontrer
que (8, TyC) S. Le groupe (?24es* imprimitif et admet pour systèmes
d'imprimitivite les ensembles {1,4}, {2,5}, {3,6}.

Six cas sont à distinguer.

{^,^,^3,^,^,^}= {1,2,3,4,5,6}.
Alors, si les deux substitutions S et C sont primitives, elles engendrent

soit le groupe S6 > et alors le lemme 2 est démontré dans le cas considéré,
soit le groupe Gim. Supposons que (8,C) G1W. Ce groupe contient
la substitution U (1 2 4 3 6 5), (T*U)Z (2 3) et la substitution
(2 3) engendre avec 8 le groupe S6 d'après la proposition 1, page 11,
Bases i\ Donc (8, T, C) S6.

Supposons maintenant que 8 et C sont imprimitives. Comme le

groupe (<?24, C) est primitif, les substitutions 8 et C ont alors
nécessairement pour systèmes d'imprimitivité les ensembles {1,3,5} et
{2,4,6}. Alors 8 et C engendrent l'un des deux groupes G18 ou (?36,

groupes qui tous deux contiennent la substitution U (1 2 5 6 3 4). Or
TZU (1 5 3) et cette substitution engendre avec T le groupe ©6,
d'après la proposition 5, page 20, Bases I. Donc (8, T, C) Se.

2) G permute cinq des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et le nombre 7. Alors
C et 8 sont toujours primitives et engendrent soit le groupe (57, auquel
cas le lemme est démontré, soit l'un des deux groupes 1(?42 ou 2<?42. Si

(8,C) jG^g, ce groupe contient la substitution U (1 3 4 2 5 7),

(T2U)* (14 6), la substitution (1 4 6) engendre avec S le groupe Se,
d'après la proposition 5, page 20, Bases I, et C engendre avec <56, le

groupe S7, d'après le lemme II de Hoyer. Donc (8, T, C) ®7. Et si
(8,0) 2(?42, ce groupe contient la substitution F=(124763) et
on a (72F)4 (2 5 3). Or la substitution (2 5 3) engendre avec 8 le

groupe S6 et C engendre avec S6 le groupe S7. Donc (8, T ,C) S7.

3) C permute quatre des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les deux nombres 7

et 8. 8 et G sont alors forcément primitives, car le groupe (S, T,C) est
primitif et que 8 et T sont imprimitives et ont pour systèmes d'imprimitivité

{1,4}, {2, 5} et {3,6}. Si donc 8 et C étaient imprimitives,
elles devraient avoir pour systèmes d'imprimitivité des ensembles com-
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prenant chacun trois éléments, ce qui est impossible puisque 8 et C

permutent au total 8 éléments et que 8 e^e 0 (mod 3). Donc 8 et C
engendrent soit le groupe S8, auquel cas le lemme est démontré, soit l'un
des deux groupes 1Gt336, 2(?336 -Si (8,C) iG3S9, ce groupe contient la
substitution V (1 4 3 7 8 2) et on a (TU)5 (15 6). Or (1 5 6)
engendre avec 8 le groupe £>6, d'après la proposition 5, page 20, Bases /,
et G engendre avec S6 le groupe S8 d'après le lemme II de Hoyer. Donc
(8, T, C) — S8. Le raisonnement est tout à fait analogue si (8, G)

2^336 > groupe qui contient la substitution (14 3 8 7 2).

4) C permute trois des nombres 1,2,3,4,5,6 ainsi que les trois
nombres 7,8,9. Alors si 8 et C sont primitives, elles engendrent,
d'après ce qui précède, le groupe S9 et on a aussi (8, T, C) S9.

Et si C et 8 sont imprimitives, elles ont nécessairement pour
systèmes d'imprimitivité les ensembles {1,3,5}, {2,4,6} et {7,8,9}
et engendrent l'un des deux groupes xG^ ou 26?162. Si (S ,G) !6r162,

ce groupe contient la substitution U (1 7 3 8 5 9), (T2Uy (3 8), la
substitution (3 8) engendre avec S, d'après le corollaire 2, page 13,
Bases I, le groupe symétrique des substitutions des éléments 1,2,3,4,
5, 6, 8 et ce dernier groupe engendre avec C le groupe S9, d'après le
lemme II de Hoyer. Donc (8, T, C) S9. Le raisonnement est tout
à fait analogue si (8, G) 2$i62•

5) C permute deux des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les quatre nombres
7, 8, 9, 10. Alors, comme le groupe (8, T,C) est primitif, S et C sont
nécessairement primitives. En effet, si S et G étaient imprimitives, leurs
systèmes d'imprimitivité devraient comprendre chacun trois éléments,
ce qui est impossible, puisque 8 et T permutent, ensemble, 10 éléments
et que 10 =£ 0 (mod 3). Donc (8, C) <SW (S, T, C).

6) C permute un seul des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les cinq nombres
7, 8, 9, 10, 11. Alors (8, G) Su, d'après le corollaire 2, page 13,
Bases /. Donc aussi (S, T, C) ©n et le lemme 2 est démontré.

Lemme 3. Quel que soit le cycle du sixième ordre G (cx c2 c3 c4 c5 c6),

connexe et primitif avec le groupe G192, en composant G avec les substitutions
de <?192 on obtient le groupe symétrique (3 des substitutions des éléments de

Vensemble {1, 2,3, 4, 5, 6, 7, 8} + {c±, c2, c3, c4, c5, c6}.

Démonstration. On a G192 (8,T) où S (1 2 3 4 5 6)

T (1 2 7 4 5 8) et, comme (8, T, C) (#192, C), il suffira de montrer
que (8, T,C) S. Le groupe Cr192 est imprimitif et a pour systèmes
d'imprimitivité les ensembles {1,4}, {2,5}, {3,6}, {7,8}.
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Comme la substitution C est connexe et primitive avec le groupe (?192,

le groupe (8, T ,C) est transitif et primitif. Et comme il est de degré

>8, et qu'il contient des substitutions de classe impaire, pour
démontrer que (8, T, C) S, il suffit de montrer que le groupe (S, T ,C)
contient un cycle quelconque du second ou du troisième ordre ou encore
de montrer que deux quelconques des substitutions S, T, C engendrent
le groupe symétrique des substitutions des éléments qu'elles permutent,
d'où il résulte aussitôt, d'après le lemme II de Hoyer, que (8, T,C)

S.
Sept cas sont à distinguer.

1) C permute les six nombres 1,2, 3, 4, 5, 6.

Si S et C sont primitives, deux cas sont à distinguer. Ou bien (8, C)
S6 e^ alors T et ©6 engendrent le groupe (58, d'après le lemme II de

Hoyer, et alors (S, T, C) S8. Ou bien (S, C) G1Z0, groupe qui
contient la substitution U (1 2 4 3 6 5), (T5U)2 (3 4 6) et cette
substitution engendre avec T le groupe S8, d'après le corollaire 2, p. 13,
Bases L II s'ensuit que (8, T, C) ®8.

Supposons maintenant que Set C sont imprimitives. Alors comme C est

primitive avec G192, 8 et C ont forcément pour systèmes d'imprimitivité
les ensembles {1,3,5} et {2,4,6} et, par conséquent, (S,C) contient
en tout cas le groupe G18. ((S,C) est alors l'un des deux groupes G18 ou
(?36.) Donc le groupe (S, C) contient la substitution U (12563 4).
Or (TU)10 (3 5 6) et cette dernière substitution engendre avec T le

groupe S8, d'après le corollaire 2, page 13, Bases I. Donc (8, T, C) S8.

2) G permute cinq des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et un nombre c de

l'ensemble {7, 8, 9}. Les substitutions S et C sont alors primitives et
les cas suivants sont alors possibles.

Ou bien 8 et C engendrent le groupe symétrique des substitutions des

éléments 1, 2, 3, 4, 5, 6, c, d'où il résulte que (8,T9 C) S.
Ou bien 8 et C engendrent un groupe simplement isomorphe à 1(?42,

groupe qui contient soit la substitution U (1326c 4) soit la substitution

F= (12 4c 6 3). Si c=7, on a (TU)5 (2 4 6) et (T2V)Z
(2 8). Si c 8, on a (T2Uf (2 6), (TV)5 =(14 7). Et si c 9,

on a (T5U)* (4 8 5) et (T2V)7 (2 8). Donc dans tous les cas

(flf,r,<7) ®.

3) C permute quatre des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les deux nombres

c,d (c<d) qui forment l'un des couples {7,8}, {7,9}, {8,9}, {9,10}.
Dans ce cas encore 8 et C sont forcément primitives, car elles permutent
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ensemble huit éléments et que, comme le groupe (8, T ,C) est primitif,
si S et C étaient imprimitives, leurs systèmes d'imprimitivité devraient
comprendre trois éléments chacun, ce qui est impossible puisque 8 e^e 0

(mod 3). Deux cas peuvent se présenter. Ou bien 8 et C engendrent le

groupe symétrique des substitutions des éléments 1, 2, 3, 4, 5, 6, c, d et,
par suite, (8, T, C) S. Ou bien le groupe (8, C) est simplement
isomorphe à jGgge et comprend l'une des deux substitutions U (143cd2),
V (1 4 3 d c 2). Alors, si c 7 et d 8, on a (T2Uf (2 7) et
(2*7)* (18 5). Si c=7 et d 9, on a (TUf (1 5 8), (7272)4

(13 5). Si c 8 et d 9, on a (T5Uf (3 4 5) et (T4F)8
(3 4 9). Si c 9 et d=10, on a (TU)10 (1 5 8), (TV)10 (15 8).

Donc dans tous les cas (8, T, C) ®.

4) C permute trois des nombres 1,2,3,4,5,6 ainsi que trois nombres
c, d, e (c<d<e) qui forment l'un des cinq ensembles {7, 8, 9},
{7,8,10}, {7,9,10}, {8,9,10} ou {9,10,11}. Si les substitutions
S et C sont primitives, elles engendrent le groupe symétrique des
substitutions des éléments l,2,3,4,5,6,c,d,eet (S, T,C) S.
Supposons maintenant que 8 et C sont imprimitives. Comme le groupe
(S, T,C) est primitif, 8 et C ont alors nécessairement pour systèmes
d'imprimitivité les trois ensembles {1,3,5}, {2,4,6}, {c,d,e} et
l'un des deux ensembles {1,3,5}, {2,4,6} comprend les trois
éléments de la suite 1,2,3,4,5,6 qui sont permutés par C.

Les substitutions 8 et C engendrent alors un groupe simplement
isomorphe à x^iga, groupe qui contient l'une des deux substitutions
U=(lc3d5e) ou F=(lc3e5d). Si c 7, d S et e 9,
on a (T*U2)5 (8 9) et (TV)10 (14 5). Si c 7, d 8 et e 10,
on a (T*Uf (5 10), (TV)10 =(14 5). Si c 7, d 9 et e 10,
on a (T*Uf (5 10), (T4F)3 (5 9). Si c 8, d 9 et e 10, on
a (TUf= (3 8 9), (TVf (3 8 10). Enfin, si c 9, d 10 et
e 11, les cycles C et T ont alors en commun soit les deux nombres
1, 5, soit les deux nombres 2, 4 et ils sont primitifs. En effet, comme le

groupe (/S, T, C) est primitif, si les deux substitutions T et C étaient
imprimitives, leurs systèmes d'imprimitivité devraient contenir trois
éléments chacun, ce qui est impossible puisque l'un de ces systèmes doit
être composé des éléments communs aux deux cycles T et C. Donc les

deux substitutions T et C engendrent le groupe symétrique des
substitutions des éléments 1,2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11 et, par conséquent,
(8,T,C) <S.

5) C permute deux des nombres 1,2, 3, 4, 5, 6 et quatre nombres
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c, d, e, f supérieurs à 6. 8 et G sont alors nécessairement primitives et
engendrent le groupe symétrique des substitutions des éléments qu'elles
permutent. Donc (8, T, C) ®.

6) G permute un seul des nombres, 1,2,3,4,5,6, ainsi que cinq
nombres c, d, e, f, g supérieurs à 6. Alors 8 et C engendrent le
symétrique des substitutions des éléments 1,2,3, 4, 5, 6, c, d, e, /, g et on
a (89T,C) ®.

7) C ne permute aucun des nombres 1,2, 3, 4, 5, 6. Comme C est
connexe avec le groupe xG192, C permute alors l'un au moins des deux
nombres 7, 8.

Supposons d'abord que C permute les deux nombres 7 et 8, ainsi que
les nombres 9, 10, 11, 12. Les substitutions T et C sont forcément
primitives. En effet, comme le groupe (S, T, G) est primitif, si T et C

étaient imprimitives, les ensembles {1,7,5} et {3,4,8} devraient
alors constituer deux systèmes d'imprimitivité de C et T, ce qui est

impossible, d'après les hypothèses faites sur C. Donc T et C sont bien

primitives et engendrent le groupe symétrique des substitutions des

éléments 1, 2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11, 12. Il s'ensuit que (8, T, G) S.
Supposons enfin que G permute l'un des deux nombres 7, 8 ainsi

que les cinq nombres 9, 10, 11, 12, 13. Alors T et C engendrent le
symétrique des substitutions des éléments 1,2, 4, 5, 7,8,9, 10, 11, 12, 13

et (S,T,C) G.
Le lemme 3 est donc démontré.

Lemme 4. Quel que soit le cycle du sixième ordre C (CiC2c3c4c5c6)

connexe et primitif avec le groupe 1(?162? en composant C avec les substitutions

du groupe 1GU2 on obtient le groupe symétrique Q des substitutions des

éléments de Vensemble {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} + {Ci,c2,c3,ca,c5,Cq}.

Démonstration. Le groupe 1Gf162 est imprimitif et admet pour systèmes
d'imprimitivité les trois ensembles {1,3,5}, {2,4,6}, {7,8,9}. On

a i#i62= (S, T), où 8= (12 3 45 6) et T (1 7 3 8 5 9). Donc
d#i62> G) (8, T, C) et pour démontrer le lemme 4, il suffit de prouver
que (8, T,C) S. Comme C est connexe et primitif avec x<?162, le

groupe (S, T,C) est transitif et primitif. Donc pour démontrer que
(8, T, C) S, il suffit de prouver que le groupe (8, T, C) contient
un cycle quelconque du second ou du troisième ordre ou encore de prouver

que deux quelconques des substitutions 8, T, C engendrent le groupe
symétrique des substitutions des éléments qu'elles permutent.
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Sept cas sont à distinguer.
1) C permute les six nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6. Si S et G sont primitives,

ou bien elles engendrent le groupe <S6 et alors (8, T, C) <S9, ou bien
(8,C) (?120, groupe qui contient la substitution Ï7=(12436 5) et
on a (T*U)Z (3 6), donc (8, T, C) <S9. Et si /S et C sont imprimitives,

elles ont alors nécessairement pour systèmes d'imprimitivité les
ensembles {1,4}, {2,5} et {3,6} et (S,C) GU, groupe qui
contient la substitution U (1 3 2 4 6 5) et on a (TU2)7 (5 8). Donc
(S,T,C) <59.

2) C permute cinq des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et un nombre c de
l'ensemble {7, 8, 9, 10}. 8 et C sont alors toujours primitives et
engendrent soit le groupe symétrique des substitutions des éléments 1,2,
3, 4, 5, 6, c, ce qui implique que (S, T, C) S, soit un groupe
simplement isomorphe au groupe fl^, qui contient Tune des deux
substitutions *7 (13 2 6c4), F= (12 4c 6 3). Si c 7, on a (TU)*

(2 6 3), (74F)7 (3 5). Si c 8, on a (T2U)7 (1 5) et (T3F)4
(12 4). Si c 9, on a (T2Uf (1 5) et (TF)4 =(12 4). Et, si

c 10, on a (T2U)U =(15) et (T4F)15 (3 5). Donc, dans tous les

cas, (S,T,C) S.

3) C permute quatre des nombres 1,2,3,4,5,6 ainsi que les deux
nombres c et d (c<d) qui forment l'un des couples {7,8}, {7,9},
{8, 9}, {7, 10}, {8, 10}, {9, 10} ou {10, 11}. Alors si C et S sont
primitives, ou bien elles engendrent le groupe symétrique des substitutions

des éléments 1,2,3, 4, 5, 6, c, d et (8, T, C) ® ; ou bien le

groupe (8, C) est simplement isomorphe à i£?336 et contient l'une des

substitutions Î7=(14 3cd2), V= (14 3 de 2). Alors, si c 7 et
d 8, on a (T2U)3 (7 9), (T2V)* (1 4 5) ; si c 7 et d 9,
on a (T2Uf (14 5), (T2Vf (8 9) ; si c 8 et d 9, on a
(TC7)io (1 4 8), (T2F)4 (1 4 5); si c 7, d 10, on a (T7?/)10

(2710), (!T4F)7 (14); si c 8 et d 10, on a (î73^)4 (2810),
(y*7)7 (14); si c 9 et d 10, on a (T4?7)7 (1 4), (T4F)7

(14); enfin si c 10 et d 11, on a (y4î7)10 (7 9 8) et (Ï^F)10
(7 9 8). Et si les substitutions S et C sont imprimitives, comme le

groupe (8, T, C) est primitif, elles ont alors nécessairement pour
systèmes d'imprimitivité les ensembles {1,4}, {2,5}, {3,6} et {c,d}
et elles engendrent un groupe simplement isomorphe à (?192, groupe qui
contient la substitution Î7=(12c45d). Alors si c 7 et d 8,
on a (T*Uf (1 2 5) ; si c=7 et d 9, on a (TUf (4 7 9); si
c 8 et d 9, on a (TU)10 (1 2 5) ; si c 7 et d 10, on a
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(T*U)7 (5 10) ; si c 8 et d 10, on a (T4£7)7 (5 10) ; si c 9

et d 10, on a (î74^)7 (5 10) : enfin, si c 10 et d 11, on a
(T*U)10 (7 9 8). Donc, dans tous ces cas (8, T, C) S.

4) C permute trois des nombres 1,2, 3, 4, 5, 6 et trois nombres
c, d, e supérieurs à 6. Alors, comme le groupe (S, T, C) est primitif,
les substitutions 8 et C sont nécessairement primitives et engendrent le

groupe symétrique des substitutions des éléments l,2,3,4,5,6,c,d,e.
Donc (8, T,C) Q.

5) C permute deux des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et quatre nombres
c, d, e, / supérieurs à 6. Alors, si 8 et C sont primitives, elles engendrent
le groupe symétrique des substitutions des éléments 1, 2, 3, 4, 5, 6,
c, d, e, f et (8, T, C) Q. Et si S et C sont imprimitives, leurs
systèmes d'imprimitivité sont alors nécessairement les ensembles {1,4},
{2,5}, {3,6} et {c,d}, {e,f} ou {c,e}, {d f} ou encore {c,/},
{e,d}. Dans ce cas, 8 et C engendrent un groupe simplement isomorphe
à iO192Q, groupe qui contient une des trois substitutions U (Icdàef),
F (ldc4e/), W (lde4:cf). Alors si c 7, d 8, e 9 et

/=10, on a (y5C7)4 (4 5 8), (T*Vf (4 7), (2W)* (4 9).
D'autre part, si deux des nombres c,d, e, f et deux seulement font partie
de l'ensemble {7,8,9}, les cycles C et T ont alors trois éléments
communs (savoir un des nombres 1, 3, 5 et deux des nombres 7, 8, 9), ils sont
nécessairement primitifs, puisque le groupe (8, T, C) est primitif, et ils
engendrent le groupe symétrique des substitutions des éléments qu'ils
permutent. Donc (8, jT, C) S. Supposons maintenant qu'un seul des nombres

c, d, e, /, notamment c, fait partie de l'ensemble {7,8,9}. Alors
chacune des substitutions U, F, W a avec î7 deux éléments communs,
notamment 1 et c, elle est donc primitive avec T et engendre avec T le

symétrique des substitutions des éléments permutés. Donc (S,T,C)=Q.
6) C permute un seul nombre de la suite 1,2,3,4,5,6 et cinq

nombres c, d, e, f, g supérieurs à 6. Alors S et C engendrent le groupe
symétrique des substitutions des éléments l,2,3,4,5,6,c,d,e,/,gr
et (S,Ï\C) S.

7) C ne permute aucun des nombres 1,2, 3, 4, 5, 6. Comme C est
connexe avec le groupe 1Gf162J C permute alors l'un au moins des nombres
7, 8, 9.

Si C permute les six nombres 7, 8, 9, 10, 11, 12, comme le groupe
(8, T,G) est primitif, T et C sont alors forcément primitives. En effet
T et C permutent ensemble neuf éléments et si G et T étaient imprimi-
tives, leurs systèmes d'imprimitivité devraient comprendre deux élé-
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ments chacun, ce qui est impossible puisque 9^0 (mod 2). Donc T
et C sont bien primitives et engendrent, par conséquent, le groupe
symétrique des substitutions des éléments 1,3,5,7,8,9, 10, 11, 12. Donc

(S,T,C) <5.

Supposons maintenant que C permute deux des nombres 7, 8, 9 et les

quatre nombres 10, 11, 12, 13. Dans ce cas aussi, comme le groupe
(S, T, C) est primitif, les deux substitutions T et C sont nécessairement

primitives, car si T et C étaient imprimitives, elles devraient avoir pour
systèmes d'imprimitivité les ensembles {1,8}, {5, 7}, {3, 9}, ce qui
est impossible d'après les hypothèses faites sur C. Donc T et C engendrent
le groupe symétrique des substitutions des éléments 1,3,5,7,8,9, 10,
11, 12, 13 et, par suite, (S, T, C) S13.

Supposons enfin que C permute un seul des nombres 7, 8, 9 et les

cinq nombres 10, 11, 12, 13, 14. Alors T et C engendrent le groupe
symétrique des substitutions des éléments 1,3, 5, 7, 8, 9, 10, 11, 12,
13, 14 et (8, T,C) S14.

Le lemme 4 est donc démontré.

Corollaire 2. Quel que soit le cycle du sixième ordre C connexe et primitif
avec le groupe 2C?162, en composant C avec les substitutions de 26r162> on
obtient le groupe symétrique des substitutions de tous les éléments permutés par
C et les substitutions de 2C?162 •

Démonstration. Soit C un cycle du sixième ordre connexe et primitif
avec 2(?162 et soit R (7 8). On a R2G1%2R~X ±G162. Posons RCR-1

C '. Comme C et 2C?162 sont connexes et primitifs, il en est de même de
C' et de !(?162. Or, d'après le lemme 4, C" et 1(?162 engendrent le groupe
symétrique des substitutions des éléments permutés par C ' et les
substitutions de ^ea. Soit O (2G162,C) et soit G' {XQM, C). On a
RGR~X G'. Donc G et G' sont simplement isomorphes et, comme ces

deux groupes sont du même degré, il s'ensuit que G aussi est le
symétrique des substitutions des éléments permutés par C et les substitutions
de 26r162. Le corollaire 2 est donc démontré.

Lemme 5. Quel que soit le cycle du sixième ordre C (CiC^c^c^c^)
connexe et primitif avec le groupe xG192o, en composant C avec les substitutions

du groupe iG1920J on obtient le groupe symétrique S des substitutions
des éléments de l'ensemble {1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} + {cl5 c2,cs,cé,
c5,c6}.

Démonstration. Le groupe iG192q est imprimitif et a pour systèmes
d'imprimitivité les ensembles {1,4}, {2,5}, {3,6}, {7,9} et {8,10}.
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On a tG192O (8,T), ou «=(123456) et T (1 7 8 4 9 10), donc
d0192o, C) (8, T, C) et, par suite, pour démontrer le lemme 5, il
suffit de montrer que (8, T, C) S.

Comme (7 est connexe avec xG19m, C a au moins un élément commun
avec l'un au moins des cycles S, T. Supposons d'abord que C a des

éléments communs seulement avec 8. Ces éléments communs font alors

partie de l'ensemble {2,3,5,6}. 8 et C sont alors primitives. En effet,
si elles étaient imprimitives, comme le groupe (8, T, C) est primitif,
alors que le groupe (8, T) est imprimitif et a pour systèmes d'imprimi-
tivité {1,4}, {2,5}, {3,6}, {7,9} et {8,10}, 8 et C devraient avoir
pour systèmes d'imprimjtivité les deux ensembles {1,3,5} et {2,4,6}.
Or 1 et 4 ne sont pas permutés par C, alors que l'un au moins des nombres
2, 3, 5, 6 fait partie du cycle C. Donc S et C sont forcément primitives
et les deux cycles du sixième ordre S et C ont au plus quatre éléments

communs ; si 8 et C ont 1, 2 ou 3 éléments communs, ils engendrent le

groupe symétrique des substitutions des éléments qu'ils permutent et
(8, T, C) S. Supposons maintenant que 8 et C ont quatre éléments

communs et que les éléments permutés par C sont 2, 3, 5, 6, 11, 12.

Deux cas sont possibles. Ou bien 8 et C engendrent le groupe symétrique
des substitutions des éléments 1, 2, 3, 4, 5, 6, 11, 12, d'où il résulte

que (8, T, C) S. Ou bien 8 et C engendrent un groupe simplement
isomorphe à ft^ et qui contient Tune des deux substitutions U
(1 5 3 12 2 11) ou F (1 5 3 11 2 12). Or, chacun des cycles U, F a

un seul élément avec le cycle T et, par suite U et T aussi bien que F
et T engendrent le groupe symétrique des substitutions des éléments
1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11, 12. Il s'ensuit que (S, T, C) S.

Le raisonnement est tout à fait analogue si le cycle C a des éléments

communs seulement avec î7, mais pas avec 8.
Supposons maintenant que C a des éléments communs aussi bien avec

8 qu'avec T. C a alors au maximum quatre éléments communs avec
l'un au moins des cycles Sou î7. Supposons, pour fixer les idées, que C

a au plus quatre éléments communs avec 8. Comme le groupe (S, T, C)
est primitif et que {1,4} est un système d'imprimitivité de 8 et T,
{1,4} ne saurait être un système d'imprimitivité de S et C. Si 8 et C

sont imprimitives, les cycles 8 et C ont alors trois éléments communs
et ils ont pour systèmes d'imprimitivité les trois ensembles {1,3,5},
{2,4,6}, {c,d,e}} où c, d, e sont trois nombres permutés par C qui
ne font pas partie de S (et qui peuvent faire partie de T ou non). Dans
ce cas 8 et C engendrent un groupe simplement isomorphe à 1Gf162>

groupe qui contient en tout cas la substitution Ï7 (12563 4). Or
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U a deux éléments communs avec T et est primitif avec T. Donc U et T
engendrent le groupe symétrique S10 et, par suite, (8, T, G) S.
Supposons maintenant que 8 et G sont primitives. Alors, si S et C ont un
seul, deux ou trois éléments communs, ils engendrent toujours le groupe
symétrique des substitutions des éléments qu'ils permutent. Et si 8 et C

ont quatre éléments communs, alors ou bien 8 et C engendrent le
symétrique des substitutions des éléments qu'ils permutent ou bien 8 et C
engendrent un groupe simplement isomorphe à fi^, groupe qui contient
la substitution U — (132664), où 6 désigne un nombre >6 permuté
par G. Or les cycles U et T ont deux ou, au maximum, trois éléments
communs et ils sont primitifs. Us engendrent donc toujours le groupe
symétrique des substitutions des éléments qu'ils permutent. Il s'ensuit
qu'en tous ces cas (8, T, C) S. Le lemme 5 est donc démontré.

Corollaire 3. Quel que soit le cycle du sixième ordre G connexe et primitif
avec 2#i92o ou avec 3^1920 en composant C avec les substitutions de 2^1920

ou de ZG192O, on obtient le groupe symétrique S des substitutions des éléments

permutés par C et par les substitutions de 2^1920 respectivement de 3(t1920.

Démonstration. Posons R (7 8), 12' (7 9), RCR-1 C,
RfCRf~1 C", {2G19m,C)=G, (3G192O,C)=G1. Nous savons que
J^ioao-K-1 iGi92o et que R ' 3^1920^ /~1 2#i92o • Donc les groupes
d^isaoC") et (2^1920>C) d'une part et les groupes (2G19^,Cff) et
(3(?1920, C) d'autre part sont simplement isomorphes, ces quatre groupes
sont du même degré et chacun d'eux est transitif et primitif. Or, d'après
le lemme 5, le groupe (1(?192oî G') est le symétrique des substitutions des

éléments permutés par C et les substitutions de !G1920. Il s'ensuit que
G est le symétrique des substitutions des éléments permutés par C et
les substitutions de 2^1920 e^ que ^1 es^ Ie symétrique des substitutions
des éléments permutés par C et les substitutions de 3C?1920, c. q. f. d.

Lemme 6. Soient m > 2 et n > m deux entiers, soit G un groupe
transitif et primitif de substitutions de degré n qui permutent les éléments
de l'ensemble E {1, 2,..., n}, groupe qui contient un cycle d'ordre

m: C (cxc2... cw). Alors les transformées de C par toutes les substitutions

du groupe G constituent un système connexe et primitif de cycles
d'ordre m qui permutent les n nombres 1, 2,..., n.

Démonstration. Soit G un groupe qui satisfait aux conditions de

l'énoncé, soit N l'ordre de G et soit

1) $!= 1, 82,..., 8N une suite formée de toutes les substitutions de G.
Soit 2) C—SiCSr1, t= 1,2,...,#. Posons Gx (Cl9Ct,...9 CN).
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Montrons d'abord que les cycles 2) permutent tous les éléments de Ven-
semble E et qu'ils constituent un système connexe.

A cet effet, il suffit de remarquer que le groupe Gx est engendré par
une classe de substitutions conjuguées de G et, par suite, que Gx est un
sous-groupe distingué de G. Or on sait6) que tout sous-groupe distingué
d'un groupe primitif de substitutions est transitif. Donc le groupe Gt est
transitif et ses substitutions permutent tous les éléments de l'ensemble E.
Or, si les cycles 2) ne permutaient pas tous les éléments de l'ensemble E
et s'ils ne formaient pas un système connexe, ils engendreraient un sous-

groupe intransitif de G, ce qui est contradictoire. Notre assertion est donc
démontrée.

Montrons maintenant que le système 2) est primitif. En effet supposons
le contraire. Comme le système 2) est connexe et qu'il est composé de

cycles du même ordre m, il existe alors un entier h diviseur de m et tel
que si m m'h et si Gt (ctlct2... cim), i 1, 2,..., N, les
ensembles

7) EtQ={ctq, ctq+h,..., ctq+{m,_1)h}, q=l ,2, h,i 1, 2,.. .,N)7),

constituent les systèmes d'imprimitivité des cycles 2). Mais alors le

groupe G est imprimitif et admet également les ensembles 7) pour
systèmes d'imprimitivité. En effet, soit 8 une substitution quelconque
de G, et soient Etq et Ejq) deux systèmes d'imprimitivité quelconques
des cycles 2). Montrons que si 8 transforme au moins un élément de Etq
en un élément de E3q alors 8 transforme tout l'ensemble Etq en
l'ensemble Ejq,. En effet, on a Ct 8tC8i1, C9 8iC8j1. Comme
G est un groupe, 88t est une substitution de G et il existe un indice q tel
que 1 < q < N et que 88t SQ On a donc SC.S'1 CQ

(cQlcQ2... cQm). Comme tous les éléments de Etq sont permuté par
C% et que 8 transforme au moins un élément de Eiq en un élément de

E)q, le cycle Cp permute au moins un élément de Eiq, et on peut
toujours choisir les notations de façon a avoir cQle Ejq, Comme CQ est un
cycle du système 2) que ce système 2 est imprimitif et que Ejq, est un
de ses systèmes d'imprimitivité, on doit avoir {cQl,cQ1+h,..., cQ 1+ (m/_1)ft }

Eiq,. Or, 8 transforme un élément de Etq en cQx et le cycle Ct en CQ,
deux éléments consécutifs dans G{ étant transformés par 8 en deux élé-

6) Voir, par exemple, W. Burnside, Theory of groups of finit order, Second
Edition, Cambridge 1911, th. X, p. 196.

7) Ensembles qui ne sont pas tous distincts, mais dont deux quelconques sont soit
disjoints soit confondus.
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ments consécutifs dans CQ. Donc 8 transforme nécessairement Eiq en
Ejqi. Cela étant quelle que soit la substitution 8 du groupe G ainsi que
les systèmes d'imprimitivité Eiq et Ejq, du système 2), il s'ensuit que le

groupe G est imprimitif et admet les mêmes systèmes d'imprimitivité que
le système 2). Or ceci contredit notre hypothèse que le groupe G est
primitif. Donc le système 2) est bien primitif et le lemme 6 est démontré.

Démonstration de la proposition I. Soit G un groupe transitif et primitif
de substitutions des éléments 1, 2,..., n qui contient deux cycles
connexes et imprimitifs du sixième ordre Cx et C2 t^8 (lue ^2 7^ @i > 7= ± 1.

II s'agit de montrer que G est le groupe symétrique S des substitutions
des éléments 1, 2,..., n.

D'après le § 2 du présent travail, G1 et C2 engendrent un groupe F
simplement isomorphe à l'un des groupes G18, (?36, i(?162, 6r24, G192 ou
1^1920 •

D'après le lemme 6, l'ensemble des cycles transformés de Cx par toutes
les substitutions de G constituent un système connexe et primitif de

cycles du sixième ordre, qui permutent les n nombres 1, 2,..., n.
Formons avec tous ces cycles une suite

1) a1 C1,a2,...,aN (N ordre de G, N>1)
telle que, quel que soit l'entier i > 2, a{-a au moins un élément commun
avec l'un au moins des cycles ax, <x2,..., */*_!. Supprimons dans la
suite 1) tout cycle ai (j > 2), pour lequel il existe un indice jf, tel que
1 < j' < 3' — 1 et que ai o*},, où h 1 ou — 1, et soit

2) C[ Cu Cf2,..., CfN, la suite restante. Comme le système 1) est

connexe et primitif, il en est de même du système 2). Du fait que le

système 2) est primitif il résulte qu'il existe un indice q > 1, tel que les

cycles C[, C2,..., C'Q_X constituent un système imprimitif alors que
C[, C2,..., Cq forment un système primitif. Deux cas sont à distinguer.

a) g 2. Alors, d'après les lemmes 1—5 et les corollaires 1—3, les

trois cycles C{, (72, C2 qui forment un système connexe et primitif
engendrent le groupe symétrique des substitutions des éléments qu'ils
permutent. Formons maintenant avec les cycles 2) et C2 une nouvelle
suite 3) C[, C2, C2, Cfz,..., CfN, et supprimons dans la suite 3) tout
cycle, à partir du quatrième, qui ne permute aucun élément laissé fixe

par tous les cycles qui le précèdent dans la suite 3).

Soit 4) C'1,Cf%,Ct,Ctix,C'i%i...iCfit la suite restante. D'après ce

qui précède, les cycles 4) forment un système connexe et permutent,
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les n nombres 1,2,...,». Or, d'après le lemme II de Hoyer, comme
les trois cycles C[, C2, C2 engendrent le symétrique des substitutions des
éléments qu'ils permutent, il en est de même des quatre cycles C[, C2,
C2, C'ix, etc. ainsi que de l'ensemble des cycles C\, C2, C2, C\x,..., (?it.
Or O1— (C[,C2,C2,Cfii,..., C'it) est le groupe symétrique des substitutions

de tous les éléments permutés par les substitutions de G et, comme
GxczC, il s'ensuit que G=G1. Donc G est bien le symétrique des
substitutions des éléments 1, 2,..., n.

b) q>2. Alors les cycles 5) C[ Cl9 C2,..., C^ forment un
système connexe et imprimitif dont les systèmes d'imprimitivité
comprennent soit trois soit deux éléments chacun. Par définition de la suite 2),
Cq a au moins un élément commun avec l'un au moins des cycles
C[,C2,. ..,Cç_r Soit C\ (1 < j < q — 1) un cycle de 5) qui a au
moins un élément commun avec C'Q et soit C\ (l ^ j) un cycle de 5)
qui a au moins un élément commun avec C^. Un tel cycle C\ existe en
tout cas puisque q > 2 et que le système 5) est connexe. Les deux cycles
Cj-, C\ sont connexes et imprimitifs alors que les trois cycles G1^, G\, GrQ

forment un système connexe et primitif. Donc, d'après les lemmes 1—5
et les corollaires 1—3, le groupe (C^, G\, CrQ) est le symétrique des
substitutions des éléments permutés par les trois cycles Oy, C[, CfQ.

Formons maintenant avec les cycles du système 2) une nouvelle suite
6) G\, C\, Crq, C^4, C'i5,..., ClN,, telle que chaque cycle de cette suite
à partir du second a au moins un élément commun avec l'un au moins
des cycles qui le précèdent, ce qui est toujours possible, puisque le
système 2) est connexe. Supprimons dans la suite 6) tout cycle à partir du
quatrième (s'il y en a) qui ne permute aucun élément laissé fixe par tous
les cycles de la suite 6) qui précèdent, dans cette suite, le cycle considéré.
Soit 7) C'i,C'l,Cç,C'kl9C'kt9...9C'kt la suite restante. Les cycles 7)
forment un système connexe et primitif et ils permutent le même
ensemble d'éléments que les substitutions de G, Et comme le groupe
(0^, Oj, CrQ) est le symétrique des substitutions des éléments permutés
par les trois cycles C^, C\9 Cq, il résulte du lemme II de Hoyer que le

groupe Gx (C^, C[, Cq, Crki,..., Ckt) est le symétrique des substitutions

de tous les éléments permutés par les substitutions de G. Or Gxc.G.
Il s'ensuit que Gt G et, par suite, G est bien le groupe symétrique des

substitutions de tous les éléments qui sont permutés par les substitutions
de G.

La proposition I est donc démontrée.
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§ 4. Les divers groupes que peut engendrer

un système connexe et primitif de cycles du sixième ordre

Proposition II. Quel que soit Ventier h > 2 et quels que soient les k
cycles du sixième ordre Cx, C2,..., C k qui forment un système connexe et

primitif, le groupe (G1, C2,..., Gk) est soit simplement isomorphe à Vun
des trois groupes G120, x(?42, fl^, soit le symétrique des substitutions des

éléments permutés par tous les cycles du système considéré.

La démonstration de la proposition II repose sur la proposition I et
sur les lemmes suivants.

Lemme 7. Quel que soit le cycle du sixième ordre C (CiC2c3c4c6c6)

connexe et primitif avec le groupe 6?12O, mais ne faisant pas partie de ce

groupe, en composant C avec les substitutions de G120, on obtient le groupe
symétrique S des substitutions des éléments permutés par C et toutes les

substitutions de G120.

Démonstration. On a 6?120 (S,T), où « (123456), T
(12 4 3 6 5), donc (8, T, C) (<?lt0, C). Pour démontrer le lemme 7,

il nous suffira dont de montrer que (S, T, C) S. Comme le cycle C
est connexe avec le groupe (?120, C permute l'un au moins des nombres
1, 2, 3, 4, 5, 6.

Six cas sont à distinguer.

1) C permute les six nombres 1,2,3,4,5,6. Alors si C et 8 sont
imprimitifs, on a (8, T, G) S6, d'après la proposition I, car alors (8, T, C)
est un groupe primitif qui contient deux cycles connexes et imprimitifs du
sixième ordre. Et si C est primitif avec 8, comme GlG12fy, (S, G) S6î
d'après le § 2.

2) G permute cinq des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et le nombre 7. 8 et C
sont alors en tout cas primitifs et engendrent soit le groupe S7, auquel
cas le lemme est démontré, soit l'un des deux groupes x(?42, 2(?42. Or le

groupe x(?42 contient la substitution U (1 3 4 2 5 7) et on a (ï74?/)4

(123) ^, (4,S) S6 et (S6, (7) S7 (S, T,C). D'autre
part, 2#42 contient la substitution F (1 4 2 3 5 7) et on a (T2V)b

(16) B, (£,£) S6 et (S6, C) S? (8, T, G).

3) C permute quatre des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les deux nombres 7

et 8. Alors, si S et G sont imprimitives on a (8, T, G) S8, d'après
la proposition I. Et si 8 et C sont primitives, elles engendrent soit le

groupe S8, auquel cas le lemme est démontré, soit l'un des deux groupes
i$336> 2^336- Or Ie groupe ^336 contient la substitution C7= (143782)
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et on a (T*Uf (1 6), donc (S, T, C) S8. Et le groupe 26?336

contient la substitution F (143872), (T2Vf (1 6) donc
(S, T,C) <58.

4) C permute trois des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les trois nombres
7, 8, 9. Alors, si 8 et C sont imprimitives, (8, T, G) S9, d'après
la proposition I, et, si S et C sont primitives, on a (8, C) S9. d'après
le § 2. Donc aussi (8, T, C) S9.

5) C permute deux des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les quatre nombres
7, 8, 9, 10. Alors, si 8 et G sont imprimitives, (8, T,C) Slo, d'après
la proposition I, et, si 8 et G sont primitives, (8,0) Slo (8,T ,C),
d'après le § 2.

6) C permute un des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les cinq nombres
7, 8, 9, 10, 11. Alors 8 et G sont toujours primitives et (S,C) Sn

(8, T, O), d'après le § 2.

Le lemme 7 est donc démontré.

Lemme 8. Quel que soit le cycle C (c^c^c^) du sixième ordre,
connexe avec le groupe XO^ et ne faisant pas partie des groupes (Sh) iG3Z6(8h),

h^ 8, en composant C avec les substitutions de X6?42, on obtient le groupe
symétrique Q des substitutions des éléments permutés par C et par les

substitutions de ^42.

Démonstration. On a 1O42=(S,T), où 8 (1 2 3 4 5 6), T
(13 4 2 5 7), donc dGé%, C) (8, T,C). Comme C est connexe avec
i#42> C est connexe avec Tune au moins des substitutions 8, T. Le

groupe 0 (8 y T, C) est en tout cas primitif. Donc, d'après la proposition

I, si G contient deux cycles connexes et imprimitifs du sixième
ordre, on a G S. Aussi nous nous bornerons à envisager le cas où les

deux cycles 8, G respectivement T, C pour autant qu'ils sont connexes,
sont primitifs. Cinq cas sont alors à distinguer.

1) G permute les six nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les deux cycles 8 et C

sont primitifs. Alors 8 et C engendrent soit le groupe S6, auquel cas

(8, T, G) S7, soit le groupe (?120, groupe qui contient la substitution
*7 (12 43 6 5), et on a alors {T2Uf (2 5 4), donc (8,T,C)

S7.

2) C permute cinq des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et un nombre c de
l'ensemble {7, 8}. Alors si C~€2GZZq, comme C~êXGZU par hypothèse,
8 et G engendrent, d'après le § 2, le groupe symétrique des substitutions
des éléments 1, 2, 3, 4, 5, 6, c et (S, T,C) S. Et si G e 2(?336,

116



comme C c 1(?336, 8 et C engendrent un groupe simplement isomorphe
à XGA2 et qui contient l'une des deux substitutions E7 (12476 3) ou
F (1 2 6 3 8 5). Or (T*U)5 (3 4) et (TV? (2 4 6). Il en résulte
que (8,T9C) S.

3) C permute quatre nombres de la suite 1,2,3,4,5,6 ainsi que
les deux nombres cet d (c<d) formant l'un des couples {7,8}, {7,9},
{8, 9} ou {9, 10} et C est primitif avec 8. Si c 7 et d 8 et si
Cl2#336> 8 et C engendrent le groupe <58 et (8, T, G) Sg. Ou bien
C € 2#336 e^ alors (8, C) 2G33^, groupe qui contient la substitution
U (1 4 3 8 7 2), on a (T*U*)* (2 7) et, par suite, (flf, T, C) S.
Si c 7 et d=9, comme 01(8 9)^^(8 9) et C1XGZ3% les deux
substitutions 8 et C engendrent soit le groupe symétrique des substitutions

des éléments 1,2,3, 4, 5, 6, 7, 9 et, par suite, (/S, T, C) S,
soit le groupe (8 9) 2$336 (8 9), groupe qui contient la substitution
U (1256 7 9) et on a (TU)10 (1 5 6), donc (8,T,C) <5. Et
si c — 8, d 9 ou si c 9, d=10, alors 8 et C engendrent soit le
symétrique des substitutions des éléments 1,2,3,4,5,6, c, d soit un
groupe simplement isomorphe à 16r336 et qui contient l'une des deux
substitutions C7=(12 5 6cd), F=(12 5 6dc) et on a (T5U)b

(13 4), (TbVf (13 4). Donc dans tous ces cas, (8, T,C) Q.

4) C permute trois, deux ou un seul nombre de la suite 1,2,3,4,5,6
et 8 et C sont primitifs. Alors S et C engendrent toujours, d'après le
§ 2, le groupe symétrique des substitutions de tous les éléments qu'ils
permutent et (8, T, C) S.

5) C ne permute aucun des nombres 1,2, 3, 4, 5, 6. Comme C est

connexe avec le groupe fl^, C permute alors nécessairement le nombre 7.

Soient 8, 9, 10, 11, 12 les cinq autres nombres permutés par C. Alors T
et C engendrent, d'après le § 2, le groupe symétrique des substitutions
des éléments 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11, 12 et, par suite, (8, T, C)

Le lemme 8 est donc démontré.

Corollaire 4. Quel que soit le cycle C du sixième ordre, connexe et primitif
avec 2^42 et qui ne fait pets partie des groupes (8h) 2#33«(8A), h > 8, en

composant C avec les substitutions de 2G42, on obtient le groupe symétrique S
des substitutions des éléments permutés par C et par les substitutions de

Démonstration, Ce corollaire résulte aussitôt du lemme 8 et du fait que

,2 RXG,2R~\ 2G33, R1G3S,R-\ où R (2 4 3) (6 7), et que
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Lemme 9. Quel que soit le cycle du sixième ordre C

connexe et primitif avec le groupe XGZZ% mais ne faisant pas partie de ce

groupe, en composant C avec les substitutions de i#336, on obtient le groupe
symétrique des substitutions des éléments permutés par C et les substitutions

Démonstration. On a xQ3ze (8,T), où 8 (1 2 3 4 5 6) et T
(14 3 7 8 2), donc dOm9 C) (S,T,C). Posons (S, T,C) G. Pour
démontrer le lemme 9, il suffit de montrer que G Q. Le groupe G est

primitif puisque XGZM est un groupe primitif de degré 8 et que C est un
cycle du sixième ordre connexe avec XGZZ^. Si l'un au moins des couples-
S, C ou T, C est imprimitif, G S, d'après la proposition I.

Supposons d'abord que le cycle G a des éléments communs avec un
seul des deux cycles 8, T. Si c'est avec 8 seulement, les éléments
communs à C et à T font alors partie de l'ensemble {5,6} et, si les cycles S

et G sont primitifs, ils engendrent d'après le § 2 le groupe symétrique des

substitutions des éléments permutés par 8 et C. Et si le cycle G a des

éléments communs avec T, mais pas avec 8, ces éléments communs
font partie de l'ensemble {7,8}; si donc T et G sont primitifs, ils
engendrent le groupe symétrique des substitutions des éléments qu'ils
permutent. Il s'entuit dans les deux cas que G S.

Supposons maintenant que le cycle T a des éléments communs aussi
bien avec 8 qu'avec T. Le groupe (8,T) XGZ36 qui est trois fois transitif

contient des cycles du sixième ordre qui permutent six quelconques
des nombres 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Supposons d'abord que Cl S8 et que
G permute au moins un nombre > 8. Alors le groupe (8, T) contient un
cycle du sixième ordre O2 qui a au plus trois et au moins un élément
commun avec C. Si C et C2 sont imprimitifs, (8,T,C) S, d'après
la proposition I. Et, si C et C2 sont primitifs, ils engendrent, d'après le
§ 2, le groupe symétrique des substitutions des éléments qu'ils
permutent, et par suite (8,T,C) S. Supposons maintenant que C a des

éléments communs avec S et avec T et que C € <58 • Si C permute cinq
nombres de la suite 1, 2, 3, 4, 5, 6 et le nombre 7, 8 et C sont alors
primitifs et engendrent soit le groupe S7 soit le groupe 2#42 qui contient
la substitution U (1 2 4 7 6 3) et {T*Uf (3 8). Si C permute
cinq nombres de la suite 1, 2, 3, 4, 5, 6 et le nombre 8, 8 et C sont
aussi primitifs et engendrent soit le groupe symétrique des substitutions
des éléments 1,2,3,4,5,6,8, soit le groupe (7 8)^^(7 8), groupe qui
contient la substitution F (1 3 2 6 8 4) et alors (T2V)5 (3 4). Et,
si G permute quatre nombres de la suite 1, 2, 3, 4, 5, 6 et les deux
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nombres 7 et 8, alors si 8 et C sont imprimitifs, (8,T,C) S, d'après
la proposition I. Et si 8 et C sont primitifs, ils engendrent soit le groupe
S8 soit le groupe 26?336 > groupe qui contient la substitution W

(12 5 6 7 8) et, dans ce dernier cas, (T2Wf (3 8). Il en résulte que,
dans tous ces cas, (8,T,C) S8.

Le lemme 9 est donc démontré.

Corollaire 5. Quel que soit le cycle C (c^c^c^c^) connexe et
primitif avec le groupe 2(?336 mais qui ne fait pas partie de ce groupe, en
composant C avec les substitutions de 2(?336, on obtient le groupe
symétrique des substitutions des éléments de l'ensemble {1,2,3,4,5,6,7,8}

1 \ci C2, C3 C4, C6, C6}

Démonstration. Le corollaire 5 est une conséquence immédiate de la
relation 2(?336 (7 $) î^sse (7 8) et du lemme 9.

Proposition II. Tout système connexe et primitif 8 de cycles du sixième
ordre qui ne contient aucun couple de cycles connexes et imprimitifs
engendre soit un groupe d'ordre 120, de degré 6, simplement isomorphe à
G12q, soit un groupe d'ordre 42 et de degré 7, simplement isomorphe à 1Gf42,

soit un groupe d'ordre 336 et de degré 8, simplement isomorphe à 1Gf336,

soit le groupe symétrique <S des substitutions de tous les éléments permutés

par les cycles du système considéré.

Démonstration. Soit k un entier > 2 et soit 8 un système connexe et
primitif composé de k cycles du sixième ordre, système qui ne contient
aucun couple de cycles connexes et imprimitifs. Formons avec tous les

cycles du système 8 une suite

1) Cx, (72,..., Ck

telle que C[ est un cycle quelconque de 8 et, quel que soit l'indice i> 2,
C't est un cycle du système 8 qui a au moins un élément commun avec
l'un au moins des cycles C[, Cf2,..., C^_x. Il est toujours possible de
former une telle suite, puisque le système 8 est connexe.

Supprimons dans la suite 1) tout cycle C^ (i > 2), tel que

et soit
2) Cl9 C2,..., Ck,

la suite restante. Il est clair que les cycles 2) permutent les mêmes
éléments et engendrent le même groupe que les cycles du système 8. Les
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deux cycles C1 et C2 sont connexes et primitifs, d'après nos prémisses,
ils engendrent donc, d'après le § 2, soit un groupe simplement isomorphe
à l'un des trois groupes G120, xGé2, xG336, soit le groupe symétrique &' des

substitutions des éléments qu'ils permutent. Posons dans tous les cas

(C1, C2) G, et soit F le groupe engendré par tous les cycles du
système S. Alors si kf 2, on a F G et la proposition est démontrée.

Supposons que 1cr>2.
Alors si G est d'ordre 120, il résulte du lemme 7, que le groupe

(Cli C2, C3) est le symétrique des substitutions des éléments permutés
par les trois cycles C1} C2, C3. Donc, d'après le lemme II de Hoyer,
(C1,Ci,...,Ct,) Q.

Si G est d'ordre 336, il résulte du lemme 9, que (Ct, C2, C3) est alors
en tous cas le symétrique des substitutions des éléments permutés par
les trois cycles Cl9 C2, C3 et, par suite (Cl9 O2,..., Ck,) S.

Si G S', on a (Cl9 C2,. ..,CV) S, d'après le lemme II de

Hoyer.
Supposons enfin que G est d'ordre 42. Si le groupe (Cl9 C2, C3) n'est

pas de degré 8, d'après le lemme 8, c'est le symétrique des substitutions
des éléments permutés par Cl9 C2 et C3. Donc (Cl9 C2,..., Ck,) S.
Et si le groupe (C1, C2, C3) est de degré 8, il ressort de l'étude des

groupes ^2, 1^336 et du lemme 8 que le groupe (Cl9 C2, C3) est soit le

symétrique des substitutions des éléments permutés par Cl9 C2 et C3,

auquel cas (Cl9 C2,..., Ck,) S, soit un groupe simplement
isomorphe à xGm; dans ce dernier cas, si k' 3, on a r (Cl9C2f <73).

Et si i ' > 3 et le groupe (C1, C2, O3) est d'ordre 336, d'après le lemme 9,
le groupe (G1 ,C2,CZ, C4) est alors nécessairement le symétrique des

substitutions des éléments permutés par les quatre cycles Gl9 C2, C3, <74.

Donc (Cl9CÈ,...,Ck,) S.
La proposition II est donc démontrée.

Remarque 2. Il ressort de la démonstration des propositions I et II que
tout système connexe et primitif de cycles du sixième ordre qui permutent,
dans leur ensemble, un nombre > 9 d'éléments engendre le groupe symétrique
des substitutions de tous les éléments permutés par les cycles du système.

§ 5. Les bases du groupe symétrique Qn de degré n > 6

dont l'une des substitutions est un cycle du sixième ordre

Soit n un entier > 6, soit <Sn le groupe symétrique des substitutions
des éléments 1, 2,..., n. Proposons nous maintenant de rechercher
toutes les bases S, T du groupe Sn, dont l'une des substitutions T est
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un cycle du sixième ordre. Nous verrons que, si n > 9, la condition
nécessaire et suffisante pour que deux substitutions 8, T du groupe Qn,
dont Tune T est un cycle du sixième ordre, constituent une base de Qn,
c'est que 8 et T soient connexes et primitives. Nous indiquerons aussi
les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux substitutions
connexes S, T du groupe <Sn dont Tune T est un cycle du sixième ordre,
soient imprimitives. Enfin nous donnerons des critères permettant de
reconnaître toutes les bases des groupes S6, S7 et S8 dont Tune des
substitutions est un cycle du sixième ordre.

Lemme 10. Soient m > 2 et n > m deux entiers et soient 8 et T deux
substitutions connexes et primitives de degré n, dont Vune T est un cycle
d'ordre m. Soit k Vordre de 8 et soit E {1, 2,..., n} Vensemble des

éléments permutés par S et T. Alors les k substitutions SiTS~i, i 0, 1,...,
k —- 1, constituent toujours un système connexe et primitif de cycles qui
permutent tous les éléments de Vensemble E.

Démonstration. Soient 8 et T deux substitutions connexes et primitives
de degré n qui permutent (ensemble) les éléments de l'ensemble E
{1,2,..., n}, soit k Tordre de 8 et soit T (6162.. ,bm).

Posons Ti S*TS~\ i 0, 1, 2,..., k — 1.

Soit j un élément quelconque de Vensemble E. Montrons qu'il existe au
moins une substitution T{ (0 < i < k — 1) qui permute j. En effet si j
fait partie de l'ensemble B {bl9 b2,..., bm}, alors le cycle To T
permute j. Et si jl J5, comme j € E, j est permuté par 8. Il existe
dont un cycle C {axa%.. .ah) de 8, d'ordre h > 2, et un indice
*' (1 fS *' 5S A)> tel que j av. Comme les substitutions 8 et T sont
connexes, un élément au moins de B fait partie de l'ensemble A
{al9 a2,..., ah}. Soit av,, un élément de A qui € B et soit ain bt
(1 <t <m). Posons u if —iff, si if>i",et u if — in + h, si

i' <i". Alors Tu 8UTS~U est un des cycles T{ qui permute j. En effet,
soit b\ l'élément que 8U substitue à 6,, quel que soit Z=l,2,...,m.
On a Tu (b[b'2...b'm) et b't j.

Montrons maintenant que les cycles 1) T0,Tl9.. .,Tk constituent un
système connexe. En effet, supposons le contraire. Il existe alors un entier
r < k et r cycles

2) Th T0, Th,...,Tif
de la suite 1), tels que ces r cycles constituent un système connexe alors

que quel que soit le cycle Tif+1 de la suite 1) qui ne fait pas partie de 2),
ce cycle ne permute aucun des éléments permutés par les cycles 2). Soit
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Ex Pensembles des éléments permutés par les cycles 2). On a
mais EX^E. Soit BEX8~X E2. Les ensembles Eî et E2 sont
disjoints. En effet supposons que EXE2 ^ 0 et soit a un élément commun
à Ex et à E2. Les deux ensembles 2^ et i?2 sont évidemment d'égale
puissance. Et s'il existait un élément b de E2 qui 1 Ely il existerait un
cycle de 1) étranger à 2) mais connexe avec le système 2). En effet, soit
Tfit ST^S-1, Z=l,2,...,r. Tous ces cycles font partie de la
suite 1). Comme le système 2) est connexe, il en est de même du système
3) Trix, T'i%,..., Trif et E2 est l'ensemble des éléments permutés par les

cycles 3). Comme EXE2 ^ 0, et que chacun des deux systèmes 2) et 3)
est connexe, les cycles des deux systèmes 2) et 3) constituent ensemble

un système connexe et ce système contient au moins un cycle de la suite
1) qui ne fait pas partie de 2), puisque b € E2 et blEx, ce qui est en
contradiction avec la définition de 2). Si donc EXE2 ^ 0, on a E2czEXy

et comme Ex — E2, on doit avoir Ex E2. Mais alors, comme tous les
éléments permutés par T font partie de Ex, chacune des substitutions S
et T transforme l'ensemble Ex en lui-même et, comme Ex est un vrai
sous-ensemble de U, S et T ne sauraient être connexes, ce qui est en
contradiction avec les hypothèses faites sur S et T. Donc EXE2 est bien

0. Posons E3 SEzB-1. Les deux ensembles E% et E3 sont
disjoints. En effet, s'il existait au moins un élément commun à E2 et E3
on devrait avoir E2 E3, sinon il existerait un cycle de 1) ne faisant
pas partie de 2), mais connexe avec 2) ce qui est contradictoire. Or on
ne saurait avoir E2 E3, puisque alors on devrait avoir SEfî'1 E2,
SE^1 E2, ce qui est impossible, les ensembles Ex et E2 étant
disjoints. Donc E2EZ 0. Montrons maintenant que les ensembles Ex et
Es sont soit confondus soit disjoints. En effet, supposons que EXE3 ^0
et soit a un élément communs à Ex et à E3. Soit Trru S2TilS~2, l
1, 2, ...,/*. Comme le système 2) est connexe, il en est de même de

4) Tr[x, Tl2,..., 5P£, les cycles 4) permutent les éléments de l'ensemble
Ez et comme EXEB ^ 0, tous les cycles 2) et 4) ensemble forment un
système connexe. Si donc Es contenait au moins un élément 6 étranger
à Ex, il existerait un cycle de 4), donc aussi de 1), connexe avec 2), mais
ne faisant pas partie de 2), ce qui contredit la définition de 2). Si donc

EXE3 ^ 0, on a E3aEx. Et comme Ex E3f on a donc bien dans ce

cas Ex E3. Les ensembles Ex et E3 sont donc soit disjoints, soit
confondus. Or si Ex E3f on doit avoir E Ex -f- E2, puisque chacune
des deux substitutions S et T transforme l'ensemble Ex + E2 en lui-
même et que S et T sont connexes.
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Soit maintenant h un entier >2 et supposons que nous ayons déjà
démontré que les ensembles EX>E2 8ExS~l, ...,Eh SE^S-1 sont
disjoints deux à deux. Posons Eh+1 8Eh8~1, Montrons que EiEh+1

0, quel que soit i 2, 3,..., h, que Ex et Eh+1 sont soit disjoints,
soit confondus et que si Ex Eh+1, alors E Ex-\- E2-\- \- Eh.
En effet, soit d'abord i un indice, tel que 2 < i < h, et supposons que
E{Eh+x ^ 0. Alors on doit avoir Et Eh+1. En effet, les cycles 5)

8i~1Til8"i+1, l 1, 2,..., r, qui tous font partie de 1) constituent un
système connexe et permutent les éléments de l'ensemble E{. Les cycles 6)

8hTilS~h, l 1, 2,...,r, constituent également un système connexe
de cycles appartenant à la suite 1) et les cycles 6) permutent les éléments
de l'ensemble Eh+1. Si EiEh+x ^ 0, les cycles 5) et 6) ensembles
constituent un système connexe qui permute tous les éléments de l'ensemble
Ex + Eh+1. Et si Eh+1 contenait au moins un élément b étranger à Et,
les transformés des cycles 5) et 6) par /S"**1 formerait un système
connexe de cycles appartenant à la suite 1) et comprenant tous les cycles
de la suite 2) et au moins un cycle de 1) étranger à 2), ce qui est
contradictoire. Si donc EiEfi+i =£ 0, on doit avoir i^+1c2?t. et comme

Et Eh+l, on doit avoir Et Eh+1. Or, par définition de Ei9 S transforme

E{_x en Ei. On doit donc avoir Ei_1 Eh+1 et E{ Eh+X, ce

qui est impossible puisque E^x et E€ sont, par hypothèse, disjoints. Donc
E4Eh+1 0, *' 2, 3,..., A. Quant aux deux ensembles Ex et Eh+l,
en répétant le raisonnement fait pour Ex et E3, on voit qu'ils sont soit
confondus soit disjoints. Et comme 8 et T sont connexes, si Ex Eh+1,

on doit alors avoir E Ex + E2 + \- Eh, puisque S aussi bien que
T transforme l'ensemble Ex + E2 + • • •+ Eh en lui-même. Si donc le

système 1) n'est pas connexe, on peut en tout cas décomposer l'ensemble
E en une somme de v > 2 sous-ensembles Ex, E2,..., Ev, disjoints
deux-à-deux, d'égale puissance et tels que T transforme chacun de ces
ensembles en lui-même, alors que 8 transforme Ex en E2, E2 en Ez,..., Ev
en Ex. Donc les deux substitutions 8 et T sont imprimitives et ont pour
systèmes d'imprimitivité les ensembles Ex, E2,..., Ev. Or ceci contredit

l'hypothèse que les deux substitutions 8 et T sont primitives. On voit
donc que le système 2 est nécessairement connexe.

Montrons enfin que le système 1) est primitif. En effet supposons le
contraire. Comme le système 1) est connexe et qu'il se compose de cycles
qui sont tous du même ordre m, il existe donc un entier t, diviseur
de m, tel que 2 <t<m, m m't et que, quel que soit le cycle
Tt (biX 6i2,... bim), i 0, 1,..., k — 1 du système 1), les ensembles
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Eu ibi8> bi8+t > • • • > bi8+(m>-i) t} > s 1, 2, ...,*, sont des systèmes
d'imprimitivité de tous les cycles du système 1) tout système d'imprimi-
tivité des cycles 1) étant, à son tour, un ensemble de la forme Ei8. Soient
E1 et E2 deux systèmes d'imprimitivité quelconques de l'ensemble des

cycles 1) et supposons que 8 transforme au moins un élément de Ex en
un élément de E2. Montrons que 8 transforme alors tout l'ensemble Ex
en E2. En effet, comme Ex est un système d'imprimitivité de l'ensemble
des cycles 1), il existe deux entiers i et s, tels que 0 < i < k — 1,
1 < £ <t et que E1 {bi8) bi8+1,..., bi8+im,__1)t}. Donc tous les
éléments de l'ensemble Ex sont permutés par le cycle Ti (bn bi2 • • • bim)
du système 1). Soit bi8+it un élément de Ex que 8 transforme en un
élément u de E2. Or, par définition de la suite 1), 8 transforme Tt en Ti+1,
i-\-l devant être remplacé par 0, si i k — 1, et Ti+1 (bi+1 x, bi+12...
6f+1J. Comme 8 transforme bi8+jt en u, il doit exister un indice v
(1 < ^ < m), tel que U bi+lv et, d'après ce qui précède, l'ensemble

K= {bi+iv> bi+iv+t, .•.,6«+i,+c»'-i)#}» où les indices v + t,...,
v + (m1 — 1)£ doivent être réduits modulo m de façon à être compris
au sens large entre 1 et m, est un système d'imprimitivité de l'ensemble
des cycles 1). Et comme 8 transforme T{ en Ti+1 et bi8+jt en bi+lv,
bu+it+i en 6*+ifH-i,...,&<f+mm-i en 6<+1«+m_i, où les indices >m
doivent être réduits modulo m, on voit que 8 transforme Ex en Ef2, Et
comme E2 et ^ s°nt deux systèmes d'imprimitivité de l'ensemble des

cycles 1) qui ont en commun l'élément u, on doit avoir E2 E'2. On
voit donc bien que si 8 transforme au moins un élément de Ex en
élément de E2, 8 transforme tout l'ensemble Et en E2. La substitution T
jouit de la même propriété puisque T To est un cycle du système 1)

qui est imprimitif et dont Ex et E2 sont deux systèmes d'imprimitivité
quelconques. Donc les substitutions 8 et T sont imprimitives et
admettent les mêmes systèmes d'imprimitivité que les cycles 1). Or ceci

contredit notre hypothèse que 8 et T sont primitives.
Donc le système 1) est bien primitif et le lemme 10 est démontré.

Proposition III. Quel que soit Ventier n>9, la condition nécessaire

et suffisante pour que deux substitutions 8, T du groupe symétrique <5n

d'ordre n/, dont Vune T est un cycle du sixième ordre, constituent une
base de Qn, c'est que 8 et T soient connexes et primitives.

Démonstration. La condition est nécessaire. En effet, soit 8, T une
base du groupe <5n, dont Tune des substitutions T est un cycle du sixième
ordre. On a donc (S,T) Sn. Si 8 et T n'étaient pas connexes, le

groupe (8,T) serait intransitif, ce qui est impossible puisque Qn est
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transitif. Donc 8 et T sont nécessairement connexes. Et, si 8 et T étaient
imprimitives, le groupe (S,T) serait imprimitif, ce qui également est
impossible, puisque le groupe Qn est primitif. La condition énoncée est
donc bien nécessaire.

La condition est suffisante. En effet, soient 8 et T deux substitutions
connexes et primitives de degré n > 9 qui permutent, ensemble les

n nombres 1, 2,..., n, soit T un cycle du sixième ordre et soit k l'ordre
de la substitution 8. Posons T{ 8^8-*, t 0, 1, ...,*. On a, en
particulier, T0=T. D'après le lemme 10, les cycles To, 7\,. Tm
forment un système connexe et primitif de cycles du sixième ordre qui
permutent les n nombres l,2,...,w et, d'après la remarque 2, ces

cycles engendrent le groupe symétrique Sn des substitutions des éléments

l,2,...,n. Donc (5nc($, î7). Et comme on a évidemment (S,T)cSn,
il s'ensuit que (S,T) Sn. Donc 8, T est une base de Qn et la condition

énoncée est bien suffisante.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux substitutions
connexes 8 et T, de degré n, dont Vune T est un cycle du sixième ordre, soient

imprimitives.
Soit n un entier >6, soit S une substitution de degré n composée

des h (1 < h < 6) cycles Cl9 C2,..., Ch, tels que Cx (axa2.. ami),

% + % H h *% n, et soit T (616263646566), où 6lf 62, 68, 64,

66, 66 sont six nombres de la suite ax, a2,..., an, dont l'un au moins
appartient à chaque cycle de S.

Nous utiliserons les notations suivantes. Si deux éléments 6t-, 6^

permutés par T font partie d'un même cycle Cl (1 <l <h) d'ordre m,
de 8 et si Cl (au+1au+2. au+mi) où ^ mx -\ h mw, av 6,.,

aw bjy u + l < v < u -\- mlf u + 1 <w <u + ml9 nous désigne-

rons par le symbole b{ bi ou, pour abréger, simplement par 6t 6y et nous
appellerons distance de bih,bi dans le cycle Cl le plus petit entier positif,
tel que v + bibj ~w (mod mt).

D'autre part, quel que soit l'élément ar du cycle Cx {u-\-\<X<.u-\-m^)
et quel que soit l'entier k, nous désignerons par le symbole ar+k l'élément
as du cycle Ct, tel que u~\-l<s<u-\-ml et que s r + k (mod mz).

Soit ?', k, l, m, n, p, q une permutation quelconque des nombres
1, 2, 3, 4, 5, 6 et soit bj==ai. 6* a<fc 6, ^, bm aim, bp aip
et 6« % •

Les conditions suivantes sont nécessaires et suffisantes pour que les

deux substitutions 8 et T soient imprimitives.
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I. Si 8 se compose d'un seul cycle Cx (axa2... an) d'ordre n qui
contient tous les éléments permutés par la substitution T=(bxb2b3béb&be)
et si bi df (7 1,2,3,4,5,6), pour que S et T soient imprimitives,
il faut et il suffit que l'une (au moins) des trois conditions suivantes soit
satisfaite :

2. bx 64 646!, 62 66 66 b2 63 66 66 63

3. n 0 (mod 3), {ah, ah+n/3 aii+2n/3} {bl9b3, 65}

et

II. Si /S contient deux cycles Ct (axa2... am) et C2 («mi+i • • •

dmi + m2), trois cas sont à distinguer.

lia) L'un des deux cycles Cx, G2 contient un seul des éléments
permutés par T et le second des deux cycles Cx, C2 contient cinq éléments
permutés par T. Soit bs l'élément de T permuté par le cycle Cx et soient
bk> ^i> ^m> bp, bq les cinq éléments de T permutés par C^, où {A,/*}

{1,2}. Alors la condition nécessaire et suffisante pour que S et T
soient imprimitives, c'est que D(bkbt, bkbm9 bkbp, bkbQ m1,m2)>l.

IIb) L'un des deux cycles Cl9 C2 contient deux éléments permutés
par T et le second des deux cycles Gx, C2 contient quatre de ces éléments.
Soit Cx le cycle de S qui permute les deux éléments bj9 bk de T et soit
Cp le cycle de 8 qui permute les quatre autres éléments bt, bm, bv, bq

de T. Alors pour que 8 et T soient imprimitives, il faut et il suffit que
l'on ait soit

soit
2. bjbk bkbi, btbm bmbl bPbQ bqbp

les ensembles {j, k} {l, m} {p, q) étant, à l'ordre près, {1, 4}
{2,5} et {3,6}.

Ile) Chacun des cycles Cx, C2 contient trois éléments permutés
par T. Soit Cx le cycle de 8 qui permute les trois éléments 6i? bk, bt
de T et soit CL le cycle de S qui permute les trois éléments bmf bv et
bQ de T. Alors pour que 8 et T soient imprimitives, il faut et il suffit
que soit
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bjbly bmbp, bmbq, m1)m2)>l
soit

2. que {j,m}, {k,p} et {l,q} étant, à Tordre près, les couples

{1,4}, {2, 5} {3, 6}, que m1 m2 b^k bjbp 576, b^bq

Soit 3. que {j,k,l} et {m, />, q} étant, à l'ordre près, les ensembles

{1,3,5} et {2,4,6}, que m1 0 (mod 3) ra2 0 (mod 3)

{&™> ^, bq}9 où a^ 6,, atm bm

III. Si S contient trois cycles

C1==(a1a2.. .ami), C2=(ami+1.. .ami+TO2), C3=(a

trois cas sont à distinguer.

III a) Deux cycles de 8 contiennent chacun un élément permuté
par T et le troisième cycle de 8 contient quatre éléments permutés par T.
Soit bj € Cx, bk€Cp, et soient bl9 bm, bp, bq les quatre éléments
permutés par T qui font partie du cycle Cv de 8, {A, /u, v} {1, 2, 3}.
Alors pour que 8 et T soient imprimitives, il faut et il suffit que soit

1. D(b^bm,b^bv blbqi m1 m2 m3)>l, soit 2. que {j &}

{Z, m} {#>, g} étant, à Tordre près, les trois ensembles {1,4}, {2,5},
{3,6}, que mx m^, 576m 6^ bp~bq 5^6,,

IIIb) Un cycle de /S contient un seul élément permuté par î7, un
second cycle de 8 contient deux éléments permutés par T et le troisième
cycle de 8 contient trois éléments permutés par T. Soit b} e Cx, bk et
bleCfX, bm, bp et bq € Cv, Alors pour que 8 et T soient imprimitives,
il faut et il suffit que soit

1. D(bk~bl, b^bp, hj)q m1, m2, m3) > 1,
soit

2. que {ij ik ij et {im, ip itf} étant à Tordre près les

ensembles {1, 3, 5} {2,4,6} on ait m^ 2mA bmbl b^bm

lz} {6W,6P, 6J où atm 6m.

III c) Chacun des trois cycles de /S contient deux éléments permutés
par T. Soient b3 et bk € C\, bx et bm€C(JLy bp et bq€Cv. Pour que S
et T soient imprimitives, il faut alors et il suffit que soit

127



1. D(b,bk btbm bPbq mx m2 m3) > 1 soit 2. que {? &}

{l, m} {£?, #} étant, à Tordre près, les ensembles {1,4}, {2, 5}, {3, 6}
l'on ait b^bk p,., pm b^bt, bjbq 576,,, soit 3. que {j, Je},

{l ,p}, {m, g} étant, à l'ordre près, les ensembles {1, 4}, {2, 5}, {3, 6},
Fon ait bj bk bkbj, m^ mv btbm bvbq soit 4. que {j, l, p}
et {k, m, q} étant, à Tordre près, les ensembles {1,3,5}, {2,4,6},
on ait m1 m2 m3 6, 6*.

IV. Si $ contient quatre cycles

Cl («1 «2 • • - «mi) >

deux cas sont à distinguer.

IVa) Trois cycles de S contiennent chacun un seul élément permuté
par T et le quatrième cycle de S contient trois éléments permutés par T.
Soit bj€Cx, bk€Cfli bl€Cv, bm bp et bQeCe, {À, /u, v, q}
{1,2,3,4}. Pour que 8 et T soient imprimitives, il faut alors et il
suffit que soit

1. D(bjbp, hJ>q, ml9 m2) ra3, m4)>l soit 2. que {j,k,l} étant
Tun des deux ensembles {1,3,5}, {2,4,6}, Ton ait % wi/i=m|;,

{aim, aimJhmç/3, a%+2Wç/3} {6m, b9, bQ} où aim bm.

IVb) Deux cycles de 8 contiennent chacun un élément permuté par T
et les deux autres cycles de 8 contiennent chacun deux éléments permutés
par T. Soit b^ € C\, bk€CfÂ, bl et bm€Cv, bv et bq€CQ. Alors pour
que 8 et T soient imprimitives, il faut et il suffit que soit

1. D(ffîm,lÇbq, mlf m2,m3,m4)>l, soit 2. que {j,k} {l,m}
{p, q} étant, à Tordre près, les ensembles {1,4}, {2,5}, {3,6}, on ait
mx mil, Mw Mi5 P^P,, soit 3. que, {?",&}, {hp},
{m, q} étant, à Tordre près, les ensembles {1,4}, {2,5}, {3, 6}, on
ait mx mfJL, mv mQ, b^bm bvbq, soit 4, que {j, l, m} et {k,p,q}
étant, à Tordre près, les ensembles {1,3,5}, {2,4,6}, Ton ait

V. Si 8 contient cinq cycles

Gt (a1a2... ami), C2 (a

m5/ >
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quatre cycles de S contiennent chacun un élément permuté par T, alors

que le cinquième cycle de 8 contient deux élémnets permutés par T.
Soit

p Ca, {A,//,i>,e, <r} {l, 2, 3, 4, 5}
Pour que S et T soient imprimitives, il faut et il suffit que soit

1. D(jbP~bq,m1,m2imz,m4iim5)>lJ soit

2. que, {j,k}, {l,m}, {p,q} étant, à Tordre près, les ensembles

{1,4}, {2,5}, {3,6}, on ait mx=m[JL} mv=mQ, bP~bq bq~bP, soit

3. que, {j,k,l} et {m^^q} étant, à l'ordre près, les ensembles

{1,3,5}, {2,4,6}, on ait mA m/x mi;, ma

VI. Si 8 contient six cycles Cx, C2, C3, C4, C5, CB d'ordres respectifs
m1, m2, m3, ra4, ra5, ra6, chaque cycle de 8 contient un élément et un
seul permuté par T. Soit bxeCx, &2 € £>> b3eCv, 64 e CQ, b5e Ca et
bç * Ce, {A, ju,v,q, or, e} {1,2,3,4,5,6}. Alors la condition nécessaire

et suffisante pour que 8 et T soient imprimitives c'est que soit
1. D(m1, m2, ra3, ra4, m5, m6) >1, soit 2. que m\ mQ, m^ ma,
mv me soit 3. que rax mv ma, m^ mQ me

Les bases des groupes S6, S7 et ©8 dont Vune des substitutions est un
cycle du sixième ordre.

Soit n un entier vérifiant les inégalités 6 < n < 8, soit Qn le groupe
symétrique d'ordre n dont les substitutions permutent les éléments
1, 2,..., n, et soient S et T deux substitutions de Qn, dont l'une T
est un cycle du sixième ordre. La condition que S et T soient connexes
et primitives est alors nécessaire pour que S et T puissent constituer
une base de (3W, mais cette condition n'est pas suffisante. Soit T
(a1a2a3a4a5a6). Distingons maintenant les cas où n 6, 7 et 8.

1. Soit n 6. Alors la condition nécessaire et suffisante pour que
les deux substitutions 8 et T constituent une base de (S6, c'est que 8
et T soient connexes et primitives et que S ^ T1 W T~l, où

U {a^^a^a^), j 1, 2, 3, 4, 5

U (aia3a6a2a6a4), j 1, 2

U (0^203^04), 1,2,3,4
[7 (axa2azab) ou Ka2a6a3), j 1,2,3
U

i=l,2,3,4,5,6

ata4), /=1, i=l,2,3.
9 Commentarli Mathematici Helvetici



2. Soit n — 7. Alors la condition nécessaire et suffisante pour que
(S,T) S7, c'est que 8 et T soient connexes et primitives et que
S # TlWT-\ où

i 1, 2, 3, 4, 5, 6 et
V (aj^ag^ae^ag) ou Kagae^agag^), 1

[7 (a1a2aeaza7a5) ou (a1a2a4a7aea3)5 y 1, 2, 3, 4. 5

a7 désignant le nombre de la suite 1,2,3,4,5,6,7 qui n'est pas
permuté par T.

3. Soit n 8. Alors la condition nécessaire et suffisante pour que
(S,T) <S8, c'est que S et T soient connexes et primitives et que
S^R^T* TJi T-*R~k, où R (a7a8), i 1 ou 25 i 1, 2, 3, 4, 5, 6

U (aia2a3a6a7a5a8a4)î (aia2a4a3a5a6a7a8) ou

j l, 2, 3, 4, 5, 6, 7

U Ka2«3«8«6%«4«7)> J 1, 2, 3

C (^«2^30704^08), 7 1,2,3,4,5,6
[7 (ai^agaettgOy) ou (a^^c^a^) j 1, 2, 3, 4, 5

U (a^^a^a^), j 1, 2

a7 et a8 désignant les deux nombres de la suite 1,2,3,4,5,6, 7, 8 qui
ne sont pas permutés par T.

(Reçu le 14 avril 1949.)
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