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Ûber die Gravitation
kontinuierlich ausgebreiteter Massen

Von W. Scherrer, Bern

Einleitung
AnlâBlich einer Vorlesung liber die ,,Grundbegriffe der exakten Wissen-

sehaften" habe ich mir folgende Frage vorgelegt : Wie bewegt sich eine
kontinuierlich ausgebreitete Masse, wenn sie nur der Gravitation unter-
liegt? Die klassische mathematische Physik enthalt aile notwendigen
Begriffe und Relationen, um dièse Frage unter geeigneten Voraus-
setzungen exakt zu formulieren und — grundsàtzlieh gesprochen — zu
beantworten. Doeh werden — soweit ich bemerkt habe — in den tradi-
tionellen Darstellungen keine Betrachtungen in dieser Richtung an-
gestellt. Da nâmlich in den sogenannten konkreten Fâllen bei einer
kontinuierlich ausgebreiteten Masse die Materiekrâfte bei weitem iiberwiegen,
scheint ja die Fragestellung sinnlos zu sein.

Und doch liegt ein Fall vor, der auch ein naturwissenschaftliches
Interesse bietet. In einem galaktischen System zum Beispiel ist eine
groBe Menge von Partikeln (Fixsternen) praktisch kontinuierlich und
gleichzeitig so dunn verteilt, da8 man von den Begegnungen zwischen
den einzelnen Partikeln absehen kann. Dieser Fall wird nun allerdings
durch die Tatsache verkompliziert und aus dem Rahmen der klassischen
Methoden herausgehoben, da6 man den einzelnen Partikeln eine statisti-
sche Geschwindigkeitsverteilung zuschreiben mu8. Dies mag wohl der
Grund sein dafûr, daB man den Fall reiner Strômungsgeschwindigkeit
gewôhnlich iibergeht. Nun aber haben die Astronomen ermittelt, daB

zum Beispiel die rotative Strômungskomponente der Sonne in der
MilchstraBe etwa 15 mal so groB ist, wie ihre statistische Komponente.
Es ist also durchaus denkbar, daB Ermittlungen an reinen Strômungs-
modellen, die durch ihre Anfangsbedingungen erfaBbar sind, Interesse
verdienen. Daher habe ich mich entschlossen, hier die Grundgleichungen
der Strômungsdynamik kurz zu entwickeln1).

*) Eine erste Mitteilung erfolgte am 28. Februar 1947 vor der Math. Vereinigung
Bern. Vgl. das Référât in den Mitteilungen der Naturforschenden Gesellschaft Bern
aus dem Jahre 1947.
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§ 1. Das diskrete Âusgangssystem

Wir betrachten n Massenpunkte mit den Massen

m1,m2,
und den Ortsvektoren

(1)

(2)

Die Gravitationskraft, welche die Jc-te Masse auf die i-te ausïibt, ist
dann gegeben durch

Die gesamte auf die i-te Masse wirkende Gravitationskraft ergibt sich
daher zu x

3£,

wo
H 6,667- 3-sec-2-cm3-sec (4)

die Gravitationskonstante ist. Der Strich bei S in (3) bedeutet, da8 der
Index i in der Summe ùbersprungen werden mufi.
Die von der i-ten Masse entwickelte Tràgheitskraft ist gegeben dureh

(5)

Aus der Bedingung des dynamischen Gleichgewichts

0 %t + S<t

ergibt sich also gemâB (3) und (5) das ,,Bewegungsgesetz" :

w»,X,-

(» 1, 2, ..n)

^(^^ J

Jt — *A

0
3 (6)

Fiihren wir nun die Komponenten der Ortsvektoren gemâB

ein und bezeichnen wir die Distanzen durch

(8)

so kônnen wir in bekannter Weise (6) umfoAnen in die Gestalt
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(•¦ 1 ,2,

0t —

»)

m
30,

' Sxlk

fi1'
(k

mx

1, 3)

(9)

Die Funktion 0t wird dabei als das von den Massen m1... mt__1, wî+1.. ran

am Orte s, der Masse mt erzeugte ,,Gravitationspotential" bezeichnet.
Der tîbergang von einem diskreten zu einem kontinuierlichen System

hat gerade an die Gleichungen (9) anzuknupfen. Die diskrete Punkt-
dynamik aber treibt die Formalisierung weiter, indem sie die Funktion

(10)
x,

einfuhrt, wobei nun rechts uber aile A und ju von 1 bis n, aber unter
Auslassung der Koinzidenzen A (x, zu summieren ist. Mit Hilfe die-
ser ,,potentiellen Energie" 0 vereinfacht sich (9) weiter zu

(i,A)jM 1, 2,

dX'k

..n) (fc

t

1 ,2, 3)

(H)

Aus diesen Gleichungen erhâlt man nun die klassischen intermediaren
Intégrale, die wir der Kurze halber wieder vektoriell schreiben wollen :

1. Fûhrt man eine Hilfsfunktion

A-l
(12)

die ,Jcinetische Energie", sowie eine Konstante E ein, so ergibt sich der
,,Energiesatz« T + ® E (13)

2. Als tJmpulssatz" bezeichnet man das Intégral

wo 3 einen konstanten Vektor, den ,,Totalimpuls", darstellt.
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3. Unter dem ^Drehimpulssatz'' schlieBlich versteht man das Intégral

wo der konstante Vektor î) den ,,totalen Drehimpuls" darstellt.
Da aus (14) leicht ein weiteres Intégral, der ,y8chwerpunktsatz", ge-

wonnen werden kann, so stehen also insgesamt — nach Komponenten
gezàhlt — immer 10 intermédiare Intégrale zur Verfûgung.

Dièse wohlbekannten Dinge habe ich hier noch einmal der Reihe nach
aufgezâhlt, damit der Léser klar vor Augen hat, wo die kontinuierliche
Betrachtungsweise abzweigt und wie sie spâter in die diskrete Dynamik
eingeordnet werden muB.

§ 2. Die Grrimdgleichungen fiir ein Kontinuum

Wir stellen uns jetzt vor, die Anzahl der Partikel wachse ins Unend-
liche unter der Nebenbedingung, da6 die Gesamtmasse konstant bleibe
und ûberdies die diskrete Verteilung im, Raum in eine kontinierliche
iibergehe. Zur entsprechenden Umformung eignet sich, wie schon oben
erwàhnt wurde, das System (9). Dies hat seinen Grund darin, daB man
die Bewegungsgleichung vor Ausfuhrung des Grenziiberganges durch die

gegen Null strebende Einzelmasse ml kiirzen kann.
Da jetzt eine Zâhlung der Teilchen nicht mehr môglich ist, wâhlen wir

fiir den Ortsverkehr xt des einzelnen ,,Aufpunktes" in (9) die Bezeich-

nung
X (xl9 x2,xz) (16)

Aile ubrigen Punkte aber, die auf den Aufpunkt wirkenden ,,Quell-
punkte", charakterisieren wir einheitlich durch den Vektor

9 (*/i>2/2, 2/3) •

Nehmen wir an, die gesamte Masse M sei mit der Dichte

A* /*(2/i>3/2> 2/3)

ùber einem Raumteil F kontinuierlich verteilt, und bezeichnen wir
Volumenelement dy1dy2dy3 kurz mit dy, so gilt

M Ç/*to)dy, (19)
F

und an Stelle der Potentialfunktion 0t tritt sinngemàB

4.Q
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(20)

Die Bewegungsgleichung aber geht nach vorgângiger Kiirzung mit mt
iiber in

d0

Die Gleichungen (21) aber werden erst brauchbar, wenn folgende ein-
schneidende Einschrânkung getroffen wird :

Die Geschwindigkeiten sollen ein stetiges Vektorfeld bilden, das uberdies
so oit difïerenzierbar sein soll, als es die Umstânde erfordern

%k uk(xlyx2,xz;t) (22)

Fuhrt man dies in (21) ein, so ergibt sich

JL duh duk d&
2 -5r-«* + -âr= --5T- • (23>
x=i dxx ot axk

Als Ersatz fur die Zâhlung im diskreten System hat man schlieBlich noch
die Kontinuitâtsgleichung zu fordern :

(24)
x=i

Die Gleichungen (20), (23) und (24) fassen wir nun in folgender Gestalt
zusammen

du,
dt

du%

dt

dt

0 —

dui

lus

1

dx,
'

-///l
ax2

/K - y,

oxz

d(jLtU3)

dxs

\2 [ /y

30

- 2/2)2 + (^ - 2/3)2

(25)
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Es handelt sich also um die Eulerschen Oleichungen ohne Druekglied. Das
Charakteristische dièses Systems ist nun der Umstand, daB nach der
letzten Gleichung die Krâfte ihrerseits wiederum von der zu bestimmen-
den Verteilung abhângen. Es liegt also ein geschlossener Systemzusam-
menhang vor. Nimmt man zum Beispiel die eingehenden Funktionen al s

analytisch an, so erkennt man durch sukzessive Bereehnung der zeit-
lichen Ableitungen, daB der ganze Ablauf durch Vorgabe der Dichte- und
Geschwindigkeitsverteilung zur Zeit t 0 eindeutig bestimmt ist.

Aus der Potentialdarstellung in (25) folgt bekanntlich die Poissonsche

Gleichung
320 d2& d20

xx ,x2ixs;t) (26)

Dièse Relation wird uns gestatten, im nàchsten Paragraphesvollstândige
différentielle Erhaltungssâtze zu gewinnen. Dieser Umstand ist wichtig,
denn nachdem wir in § 1 schon beim System (9) vom vorgezeichneten
Schéma abgewichen sind, muB auf anderem Wege ein Ersatz fur die
vorderhand ausgefallenen Intégrale (13), (14) und (15) gesucht werden.

§ 3. Die Erhaltungssâtze

Fur die nun vorzunehmenden Umformungen ist es zweckmàBig, die
vier ersten Gleichungen von (25) abgekurzt zu schreiben mittels der Vor-
schrift, daB ûber doppelt auftretende Indizes summiert wird, und iiber-
dies die letzte Gleichung von (25) durch (26) zu ersetzen, wobei ebenfalls
die abgekiirzte Schreibweise verwendet werden kann. Wir erhalten so

folgende Gleichungen

(27c)

Bildet man nun nacheinander die nach der Summationsvorschrift zu
lesenden Kombinationen

jbi u{ A{ + | Ut u{ B 0

li At + ut B 0

li (xk At - Xi Ak) + (xk Ui - Xi uk) B= 0
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so erhàlt man auf Grund gelâufiger partieller Umfonnungen folgende
Gleichungen

0 (28a)

*>*>

-^[p(xku, — x,uk)] - xtuk)ux~\

(28 c)

Dièse Relationen stellen noch keine vollstândigen différentielle!! Erhal-
tungssâtze dar, da eben die SehluBglieder

d® d&
(29)

nieht Divergenzgestalt haben. Fûhrt man jetzt aber in diesen Gliedern
den aus (27 c) flieBenden Ausdruck

47t

ein, so kann man durch geeignete partielle Umformungen Divergenzgestalt

erzielen. Damit verwandeln sich die Gleichungen (28) in eigent-
liche différentielle Erhaltungssàtze.

1. Als Energiesatz ergibt sich

mit der Energiedichte

und der Energiestromdichte

S0
(31a)

(31b)
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2. Der Impulssatz lautet

mit der Impulsvektordichte
Jt iiu% (32 a)

und der ImpulsveJctorstromdichte

30 30 x Â 30 d
5 5\ <î4fc-—-=—I (32b)3xt 3xk 2 4fc 3x dx^J

wo ^îfc wie ûblich die Einheitsmatrix bedeutet.

3. Der Drehimpulssatz schlieBlich erhâlt die Gestalt

(33)ot axi

mit der Drehimpulstensordichte

R,k n (xk ut — x, uk) (33a)

und der Drehimpulstensorstromdickte

1 / d& d&\ 30

In den Gleichungen (31) bis (33) haben wir den vollstândigen differen-
tiellen Ersatz fiir die Erhaltungss&tze (13) bis (15) der diskreten Punkt-
dynamik.

Durch Intégration ùber den ganzen Raum folgen hierauf die integralen
Erhaltungssâtze :

J Udx =E (34)

J Jtdx =It (35)

tdx Dtk (36)

wo also rechts die konstante Energie E und die konstanten Komponenten
It und Dlk des Impulses und des Drehimpulses stehen, wahrend dx das
Volumelement dx1 dx2 dx3 bedeutet.
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§ 4. Storungsrechnung

Wir schreiben (25) mit Hilfe der in § 3 gebrauchten Abkiirzung in der
Gestalt

du{ dUi
__

d&
dt dxk dxi

dt + dxk

•—/¦ — yk)

(37 a)

(37 b)

(37 c)

Gestiitzt auf den Umstand, daB x gemàfi (4) eine kleine Zahl ist, kann
man folgenden Storungsansatz machen

(38 a)

(38 b)

Fûhrt man dièse Reihen in die Gleichungen (37) ein, so erhàlt man durch
Koeffizientenvergleich vorerst fur die nullte Nâherung das System

(39O)

(40o)

und hierauf fur die Nâherung der Stufe y das System

dt

dt

+
Y duuy.a

' dxk
ri*
r

r-A* -v) dy (39)

(40)

wo y (xk — yk) (xk — yk)== r gesetzt wurde.
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Die drei Gleichungen (390) bilden zusammen ein nichtlineares System
von partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung zur Bestimmung der
drei Funktionen

aus den Anfangsgeschwindigkeiten

«to ut0(xly x2, x3] 0) (42)

zur Zeit t 0. Das System (390) beschreibt einfach die Tragheitsbewe-
gung des Massenkontinuums im gravitationslosen Falle. Nach Ermitt-
lung der Lôsungen (41) hat man in (400) eine lineare partielle Differen-
tialgleichung zur Bestimmung der Dichte

A*o M*i> x%,xz ;0 (43)

auf Grand der Anfangsdichte

b0 fj,0(x1, x2, xs; 0) (44)

zur Zeit t 0.
Die drei Gleichungen (39) werden gelost unter Voraussetzung der

Kenntnis der Funktionen

^ta^ ^tatei» x2, xz;t) ; (a 0, l,...,y — 1) (45)

Va =[*<x(xi>x2> %3'J) ; (a 0, l,...,y — 1) (46)

Sie bilden dann drei individuelle lineare partielle Differentialgleichungen
1. Ordnung fur die individuellen Funktionen

uty uty (xx, x29 xz ; t) ; (i 1, 2, 3) (47)

Nach Ermittlung der Funktionen (47) hat man sehlieBlich in (40) wieder-
um eine lineare partielle Differentialgleichung 1. Ordnung zur Bestimmung

der Funktion
f*y f*Y(Zi>Xz,x3 ;t) (48)

Hier ist noch auf folgenden Umstand aufmerksam zu machen. Falls man,
wie es dem allgemeinen Falle entspricht, die Anfangswerte fur (47) und
(48) zur Zeit t 0 vorgibt, also die Funktionen

axy UtyiXl> ^2>^3;0) (50)
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und by jLty (xt,x2,x3;0) (51)

die wirkliche Anfangsgeschwindigkeit und Anfangsdichte nicht durch
ai9 und 60, sondem durch

oo

«* £ aiy *Y (52)

und

6 X 6y «y (53)

gegeben sind.
Es ist also denkbar, da6 dièse Freiheit zur Anpassung in konkreten

Fâllen ausgenutzt werden kann.

§ 5. Der kugelsymmetrische Fall

Im Falle der Kugelsymmetrie ergibt sich unter geeigneten Anfangs-
bedingungen ein vollstàndig integrierbares System, das aufs engste zu-
sammenhangt mit den Ergebnissen der dynamischen Kosmologie, iiber
welche Heckmann2) berichtet hat.

Wir nehmen jetzt also an, sowohl das Geschwindigkeitsfeld als auch
die Dichteverteilung seien in bezug auf den Ursprung kugelsymmetrisch.
Mit

r Vx\ + x\+Â (54)
heiBt das

Ui ^v(r,t) (55)

li =f*(r,t) (56)

Die entsprechende Spezialisierung des Systems (37) liefert dann

dv dv 30
+dt "*" ' dr dr

dp d(/btv)
__ 2[iv

dt dr ~~
r

r oo

I 1^(9 9 0 Q2 dQ — 4 n n I a (p,
r J J

(57 a)

(57 b)

(57 c)

2) Theorien der Kosmologie, Springer, Berlin 1942.
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Aus (57 c) folgt J0 ànx f*
(58)

und man kann daher dem System (57) folgende Gestalt geben

dv

dt
'

dv

\{lrv)
dr

X

2jLtV

r
r

¦»

(59 a)

(59 b)

(59 c)

Die Anfangsbedingungen fur die Funktionen v(r,t) und fi(r,t) schrei-
ben wir in der Gestalt

v(r, o) air) ; fi{r, o) 6(r) (60)

Der eingangs erwàhnte integrable Fall ergibt sich nun, wenn man spe-
ziell setzt

v(r,0) ar ; fi(r,O) (61)

wo a und b Konstanten sind.
Wird dièse Anfangsbedingung auf den unbegrenzten Raum bezogen,

so haben wir offenbar den kosmologischen Fall vor uns. Im Falle einer
begrenzten Masse sollten dagegen die Anfangsdaten auf eine Kugel von
endlichem Radius beschrânkt werden. Doch zeigen ja die Gleichungen
(59) den wohlbekannten Effekt, daB die Kraftwirkung auf eine Schale

nur von den Massen im Innern abhângt. Die Bewegung einer begrenzten
Kugelmasse ist also in dem vorliegenden kugelsymmetrischen Falle un-
abhângig davon, ob im AuBenraum die Dichte Null gesetzt wird oder
nicht.

Schon die ersten Schritte der Stôrungsrechnung zeigen, daB der mit
den Anfangsbedingungen vertrâgliche Ansatz

v{r, t) r œ(t) ;

eine Séparation liefert. Es folgt

ju,(t) (62)
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-~
und die Gleichungen (59 a) und (59b) gehen iiber in

(63)

(64 a)

/*= — 30)^ (64b)

Aus diesen Gleichungen aber ergibt sich die lineare Differentialgleichung

(65)

wo in der zweiten Zeile die Anfangsbedingungen eingetragen sind.
Ihre Intégration liefert

co 2

mit

i H- ¦)¦•

(66)

(67)

Fiihrt man die gefundene Lôsung in (64b) ein und integriert, so folgt die
Zeitgleichung ^ir dy

(68)

Das Intégral rechts werten wir aus durch die Substitution

(69)

Bezeichnet man die den alten Grenzen ju und b ent3prechenden neuen
Grenzen mit z und /3, so ergibt sich

(70)
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Dieser Ausdruek ist offenbar dem Falle A > 0 angepaBt. Im Falle
A < 0 setzen wir

/
8nnb

und verwenden die Substitution

v B

An Stelle von (70) erhalten wir dann

¦r- - 1 B

l)3

(71)

(72)

(73)

Offenbar sind nun in der Interprétation drei Falle zu unterscheiden, die
wir nach dem Grenzeffekt fur groBe Zeiten benennen wollen :

I. A — B > 0 ; Kontraktion.

II. A B 0 ; Stagnation.

III. — A B > 0 ; Expansion.

(74)

Das Vorzeichen der Wurzel in (68) ist fur aile Falle zutreffend, falls wir

a>0 (75)

annehmen und die in Aussicht genommene Zeit nicht zu groB ist. Dann
sinkt namlich anfânglich die Dichte jlc von b auf tiefere Werte. Das
Differential d/x in (68) ist also negativ und t wird positir, wie es sein muB.

Um nun eine Vorstellung vom Ablauf zu bekommen, mussen wir die
Bewegung eines einzelnen Partikels verfolgen. Nach (55) ist seine totale
Geschwindigkeit

Vut u% v r (76)

Nach (62) haben wir also

r rco (77)
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Verbinden wir dièse Beziehung mit (64b), so folgt

dr d/j,

was integriert

ergibt, wo r0 den Abstand des Partikels vom Ursprung zur Zeit t 0

darstellt. Fûhren wir diesen Wert und m gemàB (66) in (77) ein, so er-
halten wir

r 2 yi^Ln^ff^VÂ. r0 (79)

Nun ergibt sich die kinematische Interprétation der drei Fâlle (74).

1. Fall : A > 0. Es findet anfànglich Dilatation statt bis die Dichte jn

auf den kritischen Wert

gesunken ist. Die dazu erforderliche Zeit ist

mit

6 / 9 y- rt Â aL,~—la2 y S -f- zttxo Ar ctg—^—I (81)
\

C= \Z\~Snxb- 3a2 | (82)

Im Moment t r wechselt die Wurzel in (79) das Vorzeichen. Nachher
findet Kontraktion statt. Nach Ablauf der Zeitspanne

(83)

vom Moment der Umkehr an gerechnet hat sich die ganze Masse auf einen
Punkt im Ursprung zusammengezogen, denn nach (78) und (62) kon-
trahiert sie sich synchron.

2. Fall: A 0. Man ùberblickt die Verhâltnisse am bequemsten,
wenn man imFallel. die GrôBe A abnehmend gegen Null streben lâBt.
Die kritische Dichte /^ sowie die Konstante C streben dann gegen Null
und (79) geht uber in
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wâhrend die Dilatationsdauer r unendlich wird. Auf Gnind von (78)
und (84) ergibt sich also folgendes Bild : Jeder Partikel wandert ins Un-
endliche, wobei seine Geschwindigkeit gegen Null absinkt. Im Endeffekt
liegt also Stagnation vor. Als fur diesen Fall chakteristische Relation
kônnen wir gemâB (67) notieren

2nxb
3

*

3. Fall: ~ A B>0. Wir kônnen ihn durch

charakterisieren. Die zur Erreichung der Dichte fi 0 erforderliche
Zeit ist laut (73) wegen

unendlich. Qualitativ liegen die Verhâltni&se wie beim Fall II. Die
wesentliche Abweichung beruht darauf, dafi jetzt nach (79) jeder
Partikel einer von Null verschiedenen Grenzgeschwindigkeit

zustrebt. In diesem Sinne kann man von einer eigentlichen Expansion
sprechen.

§ 6. SchluBbetrachtung

Wie schon erwâhnt wurde, gelten die in § 5 gemachten Feststellungen
unabhângig davon, ob es sich um eine begrenzte Massenkugel oder um
ein den ganzen Raum erfiillendes Massenkontinuum handelt. Im letzteren
Falle also ordnen sich dièse Feststellungen ein in die Resultate, welche
die dynamische Kosmologie auf Grund ihrer spezifischen Annahmen ge-
funden hat.

Mein Eindruck geht nun allerdings dahin, daB kosmologische Betrach-
tungen im unbegrenzten euklidischen Raum wohl didaktisch nutzlich,
aber grundsâtzlich unbefriedigend sind. Gewisse einfache Beziehungen.
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die man dabei findet, kônnen doch wohl bestenfalls nur als kosmologische
Symptôme gelten. Einen guten Sinn bekommt die ganze Fragestellung
erst in der allgemeinen Relativitâtstheorie.

Lediglich als kosmologische Symptôme will ich nun aus § 5 noch zwei
Einzelfâlle auswâhlen.

1. Wâhlt man als Anfangspunkt der Zeitmessung den Umkehrpunkt
von Fall I, § 5, so ergibt sich folgende Aussage :

Sind die Partikel einer homogenen Massenkugel der Dichte b zur Zeit
t 0 in Ruhe (a 0), so zieht sich die Massenkugel in der Zeitspanne

auf einen Punkt zusammen.

(88)

Dièse Zeit hàngt also nur von der Dichte und nicht von der GrôGe der
Kugel ab.

Fur den universellen Proportionalitâtsfaktor findet man aus (4)

2, 10.103gr.2Cm2 cm * sec1 (89)

Erde.
Milchstrafie
Weltraum

gr cm~3

5,3
10~24

1,40-10-28

T

15,2 min
6,7-107 Jahre
5,6-109 Jahre

Auf Grand von Daten, wie sie heute die Astronomie liefert, erhàlt man
daher folgende Tabelle :

(90)

Die Erde wûrde also in einer Viertelstunde auf einen Punkt zusammen-
schrumpfen, wodurch offenbar das t)berwiegen der Materiekrâfte illu-
striert wird.

Die Weltraumdichte aber ergibt 5,6 Milliarden Jahre, eine Zahl also,
die in der GrôBenordnung des heute gelegentlich diskutierten Weltalters
liegt.

2. Wenn man die mit zunehmender Distanz wachsende Rotverschie-
bung der Sternspektren im Sinne der vorrelativistischen Physik einfach
als Effekt einer Fluchtgeschwindigkeit interpretiert, resultiert ein Be-
wegungszustand, der genau dem in § 5 behandelten Schéma entspricht.
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Die empirischen Daten gestatten, die auf die Distanz 1 cm normierte
Fluchtgeschwindigkeit a festzustellen. Es ist aber ûblich, dieselbe auf die
Distanz

,D 1 Megaparsec
— 106 Parsec

3,26-106 Lichtjahre
3,08-1024 cm

zu normieren. In unserer Bezeichnung bedeutet also die von von Astrono-
men zu 580 km sec"1 pro Megaparsec angegebene Fluchtgeschwindigkeit
die Gleichung

aD 5,80 • 107 cm2 sec~* (92)
woraus sich

a 1,88-10-" cm sec"1 (93)
ergibt.

Herr Schûrer, dem ich dièse Angaben verdanke, wies mich darauf hin,
daB wohl der Fall der Stagnation ein besonderes Interesse verdiene,
einmal, weil dann nach (85) die Weltraumdichte durch a allein bestimmt
ist, dann aber auch, weil dieser Fall wohl am ehesten als naturliches
Gleichgewicht angesehen werden kann.

Mit den Werten a und 6 aus (93) und (90) finden wir nun fur das
kritische Verhàltnis

a
7 -

den Wert y 2,1. Dies entspricht nach (86) dem Fall einer Expansion.
Nun hat mir aber Herr Zwicky (Pasadena) kiirzlich mundlich mitgeteilt,
daB nach den neuesten Durchmusterungen des Fixsternhimmels mit Hilfe
des Schmidt-Spiegels die Zahl der weiBen Zwerge schâtzungsweise zehn-
mal so groB sei wie der ,,normalen" Sonnen Entsprechend wâre unser 6

zu ersetzen durch 116, was dann den Wert y 0,64 ergàbe. Nach (80)
entspricht dies der Kontraktion. Man kann sich nun wirklich fragen, ob
es nicht mehr als ein Zufall ist, daB die Diskussion in die Nâhe der
Stagnationsziffer y 1 fuhrt.

(Eingegangen den 7. Februar 1949.)
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