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Les groupes engendrés par un systéme connexe

de cycles d’ordre sept et les bases des groupes symeétrique et
alterné de degré n > 10 dont ’'une des substitutions est un cycle
du septiéme ordre

Par SopHIE P1ccarp, Neuchitel

Soit £ un entier > 2, soit #n un entier > 7 et soient
Ti= (@ s B3 A4 50,6 A7) 1=1,2,...,k,

k cycles d’ordre 7 qui permutent, dans leur ensemble, les » nombres
1,2,...,n et qui constituent un systéme connexe, c’est-a-dire tel qu’il
n’existe aucun sous-ensemble propre E, de I’ensemble £ = {1, 2,...,n},
composé de la totalité des éléments d’un certain nombre de cycles 7',.

11 s’agit de savoir quels groupes peuvent engendrer les substitutions 7';.

Nous supposerons que 7', = (1234567), ce qui ne restreint pas
la généralité des conclusions qui suivent. En effet, quels que soient les
nombres a,,, @5, @3, A4, @15, Ayg, Ay, désignons par bg...b,, une
permutation quelconque des nombres de I’ensemble

E — {alls Ay, A3, Ay, Ay5, Ayg) a’l7}
et posons

R__:(‘;11;12‘;13214215‘;16‘;17318:::Zln) , T,{ =RT,R, i=1,...,k.

Les substitutions 7'; forment un systéme connexe de cycles du septiéme
ordre, elles engendrent un groupe simplement isomorphe & celui engendré
par les cycles 7T, et on a T, =(1234567).

I. Soitd’abord k = 2 etsoit1l) n = 7. Alors,si T, = T¢ (1 <1 < 6),
T, appartient au groupe cyclique G,, d’ordre 7, engendré par T,.

Sit) T,=TUIT*, ot +=1,2,8,4,5,6,7, j=1,2,3,4,5,6
et U=(1265347), T, et T, engendrent un groupe ,G,; d’ordre
168 ; si T, est défini par la formule T) et si U= (1256437), T,
et T, engendrent également un groupe d’ordre 168, appelons-le ,Gg,
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simplement isomorphe & ;G,¢s . Chacun des groupes G4, ;G5 cOM-
prend 48 substitutions du type 7?), 42 substitutions du type 4.2, 21
substitutions du type 2.2, 56 substitutions du type 3.3 et la substi-
tution identique 1. Les deux groupes ,G4 et .G sont distincts, ils
ont en commun le groupe G,, d’ordre 21 engendré par les deux substi-
tutions (1234567) et (235)(476); chacun des groupes ,Ges;
G165 €8t deux fois transitif.

Chacun des groupes ,G.g, Gh¢s peut étre caractérisé par les quatre
relations fondamentales §S?=1, T =1, (T8RP =1, (I'S?)* =1.
Chacun de ces deux groupes est a base du second ordre et posséde au
total 9576 bases, dont 8736 sont de premiére espéce et du genre 1 et
840 sont de seconde espece?).

Il y a en tout 84 substitutions 7', qui engendrent, avec 7', soit le
groupe G soit le groupe ,Gg.

Dans tous les autres cas possibles, soit dans 630 cas, T'; et T, en-
gendrent le groupe alterné ;.

2) Soit encore k = 2 et soit m = 8. Les cycles d’ordre 7 de 7', et de
T, ont alors six éléments communs.

Alors si a) T, est défini par la formule 1) 7, = TiUIT{*, ou
©1=1,2,3,4,5,6,7, j=1,2,3,4,5,6 et U=(1254638), T,
et T, engendrent le groupe ,Gf,, d’ordre 56, comprenant 48 substi-
tutions du type 7, 7 substitutions du type 2.2.2.2 et 1, groupe qui
est caractérisé par les trois relations §S7=1, T*=1, TSTS*TS* =1
et qui posséde au total 1344 bases, dont 1176 sont de premiére espéce
et du genre 1 et 168 sont de seconde espéce. Si T, est défini par la
formule 1), ot U= (1264358), T, et T, engendrent le groupe,Gy,
simplement isomorphe & ,G4; mais différent de ce dernier groupe et
n’ayant avec lui en commun que le groupe cyclique @, engendré par 7', .
Chacun des groupes G}, , ;G5 est deux fois transitif.

1) Soient u;,u,,. . .,u, desentiers aunombre ¢ > 1, telsque u; 2> ug >+ + - = uy, > 2.
Nous disons qu’une substitution S est du type u, . u,. . .u, sil’on peut former avec tous les
cycles d’ordre >>1 de S une suite Cy, C,,..., C,, telle que le cycle C; est d’ordre u,,
1=1,2,...,¢t.

%) Soit n un entier >2, soit &, le groupe symétrique d’ordre n! et soit @ un sous-
groupe transitif et primitif quelconque de &,,, & base du second ordre (sous-groupe non
cyclique qui posséde des couples d’éléments générateurs). Soit S, T une base de G. Cette
base est dite de premiére espéce et du genre 1 8’il n’existe aucune substitution du groupe
&,, qui transforme S en 7' et T en S; elle est dite de premiére espéce et du genre 2 s’il existe
une substitution R de ’ensemble &, — @G telle que RST-!= T et que RTR'=S;
elle est dite de seconde espéce s’il existe une substitution R de @, telle que RSR-! =T
et que RTR-! = S. Lorsque la base S, T est de premiére espéce et du genre 2 ou de
seconde espéce, la substitution correspondante R est du second ordre et unique.



Si b) 7', est défini par la formule }), ot U = (145236 8), alors 7',
et T, engendrent le groupe Gy, d’ordre 168 composé de 48 substitu-
tions du type 7, 42 substitutions du type 4.4, 21 substitutions du type
2.2.2.2, 56 substitutions du type 3.3 et de 1, groupe qui est caractérisé
par les relations fondamentales 87 =1, 72 =1, (TS%3 =1, (T8*»*
= 1 et qui posséde au total 9576 bases, dont 7392 sont de premiére
espéce et du genre 1, 1344 sont de premiére espéce et du genre 2 et 840
sont de seconde espéce. Le groupe ,G,,, est deux fois transitif. 3)

Si ¢) T, est défini par la formule 1), o U est 'une des six substitu-
tions (1236548), (1324568), (1356428), (1463528),
(1642538), (1653248), alors T, et T, engendrent le groupe
1G1344, d’ordre 1344, composé de 384 substitutions du type 7, 224 sub-
stitutions du type 6.2, 224 substitutions du type 3.3, 252 substitu-
tions du type 4.4, 49 substitutions du type 2.2.2.2, 168 substitutions
du type 4.2, 42 substitutions du type 2.2 et de 1, groupe qui posséde
au total 459.648 bases (il y en a de premiére espéce et du genre 1, ainsi
que de seconde espéce) et qui est caractérisé par les six relations fonda-
mentales 87 =1, T* =1, (T8 =1, (TS)¢ =1, (TS3TS*TS)2=1
et TS3TSTSTS*TSTSTS® = 1.

Et si T, est défini par la formule T), oit U est I'une des six substitutions
(1625348), (1235468), (1634528), (1532648),
(1546328), (1436258), T, et T, engendrent le groupe ,G344
d’ordre 1344, simplement isomorphe & ,G,;,, et qui a avec ;G344 €n
commun le groupe ;G4 dont nous avons parlé plus haut.

Chacun des groupes ;G 344, 2G 1514 €8t trois fois transitif.
Il y a en tout 630 substitutions 7', qui engendrent, avec 7',, un vrai
sous-groupe de Us.

d) Dans tous les autres cas possibles, soit dans 4410 cas, T, et 7,
engendrent le groupe alterné W, des substitutions des éléments 1, 2, 3, 4,
5,6,7, 8.

3) Soit encore k = 2 et soit n = 9. T, et T, ont alors cinq éléments
communs.

3) Remarquons que les groupes ,Gigs ©t ;3’165 sont simplement isomorphes. On
établit un isomorphisme entre ces deux groupes en faisant correspondre & la substi-
tution § = (1234567) de ;G4 la méme substitution S de ;G';4, & la substitution
T=(1265347) de G4 la substitution 7' = (1375864) de ;G145 et & la
substitution @ (S, T) de ,G44 la substitution ¢ (S,7') de ,G'1g5, quelle que soit
la composition finie ¢ de S et de T, car S, T est une base de ;G4 qui est
caractérisée par les mémes relations que la base S, T’ de ;G .
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Alors, si T,= RiT,U'T\-"R-*, ou R= (89), U est I'une des trois
substitutions (1289453), (1823946), (1928356), t=1 ou?2,
j=1,2,3,4,5,6,7 et 1 =1,2,3,4,5,6, T, et T, engendrent un
groupe d’ordre 504. C’est le groupe ;G54, si ¢ = 2, et le groupe Gy,
si ¢ = 1. Les groupes (5,4 et ;G54 sont simplement isomorphes, mais
distincts, et ils ont commun le seul groupe cyclique G, engendré par 7',.
Chacun des deux groupes ;Gyo4, G504 comprend 168 substitutions du
type 9, 216 substitutions du type 7, 56 substitutions du type 3.3.3,
63 substitutions du type 2.2.2.2 et 1. Ces deux groupes sont caracté-
risés par les cinq relations S7 =1, 77 =1, (7882 =1, (T?83)2 =1,
73857285738 = 1. Chacun d’eux possede 107.352 bases, dont 96.768
sont de premiére espéce et du genre 1 et 10.584 sont de seconde espéce.
Chacun des groupes ;G54 , 3G'504 €St trois fois transitif.

Au total 252 substitutions 7', engendrent avec 7', un groupe d’ordre
504.

Dans tous les autres cas possibles, soit dans 14.868 cas, T, et T,
constituent une base du groupe alterné 2.

4) k=2 et n=10,11,120u 13. T, et T, ont alors respectivement
4, 3, 2 ou un élément commun. Dans tous ces cas, 7', et T, engendrent
le groupe alterné .

Remarque 1. Les deux groupes ,Gg; et G344 SOt composés alors que
les trois groupes ;Gies, 1Gies €6 1Gsoa SONt simples.

II. Soit & présent k un entier positif quelconque >2. La proposition
suivante a alors lieu:

Proposition 1. Tout systéme connexe de cycles du septiéme ordre qui
permutent, dans leur ensemble, un nombre > 10 d’éléments, engendrent le
groupe alterné des substitutions de Uensemble des éléments permutés par les
cycles du systéme.

La démonstration de la proposition 1 repose sur les trois lemmes
suivants.

Lemme 1. Soit ,G4; le groupe d’ordre 56 engendré par les deux substi-
tutions (1234567), (1254638) et soit C = (b, by b by by bg by)
un cycle d’ordre 7, connexe avec G4, (c’est-a-dire tel que les ensembles
{1,2,8,4,5,6,7 et {by, by, by, by, bs, bg, b;} ont au moins un élé-
ment commun) et qui contient parmi ses éléments les » > 1 nombres
9,10,...,8 4+ 7. Alors, si {b;,b,,...,0,}c{1,2,...,84+ 71}, en
composant C avec les substitutions de ,G4;, on obtient soit le groupe
1G50q soit le groupe Ug,,.



Démonstration. Soit ¢t le nombre d’éléments communs aux deux en-
sembles {1,2,3,4,5,6,7,8} et {by,b,, by, by, b, b, b,}.

Si t =1, C et ,Gf engendrent le groupe %g,,. En effet, il ressort de
la sucture du groupe ,G4, que ce groupe contient des cycles d’ordre sept
permutant sept quelconques des nombres 1,2,..., 8. Il contient donc
aussi des cycles ayant un seul élément commun avec le cycle C'. Soit
C’ un tel cycle. D’aprés le lemme I de Hoyer*) les deux substitutions C
et ¢’/ engendrent le groupe alterné A des substitutions des éléments
qu’elles permutent. Or I'ensemble des éléments permutés par C et C’
comprend tous les nombres de la suite 1,2,...,8 4+ r, sauf un a, tel
que 1 <a <8, et il existe (au moins) un cycle C” d’ordre sept du
groupe ,G, qui permute a. Et, d’aprés le lemme II de Hoyer (voir note
au bas de la page), en composant C” avec les substitutions de 4, on
obtient le groupe %Ag,,. Donc C et Gy engendrent bien le groupe Us,,,
si t=1.

Soit t > 2. Supposons d’abord que r>1. Alors parmi les éléments de
C figurent au plus cinq des nombres 1,2,3,4,5, 6,7, 8. Comme le groupe
1G4, contient des cycles d’ordre sept qui permutent sept quelconques des
nombres 1,2,...,8, ce groupe contient donc (au moins) une substitu-
tion C’ de la forme C' = (a,a,a;0,a5a5a;), o a,,a,,...,a, sont
sept nombres de la suite 1,2,...,8, tels que {1,2,...,8}—
{a,,a,,...,a;}c{b;,b,,...,b}. C' a donc au moins un et au plus
quatre éléments communs avec C. C et C’ permutent, ensemble, tous les
éléments de la suite 1,2,...,8 + r et, comme les cycles C et C’ sont
connexes, ils engendrent, d’aprés ce qui précéde, le groupe Ug.,,.

Soit, & présent, t > 2 et soit r =1. Comme r =1, C permute le
nombre 9 qui n’est pas permuté par les substitutions de ,G;;. Donc
C¢,G;,. Deux cas sont alors possibles. a) Ce,Ggy—,G4s. Soit alors G le
groupe engendré par C et ,G{;. Comme C<€,Gf;, ,Gs est un vrai sous-
groupe de G et, comme G5, C G504 et que Ce,G5y,, on a GcGyy,. Or, de
I’étude des sous-groupes de ,G;,, il ressort que ,G;,, ne posséde aucun
sous-groupe propre dont G, soit un vrai sous-groupe. Il s’ensuit que
G = Gs4. b) CeWy — ,Gyoq- Soit encore G le groupe engendré par

4) Lemme I de Hoyer : Quels que soiént les entiers m > 1 et n > m, les deux substi-
tutions (12...m) et (mm + 1...n) engendrent le groupe symétrique ou le groupe
alterné des substitutions des éléments 1, 2,...,n.

Lemme 11 de Hoyer : Soit G un groupe de substitutions des éléments 1, 2,...,n (n = 3)
qui contient 'alterné des substitutions des éléments 1, 2,...,n et soit § = (a,a,...a,,),
ou {ay,ay,...,6,}{1,2,...,n} 20, mais {1,2,...,n} & {ay,05,...,a,} et m>2.
Alors le groupe I' que la substitution S engendre avec G contient ’alterné des substitutions
de tous les éléments de ’ensemble {1,2,..., n} + {a1,a,,...,a,}.
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|Gl et C. G54 est un vrai sous-groupe de G qui, & son tour, est un sous-
groupe transitif de Wy. On a G # G5y, puisque CeG et Ce,Gyy,.
Or ,G54 est le seul vrai sous-groupe transitif de U, qui posséde le sous-
groupe Gae.

Dans le cas b) on peut aussi raisonner comme suit. Il existe des cycles
d’ordre 7 de ,G4; qui ont avec C seulement 5 éléments communs. Soit C,
un tel cycle. D’apres ce qui précéde, les deux cycles C et C, ne pourraient
engendrer que I’'un des deux groupes ,G5,4 ou U, et, comme C'e ,G;,,, par
hypothése, il s’ensuit que C et C,, donc aussi C et ,G,, engendrent le
groupe U,.

On a donc nécessairement G = ,, c.q.f. d.

Lemme 2. Soit G4 le groupe d’ordre 168 engendré par les deux sub-
stitutions (1234567) et (1452368) et soit C = (b, b,...5,) un
cycle d’ordre 7 connexe avec Gy, qui permute au moins un nombre de
la suite 1,2,...,8 ainsi que les » > 1 nombres 9,10,...,8 + 7.
Alors, si {b;, b,,...,b;}c {1,2,...,8 4+ r}, en composant C avec les
substitutions de G4, on obtient toujours le groupe alterné ;...

Démonstration. Soit t le nombre d’éléments communs aux deux en-
seinbles {1,2,...,8} et {b,,b,,...,b,}. Il ressort de la définition de
Cque 6 >t >1. Supposons d’abord que ¢t = 1. Il ressort de la struc-
ture du groupe ,Gis que ce groupe contient des cycles d’ordre sept qui

permutent sept quelconques des nombres 1, 2,..., 8. Il existe donc un
cycle C, d’ordre 7 de ,Giqq qui a avec C un seul élément commun. Le cycle
C, laisse fixe un seul nombre a de la suite 1, 2,..., 8 et il existe au moins

un cycle C, d’ordre 7 de ;G qui permute @ . Les deux substitutions C et
C; engendrent le groupe alterné 4 des substitutions des éléments de ’en-
semble {1,2,...,8 4+ r} — {a}, d’apres le lemme I de Hoyer, et en
composant C, avec les substitutions de 4, on obtient le groupe Us,,,
d’aprés le lemme IT de Hoyer. Donc O et ,G,,, engendrent bien le groupe

QIS 47

Soit, a présent, t>1 et supposons d’abord que r>1, donc t <5.
Comme ,G;4 contient des cycles d’ordre 7 qui permutent cinq quel-
conques des nombres 1,2,...,8, il existe un cycle €' = (a, a,...qa,)
d’ordre 7 de ,Gyg, tel que C et C’ ont ¢ — 1 éléments communs, 4 > ¢ —
1>1. C et ¢/ permutent, ensemble, tous les éléments de la suite
1,2,...,8 4 r et engendrent, d’aprés ce qui précéde, le groupe UAs_,. I
en est donc de méme de C et ,Gyg.

Soit & présent r = 1, donc t = 6. Soit G le groupe engendré par Gy,
et par C. G est transitif. Comme O G4, Gigs €5t un vrai sous-groupe
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de @ et, comme C ey et G Wy, on a GcWy,. Or U, ne posséde
aucun vrai sous-groupe transitif, dont G4, soit un sous-groupe propre.
On en déduit que G =U,, c.q.f. d.

Dans ce dernier cas o » = 1, donc ¢ = 6, on peut aussi raisonner
comme suit. Comme ,G,,, contient des cycles d’ordre 7 qui permutent 7
quelconques des nombres 1, 2,..., 8, il existe un cycle C, d’ordre 7 de
1\Gies qui @ avec C cing éléments communs. D’aprés ce qui précéde, C et C,
ne pourraient engendrer que 'un des deux groupes ,G;o, ou A, et comme
C€,G5s, C et C,, donc aussi C et ,Gfq, engendrent nécessairement le
groupe U,.

Le lemme 2 est donc démontré.

Lemme 3. Soit ,Gyy, le groupe d’ordre 504 engendré par les deux
substitutions (1234567) et (1289453) et soit C = (b, b,...b;)
un cycle d’ordre sept qui permute au moins un nombre de la suite 1,
2,...,9 ainsi que les » > 1 nombres 10,...,9 + r (r < 6). Alors, si
{by,by,...,0} c{1,2,...,9 4 r}, en composant C avec les substitu-
tions de ,G,, on obtient toujours I’alterné A, L

Démonstration. Soit t le nombre d’éléments de I’ensemble {b,,b,,. . .,b;}
qui font partie de la suite 1,2,...,9. On a, par définitionde ¢, 1 <¢
< 6.

Supposons d’abord que t = 1. 1l ressort de la structure du groupe
1Gss que ce groupe contient des cycles d’ordre 7 qui permutent sept
quelconques des nombres 1, 2,...,9. Il existe donc un cycle C, d’ordre -
7 de G54 qui a avec C un seul élément commun. C, laisse fixes deux
nombres a et b de la suite 1,2,...,9 et il existe un cycle C, d’ordre 7
de ;G54 qui permute les deux nombres a et b. C et C; engendrent le groupe
alterné A des substitutions des éléments de ’ensemble {1,2,...,9 + r}
— {a, b}, d’apreés le lemme I de Hoyer, et, en composant C, avec les
substitutions de 4, on obtient le groupe UAy,,, d’aprés le lemme II de
Hoyer. 11 s’ensuit que C et ,G}, engendrent le groupe U,,.,.

Soit, & présent, t>1. Comme G4, contient des cycles d’ordre 7 qui
permutent sept quelconques des nombres 1,2,...,9, il existe un cycle
C' = (a,a,...a,) de Gy, tel que C et C' ont en commun ¢ — 2 élé-
ments.

Si t>2, les substitutions C et C’ sont connexes, elles permutent
ensemble tous les nombres 1,2,...,9 + r et elles engendrent, d’apres
ce qui précede, le groupe Uy, , d’ou résulte le lemme 3 dans le cas con-
sidéré.

Et, si t = 2, il ressort de la structure de ,G;, que ce groupe contient
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un cycle d’ordre sept, soit C” = (¢, ¢,...c;), qui a avec C un seul élé-
ment commun. C et C” permutent, ensemble, 8 + r des nombres
1,2,...,9 + r etils engendrent, d’aprés le lemme 1 de Hoyer, le groupe
alterné A des substitutions des éléments qu’ils permutent. Soit a le
nombre de la suite 1,2,...,9 qui n’est permuté ni par C ni par C” et
soit C” un cycle du septiéme ordre de G4, qui permute a. D’aprés le
lemme II de Hoyer, C” et 4 engendrent le groupe Uy, ,. Le lemme 3 est
donc démontré.

Démonstration de la proposition 1. Soit S un systéeme connexe de cycles
du septiéme ordre qui permutent, dans leur ensemble, un nombre n > 10
d’éléments. Rangeons les cycles de S en une suite

Gy Csgyeees Op s (1)

telle que o, est un cycle quelconque de S et que, quel que soit I'indice
t > 2, o;est un cycle de S qui a au moins un élément commun avec I'un
au moins des cycles o¢,, 0,,...,0,_,. 1l est toujours possible de former
une telle suite 1), puisque le systéme S est connexe. Supprimons dans la
suite 1) tout cycle o; (¢ > 2), s’il y en a, qui ne contient aucun élément
laissé fixe par chacun des cycles oy, g,,...,0,_4.

Soit 2) C,, C,,. .., C, lasuite des cycles d’ordre 7 ainsi obtenue. Quel
que soit 'indice 7 > 2, C,; a au moins un élément commun avec 'un

au moins des cycles C,,...,C,_, et permute au moins un élément laissé
fixe par chacun des cycles C,,...,C,_,, et les cycles C,,C,,...,C,
permutent, dans leur ensemble, les mémes éléments que o,, 0,,..., 0,

et ils constituent également un systéme connexe. Pour démontrer la pro-
position 1, il nous suffira de prouver que les cycles 2) engendrent tou-
jours le groupe alterné des substitutions des éléments qu’ils permutent.
C’est ce que nous allons faire.

Comme tous les cycles C; (1 <t <r) sont d’ordre 7 et qu’ils per-
mutent dans leur ensemble un nombre n > 10 d’éléments, on a r > 2.

Si les deux cycles C, et C, engendrent le groupe alterné des substitu-
tions des éléments qu’ils permutent, la proposition & démontrer résulte
alors immédiatement du lemme II de Hoyer.

Supposons que C, et C, n’engendrent pas le groupe alterné des sub-
stitutions des éléments qu’ils permutent. Alors, d’aprés les hypothéses
faites sur la suite 2) et d’aprés ce qui précéde, C, et C, ont 5 ou 6 élé-
ments communs. Soit G le groupe engendré par C, et C,.

Si a) C, et C, ont 6 éléments communs, le groupe G est de degré 8 et
il est simplement isomorphe & I’'un des trois groupes ;,Gyg, {G1gs OU G344
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Et si b) C, et C, ont cinq éléments communs, le groupe G est de degré 9
et il est simplement isomorphe & ,G,.

Dans tous ces cas, comme les substitutions 2) permutent, dans leur
ensemble, un nombre n > 10 d’éléments, on a r >3 et C,; permute
au moins un élément laissé fixé par C, et C,. Les substitutions C,, C,, C,
permutent, ensemble, au moins 9 éléments dans le cas a) et au moins
10 éléments dans le cas b).

Dans le cas b), la substitution C; engendre, avec les substitutions de
G, le groupe alterné des substitutions des éléments permutés par C,, C,
et C,, d’apres le lemme 3, d’ou il découle aussitot, d’apreés le lemme 11
de Hoyer, que C,,C,,...,C, engendrent bien le groupe alterné des
substitutions de tous les éléments permutés par ces cycles.

Dans le cas a), il peut encore arriver que C,, C, et C, engendrent le
groupe alterné des substitutions des éléments permutés par ces trois
cycles et alors la proposition & démontrer résulte du lemme II de Hoyer.
Ou bien tel n’est pas le cas et alors le nombre total d’éléments permutés
par C,, C, et C, est 9. Soit I'le groupe engendré par les trois cycles C,, C,
et C,. D’aprés les lemmes 1 et 2, le groupe ¢ est alors nécessairement
simplement isomorphe & ,Gy, et le groupe I” est simplement isomorphe
& ,G54. G est un sous-groupe de I' et comme les cycles 2) permutent,
dans leur ensemble, un nombre » > 10 d’éléments, on a r > 4 et le
cycle (U, est connexe avec I' mais permute au moins un élément laissé
fixe par toutes les substitutions de I'. D’aprés le lemme 3, C, et I" en-
gendrent le groupe alterné des substitutions de tous les éléments per-
mutés par les cycles C,, C,, C,;, C,. La proposition & démontrer en
résulte aussitot, d’aprés le lemme IT de Hover.

La proposition 1 est donc entiérement démontrée.

Définition. Soit C = (a, a,...a,,) un cycle d’ordre m > 2, soient @
et 7 deux indices distincts quelconques compris au sens large entre 1 et m.

Nous appelons distance entre les éléments a; et a; dans le cycle C et nous
[

désignons par le symbole a,a; le plus petit entier positif, tel que ¢ +
¢

a;a; = j (mod m).

Proposition 2. Soit n un entier >7, soit 8 une substitution quelconque
du groupe S, et soit T un cycle d’ordre T du groupe S,,, connexe avec S et
qut contient, par conséquent, au moins un élément de chaque cycle de S. Alors
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux substitutions S et T
sotent imprimitives, c’est que C, (1 =1,2,...,t, t <T) étant un cycle
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quelconque de S, by, by,..., 0y, (1 <h; <7) étant les éléments de T
qui font partie de C; et m; étant Vordre du cycle C,, on ait

c1 2 ‘1 ct et ]
1) D (by; bye, bllbl3""’bllblh17‘":btlbt2’btlbt3!""bt1btht’m1"‘"mt)>1 )
Ci
les nombres b;,b,;(j=2,...,h,;) ne figurant dans 1) que si h;>1,
quel que soit ¢+ =1,2,...,¢.

Démonstration. Soient S une substitution quelconque de &, et soit
T un cycle d’ordre 7 de &,, connexe avec 8. Soit 7' = (b, b,...b,),
ou b,,b,,...,b, sont sept nombres distincts de la suite 1,2,...,n.
Comme les substitutions S et 7" sont, par hypothese, connexes, S contient
un nombre ¢ de cycles satisfaisant les inégalités 1 <¢ << 7. Soient
C,,C,,...,C, les différents cycles de S. S et 7' étant connexe, le cycle
d’ordre 7 de 7T contient au moins un élément de chaque cycle de S.
Soient b;;,...,b,, (1 <k <7) les éléments de T qui eC; (i =1,
2,...,t), soit O, = (a,,a:...0,,) etsoit a;, =b,, 1=1,2,...,¢.

Montrons d’abord que la condition énoncée est nécessaire. En effet sup-
posons que les substitutions S et 7' sont imprimitives. Comme 7' est
d’ordre 7, les 7 nombres b,,b,,..., b, font alors nécessairement partie
d’un méme systéme d’imprimitivité de S et de 7. Soit k le nombre de
systémes d’imprimitivité de S et de 7. On a k£ > 2. Aucun cycle de 8
ne saurait alors étre du premier ordre. En effet, supposons le contraire et
soit, par exemple, C, un cycle du premier ordre de S. S et 7' étant con-
nexes, il existe donc un élément b, de 7', tel que C, = (b;). Comme S
transforme b, en lui-méme, S doit transformer en lui-méme tout le
systeme d’imprimitivité £ de S et 7' dont fait partie b; et qui contient,
d’apreés ce qui précéde, tous les éléments de 7. Cet ensemble £ comprend
donc la totalité des éléments de certains cycles de S et, comme k > 2,
S et T ne sont pas connexes, ce qui est contradictoire. Donc m;>1,
i=1,2,...,t. Ona C, = (@ Q4. ..0;,) €t a;;, =b,, 1 =1,2,...,L
S transforme 1’ensemble {a,;, @y;,...,a,} en {a;z, Gy,. .., A} et ces
deux ensembles sont nécessairement disjoints, puisque aucun cycle de S
n’est du premier ordre. Je dis qu'aucun élément de ’ensemble {a,,. . .a,}
ne fait partie du systéme d’imprimitivité £, de S et de 7' qui contient
tous les éléments permutés par 7'. En effet, supposons le contraire et soit
par exemple, a,, un élément de E,. Mais alors comme E, est un systéme
d’imprimitivité de S et de T' et que S transforme un élément a,, de E,
en un second élément a,, de E,, S doit transformer tout I’ensemble

13



en lui-méme et, par conséquent, comme S et 7' sont connexes, tous les
éléments de tous les cycles de S doivent appartenir & &, , ce qui est con-
traire & I’hypothése que S et 7' sont imprimitives et possédent, par con-
séquent, au moins deux systémes d’imprimitivité. Donc a,,€ E,. On voit
de méme qu’aucun des nombres a,,,...,a,, ne fait partie de E,. Tous
les nombres a,,, a,,,. .., a,, font partie d'un méme systéme d’imprimi-
tivité K, # E, de S et T, alors que, d’aprés ce qui précéde, les nombres
@y, gy, - -, @y, font tous partie de £, . De méme, la substitution S trans-
forme I’ensemble {a,,,...,a,,} en {a,;,...,a,} et ces deux ensembles
font partie de deux systémes d’imprimitivité distincts de S et 7', alors
que ’ensemble {a,,,...,a,;;} est soit contenu dans E, soit contenu dans
un systéme d’imprimitivité £, de S et de 7', différent de E, et de E,, en
vertu de I'imprimitivité de S et de 7'. Et ainsi de suite. Soit 4 le plus
petit entier > 2, tel que I'un au moins des nombres t) a;,.,..., @y
fait partie de E,. Alors en vertu de 'imprimitivité de S et de T, tous les
nombres de la suite {) font alors partie de E,, tous les nombres de la
suite a;.,..., a,. font partie d'un méme systeme d’imprimitivité E,,
de S et de T', quel que soit A'=1,2,...,h, les ensembles E,,E,,...,E,
sont disjoints deux & deux, le nombre % est un diviseur de m;, quel que
soit +=1,2,..., ¢, h =k = nombre de systémes d’imprimitivité de
S et de T, et quels que soient les éléments a,;a,;, d'un cycle quelconque
C, de S, ces deux éléments font partie d’'un méme systéme d’imprimiti-
vité de S et de T' ou de deux systémes d’imprimitivité différents suivant
i
que a;; @;; = h (mod m;) ou non. Et comme tous les nombres permutés
par T font partie d’'un méme systéme d’imprimitivité £, de S et de 7,
on a donc
€1 C1 2 ct ct

D (bybyp, byybyg,. o o303 biny s o by big, s byby,my, L, m) =1

et, comme A = k>1, la condition énoncée est bien nécessaire.
Montrons maintenant que la condition est suffisante. En effet, supposons
qu’elle est satisfaite et soit

(31 €1 L7 ct

B S

D(bllblz" . oy bllblhl" . "bﬂ.btz" . "btlbtht’ ml" . .,mt) = k>1 ,

soit- m; =m,h, ¢ =1,2,...,t, et soit
E8={als,als+h,...,als+(m;__1)h,azs,a28+h,-..,a28+(m;___1)h,---,
ats,ats+h,...,ats+(m;_1)h},8=l,2,...,h.

14



La substitution 7' transforme chacun des ensembles E, en lui-méme,

alors que S transforme K, en B, ;, s=1,2,...,h —1, et K, est E,.
Donc les substitutions S et 7' sont imprimitives et admettent pour
systémes d’imprimitivité les » ensembles E,,..., E,.

La condition énoncée est donc bien suffisante, c. q. f. d.

Proposition 3. Quel que soit Uentier n > 10, si S et T sont deux substi-
tutions connexes et primitives du groupe S, , telles que T = (by b,...b;)
ow by,b,,..., b, sont sept nombres de la suite 1,2,...,n, alors les
substitutions S et T engendrent toujours le groupe S,,, st S est de classe
impaire, ou le groupe W, , st S est de classe paire.

Démonstration. Soient S et T deux substitutions qui satisfont a
I’énoncé de la proposition 3. Montrons d’abord que les transformées de
T par S et ses itérées constituent un systéme connexe de cycles d’ordre 7
qui permutent, dans leur ensemble tous les nombres permutés par S et
T, c’est-a-dire tous les nombres de la suite 1, 2,...,n. En effet, soit ¢
un nombre quelconque de la suite 1,2,...,n. Deux cas sont possibles.
Ou bien ¢ fait partie du cycle d’ordre 7 de 7' ou bien ¢ n’est pas permuté
par 7', mais alors, comme S et 7" sont connexes, ¢ appartient a un cycle
(' d’ordre >1de S, cycle qui contient au moins un élément permuté par
T. Soit C = (a, a,...a,), r > 2. On peut toujours choisir les notations
de fagon & avoir a, =b; (1 <j <7). Soit a,,, =¢ (R >1). Alorsla
substitution 7, ., = S* TS~ est un cycle du septiéme ordre, transformé
de 7' par une itérée de S, qui permute I’élément 7. Notamment, si on

appelle ¢, I’élément que S* substitute a b, (¢ =1,2,...,7), ona T,,, =
(¢1¢y...c;) et ¢, =1. Ainsi donc, quel que soit le nombre ¢ de la suite
1,2,...,n, il existe au moins un cycle du septiéme ordre, transformé de

T par une itérée de S, qui permute le nombre ¢.

Posons 7T, = 81 T8-i+1  §=1,2,...,m (m désignant 'ordre de
S). En particulier, T, = T'. Montrons que les cycles ) T, T5,..., T,
constituent un systéme connexe. En effet, supposons le contraire.

Soit T, =T, = T. Soit T, un cycle quelconque (s’il existe) pris
parmi les cycles 7%,..., 7T, et qui a avec 7T, au moins un élément
commun. Soit, & présent, 7 un entier >2 et <m et supposons que nous
ayons déja défini les cycles T, , T, ,..., T, de fagon que chacun de
ces cycles 7', appartienne & la suite 7, T,,..., T, et ait au moins un
élément commun avec I'un au moins des cycles Ty snnes T: ,, l=

2,...,7 — 1. Soit alors (s’il existe) TG-,, un quelconque des cycles 7',
T,,..., T, non encore considéré et qui a au moins un élément commun
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avec 'un au moins des cycles 7, , T, ,..., T, ,-
formé de tous les cycles 7', T,,..., T,, n’est, par hypothése, pas con-
nexe, il existe unentier j > 1 et <m ainsiquejcycles T, , T, ,..., T,-i
de la suite 7,,T,,...,T,, telsque T, (I =2,3,...,j) a au moins
un élément commun avec 'un au moins des cycles 7', ,..., T alors

Comme le systéme

-1’
qu’aucun cycle de ’ensemble {T,7T,,...,T,.}—{T,,T;,..., T,.j} n’a
d’élément commun avec l'un quelconque des cycles T, ,..., T,-’,.
La substitution § transforme 7, en T, .,,7T; en T, _,,..., T,-’_ en
T,-’,H, ou T 15--+, T‘i“ sont des cycles de la suite 7, T,,..., T,
qui constituent un systéme connexe puisque les cycles 7', ,..., T,-y_
constituent, par définition, un systéme connexe. Soit £, ’ensemble des
éléments permutés par les cycles 7, ,..., Ti’_ et soit X, l’enseg_txble ges
éléments permutés par T, ,q,..., Ty 1. On a évidemment E, =E,,
E,cE et E,cE, ou E={1,2,...,n}. Jedisque K, = E, ou que
E,E,= 0. En effet, supposons d’abord que £, et £, ont au moins un
élément commun. Mais alors les cycles e Ti’,, Ty vrseeos T,-j .1
forment, dans leur ensemble, un systéme connexe et comme, par hypo-
thése, il n’existe aucun cycle de l'ensemble {7,,7,,...,7T,} —
{T,..., T,-,,} qui ait au moins un élément commun avec I’'un au moins
des cycles T,,..., Ti’,, il s’ensuit que les cycles T, ,,,..., T,.’_ “
font tous partie de la suite 7', ,..., T,-’,. Donc E,c E, et comme les
deux ensembles ¥, et K, sont d’égale puissance, on a E, = E,. Ou bien
les ensembles E, et E, n’ont aucun élément commun. Transformons,
dans ce dernier cas, les cycles T'; ;. .., Ti,- +1 par 8. Nous obtenons les
cycles Ty 1p,..., T e de la suite 7, T,,..., T,,, cycles qui forment
un systéme connexe, puisque 7', ,,..., T,-j +1 en forment un, et qui
permutent un ensemble £, d’éléments, de puissance égale a celle de X,
donc aussi a celle de Z,. Les ensembles E, et £, sont disjoints puisque §
transforme K, en E, et que E, B, = 0, et les ensembles £, et K, sont
soit disjoints soit confondus, car si E; et K, ont au moins un élément
commun, les 2j cycles T, ,..., T,-y,, Tivase-es T"i +2 constituent un
systéme connexe, donc, d’aprés les hypotheses faites sur T, ,..., T,-j,
{7y 25 Ti’,+2} c{T,,. .., T,-’,} et, par suite, E, = E,. Et ainsi de
suite. Finalement, aprés un nombre fini ¢ — 1 d’opérations analogues,
on obtient les ¢ suites

Ti1+l-1 ’ Ti2+l-1 IR Ti,-+l—1 (l)
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(l=1,2,...,t) de cycles provenant de la suite 7'\, T,,..., T,,, telles
que les cycles de la suite l) forment un systéeme connexe et permutent
un ensemble E, d’éléments de K, tel que E, = E, =-..-= H, et que S
transforme K, en B, , (I=1,2,...,t — 1) et E,en &,. 1l s’ensuit que,
si B, 4+ E,+--- + L, #E, comme tous les éléments du cycle
T = (b; b,...b,) font partie de E,, que les substitutions S et 7" ne sont
pas connexes, ce qui est contradictoire. Bt si K, + E,+.--+ E,=F,
S et T sont imprimitives et admettent pour systémes d’imprimitivité
les ensembles E,, E,,..., E,, ce qui est également contraire & notre
hypothése que les substitutions § et 7' sont connexes et primitives.
Donc les cycles du septiéme ordre 7,,T,,..., T, permutent tous les
nombres de la suite 1,2,...,n et constituent un systéme connexe.
Ils engendrent donc, d’aprés la proposition 1, le groupe 2,,. Or le groupe
engendré par T, T,,..., T, est un sous-groupe du groupe engendré
par S et 7. Si donc S est de classe impaire, S et 7' engendrent le

groupe S,, et, si S est de classe paire, S et 7' engendrent le groupe
A,, c. q.f.d.

Remarque 2. Par un raisonnement tout a fait analogue & celui effectué
dans la démonstration de la proposition 3, on démontre que quels que
soient les entiers # > 2 et n>u, si S et T sont deux substitutions
connexes et primitives du groupe &, dont I'une 7' est un cycle d’ordre
u, les substitutions S*T§* (t =0,1,...,m — 1, m = ordre de 8)
forment un systéme de cycles d’ordre 4 qui permutent tous les éléments
de la suite 1,2,...,n et qui constituent un systéme connexe.

(Regu le 9 novembre 1948.)
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