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Die 1. Variation
der Mafizahlen eines Elementarkegels

Von H. Bieri, Bern

Zahlreiche Problème der Flâchentheorie sowie der Théorie der kon-
vexen Korper kônnen als Variationsprobleme aufgefafit werden, ins-
besondere das fundamentale Problem der konvexen Grenzkorper1). Soll
dieser Standpunkt greifbare Resultate zeitigen, so mussen in erster
Linie die analytischen Ausdrucke fur die erste Variation aller vorkom-
menden GroBen zur Verfugung stehen. Nach meinen Wahrnehmungen
bestehen in der Literatur diesbezugliche Lucken, die es zu schliefien gilt.

Wir betrachten konvexe Korper,
die von jedem nicht îm ÂuBern
gelegenen Punkte O aus in
Elémentarkegel aufteilbar sind2)3).

Einen derartigen Elementarkegel
beschreiben wir dureh die funf
MaBzahlen Volumen F, Oberflâche
F, Intégral der mittlern Krum-
mung M, Bogenlânge der Begren-
zungskurve s, râumlicher Winkel
a) (Abb.l).

Unter F soll nur die Flâche der von c aufgespannten Membran ver-
standen werden. 91 sei der Einheitsvektor in Riehtung der innern Nor-
malen von W, 91* der Einheitsvektor in Richtung der innern Normalen
des durch c laufenden Streifens S im Punkte Q. Es treten jetzt folgende
Formeln der Differentialgeometrie in Kraft :

x) H. Hadwiger, Ûber eme fehlende Ungleichung in der Théorie der konvexen
Korper. Elemente der Mathematik, Bd. II, Nr. 3.

2) Vergleiche W. Scherrer, Integralsatze der Flachentheone, Commentarn,
Vol. 19, Fasc. sekundus, S 110.

3) Dank der implicite getroffenen starken Voraussetzungen uber Oberflâche und Kanten
des konvexen Korpers kann der Formelapparat der Drfferentialgeometrie im gewunschten
Umfang angewendet werden. Eme Beemtrâchtigung der Allgememheit findet nicht statt,
kann doch der allgememste konvexe Korper durch abzahlbar unendheh viele Elementarkegel

simultan m allen drei Mafîzahlen F, F und M approximiert werden.
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I. F Jj VEG - F* du dv *)

II. V=%ffPdF; P=-9iï (Stiitzfunktion)

III. M^Mi + M,

a) Mi j H ¦ dF ; H mittlere Krummung

b) M2 — J j <p ¦ ds ; ç> arccos (915R*)

IV. s

PdF ¦*

Vermittelst des Ansatzes

1= x + e {p(u,v)xu + q(u,v)xv + n(u,v)9t} ; | e | < £0 (1)

erreicht man vom extremalen Elementarkegel aus, sofern nur den
varierenden Funktionen n, p und q passende Beschrànkungen auf-
erlegt werden, aile zulàssigen Vergleichsgebilde. Wir setzen, wie es

iiblich ist,

und wenden dièse Opération auf die FundamentalgrôBen an. Als Para-
meter werden zweckmâBig Krummungslinienparameter gewâhlt.

I. ÔF -eJfn-2H-dF - e (£V~ËG{pdv -qdu)«) (2)

II. Die Normalvariation des Volumens eines Eikôrpers findet sich bei
Blaschke, S. 248, die Normalvariation des Volumens eines Elementar-
kegels (Sektorkôrper) in der unter FuBnote 2) zitierten Arbeit. Wir
miissen also weiter ausholen. Aus 1) folgt :

ïpU » « J *|>w » XJ + e ' #(^> v) 5

4) Die Bezeichnungen sind ùbemommen aus: W. Blaschke, Vorlesungen ûber
Differentialgeometrie, 3. Aufl., sowie aus der unter FuBnote 2) zitierten Arbeit
(zitiert wird kûnftig mit Blaschke, Scherrer).

6) Vergleiche W. Scherrer, Geometrische Deutung des Gaufischen Verschlin-
gungsintegrals, Commentarii, Vol. 5, Fasc. primus, S. 25.

6) Blaschke, S. 241—243.
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+ q-N) x[xu, 91] + (n. + p.L) x[9t, *J + n •

Wegen V — J I ï[¥M, 3ëv] d^rfv unter Berùcksichtigung der

beiden Identitàten

<$ - [91, x] (Stiitzvektor)7)

und nach Ausfûhrung einiger Zwischenrechnungen erhâlt man :

ÔV= - ef Cn-dF -^ (£ n-^k > dt --^-(£ P]/E~G(pdv ~ qdu)

-> -> (3)

III. a) Blaschke gibt S. 258 die erste Normalvariation von H mit
ônH (2H2 ~ K) n -\-^* A(n) an. A bedeutet den zweiten Difîerential-
parameter von Beltrami8). Es folgt :

ônM1 — e C Ç {n- K — % - A(n)}dF ; K GauBsche Kriimmung.

Zwecks Berechnung der Tangentialvariât ion gehen wir au s von

X x + e-pxu (la)
und erhalten :

-

7) Scherrer, S. 106. 8) Blaachke, S. 172—173.
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Ç f2ÏÏ-V¥ÏÏdudv= C Ç2HdF-edf)2H.VJG ¦ pdv -

h<d? ^(2) ._ Hauptkrûmmungen.

Das Ergebnis einer analogen, von

X x + eqxv (lb)
ausgehenden Rechnung ist

Ç Ç2ÏÏ.]/TfÏÏdudv= Ç Ç2H-dF+e (£ 2H.\/ËG-qd<u -
—>

~ effq\t(x<1) + "<2)

Nun versehwinden aber in den Doppelintegralen die Koeffizienten von p
und q identisch, da sie mit den linken Seiten der Codazzischen Gleichun-
gen ubereinstimmen10). Somit gilt abschliefiend

dM1=z -e f f {n-K - J- A{n)}dF ~ s (£h]/~ËG (pdv-qdu). (4)

->
IV. Es hat sich herausgestellt, daB die 1. Variation von M2 am be-

quemsten zu berechnen ist, wenn der Formelapparat der invarianten
Ableitungen beniitzt wird11). Da ds mit M2 innig verkniipft ist, ftihren
wir denselben schon an dieser Stelle ein, gehen also aus von

1= x + s{p-xt + q-x% + n-yi} (le)

9) Die Terme F — 2 M F durfen weggelassen werden, da die Entwicklung nach
Potenzen von e mit e2 beginnt und somit zur ersten Variation nichts beigesteuert wird.

10) Blaschke, S. 134—139. Die innige Verknupfung des Variationsproblems XX H dF
Extremum mit den Codazzischen Gleichungen ist bernerkenswert.

u) Blaschke, S. 123—139.
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Es gilt dann :

*t-h + *{(Pi + g-*S° - *-*(1)) xt + (qt ~p-x^)x% + (n, + p-*™) 91}

*t=x« + *{(?2 + p-*f- n-x<*>) ** + (ft - ï-^;>)Xi + (n,

^u), «^ geodâtische Kriimmungen der Parameterlinien,

und mit diesen Daten gewinnt man die Formel

ôs e Ç(pt + q-xf - n-x{1))
m

,-J*1 - ds1

i + ds\

ds2

Vds\ + ds\
(5)

III. b) Die Berechnung der 1. Variation von M2 macht am meisten
Miihe. In der Tat mu8 hier nicht nur die Membran W, sondern auch der
Streifen S variiert werden, und zwar so, da8 er der Kurve c bestândig
aufliegt (Abb. 1). Infolgedessen setzen wir an :

Membran : ¥ x + e {p xt + q X% + n 31}

Streifen : I* - s* + e {p* ï* + g* xt + n* 01*}

Die erwâhnten Kontaktbedingungen lauten :

x* x ; ï* J ; p* ï* + q*xt+ n' 91* - p^ + qx2

Die varierenden Funktionen des Streifens kônnen nun mûhelos berechnet
werden. Man erhâlt :

p* pxtx*i + q-X%x\ +n-yiXf
q*=pxtx% +q-*%*z +w-9ta£
n* =pxtyi* + q-XzW* + n-ÏÏW*

Es folgt weiter :

[*i>*»] » + £{9îbi + % + 9'^ + V'^P - n

- e{x%{n% + q-x^) + x,(n, + p-x™)}

ia) Dies gilt natûrlich nur lângs c. Zwecks Entlastung des Druckes sei auf einen dies-

bezùglichen Index verzichtet.
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9t 9t - e{x9(n2 + q-x™) + x,^ + p-x™)}
3131* -e-0(u,v);

+ I89l>2 + q-x™)

Nun ist nach Définition M% — \ J arccos (91SR*) ds, mithin

ÔM2 \ J arccos (9191*) d ds + | p arccos (9191*)

oder soweit als tunlich ausgerechnet :

-^{Jl + J2 + J3) ;

/x J (p '

V. Der ràumliche Winkel co nimmt eine Sonderstellung ein, indem
er gegeniiber Âhnlichkeitstransformationen invariant bleibt. In der Tat
làBt sich muhelos zeigen, daB mit X x + e {m(u, v) x} die 1. Variation
verschwindet. Mit dem Ansatz gemâB (1) berechnet man nach dem
Muster von II :

ôco - - 3e jjn {^^dF + 3 eJJ^ (p • X Xu + q-XXv)dF

- qdu) • (10)

Nachtrâglich hat sich herausgestellt, daB auch Variationen von der
Form ï 3e + e{m(u, v)x} hedeutungsvoll sind.

(Eingegangen den 30. Oktober 1949.)
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