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I gruppi con élément! miiltipli distinti
dalle cuspidi nelle série algebriche sulle curve

razionali cuspidate
Di Ambrogio Longhi, Lugano

Sopra ima curva di génère p, il numéro, finito sotto certe ipotesi, dei

gruppi di una série lineare, o più in générale di una série algebrica costi-
tuita da gruppi équivalents, con punti di date multiplicità, è espresso
dalla formula di De Jonquières1). Questa riesce tuttavia inadeguata alla
risoluzione di molti problemi numerativi, benchè attinenti ai gruppi
predetti, appena la curva sostegno possegga délie cuspidi : essendo finora
rimasta insoluta la questione di precisare quanti fra i gruppi con le sin-
golarità assegnate vengano assorbiti dalla totalità di quelli includenti
ciascuno almeno una cuspide.

Nel présente lavoro risolvo appunto taie questione limitatamente al
caso p 0, riserbando al altro studio2) alcune importanti applicazioni
délia formula che qui si stabilisée.

1. Prescindendo da ogni particolare modello proiettivo, il teorema
che si intende dimostrare puô cosl enunciarsi :

Sopra un ente razionale Q, semplicemente infinito e irriducibile, abbiasi

una série algebrica yrn di gruppi di elementi: d'ordine n, di dimensione

r<n e d'indice v ^ 1.
Si supponga Q dotato, genericamente, di q elementi E% (i 1, 2,..., q)

singolari cuspidali per la série yrn, cioè aventi ciascuno per essa gli r carat-
teri 2, 1, 1,..., 1, nel senso che ogni elemento Et sia doppio per uno gene-

1) E. De Jonquzères, Mémoire sur les contacts multiples d'ordre quelconque..
(Journal fur Math 66, 1866). Cfr. pure: F. Severi, Trattato di geometria algebrica,
Vol. I, Parte I (Bologna 1926), p. 243; R. Torelh, Dimostrazione di una formula di
De Jonquières e suo significato geometrico (Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo, 21, 1906) e Sui sistemi algebrici di curve appartenenti ad una super
ficie algebrica (Atti délia Accademia di Tormo, 42, 1907), n. 1, ultima nota.

2) Vedasi, in questi stessi Commentani- A. Longhi, Sulle sviluppabih osculatrici
délie curve razionali iperspaziali.
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rico degli oc/-1 gruppi di yrn che lo contengono ; triplo per oor~2 gruppi di
y£,..., r-uplo per oo1 gruppi e (r + l)~uplo per v gruppi di yrn.

Si considerino poi t numeri interi positivi vl9v2,...,vt, con 1 <J t
!S* n r, tact c/te .*

112 1 > t i

e riducentisi a r distinti in quanto che <xi di essi sono eguali fra di loro ma
diversi dai rimanenti t — ocf (i 1, 2,..., t ; r ^ t).

Esiste allora su Q, in générale, un numéro finito x di gruppi délia série
yrn aventi ciascunoz) t elementi rispettivamente multipliz) secondo v^ + 1

(7=1,2,...,$) e tutti distinti dagli elementi singolari E{ (i 1, 2,..., q).
Taie numéro è dato dalla formulaA) :

n — r — k\ In — r — q

/ — 1/* f \ i*

ove s0 1 ed sk (k 1, 2,...,$) dénota la somma dei prodotti akakdei
t numeri (distinti o no) vt, v2,..., vt.

2. Se q 0 la (1) diviene Tordinaria formula di De Jonquières (per
un ente razionale) poichè il secondo membro riducesi a :

(i + {% + (t+)
oct oc2 oct \ t

La (1) è pure vera se q>0 ed r 1 (onde £=t=1 e oc± vx

1), fornendo, sulPente razionale £?, il ben noto numéro :

2 v(?i — 1) — v q

dei gruppi di una série algebrica oo1, d'ordine n e d'indice v, dotati di
un elemento doppio distinto dai q elementi singolari E{,

Per dimostrare la formula (1) si puô dunque supporre g>0 ed am-
metterne la validità per le série algebriche di dimensione inferiore ad r :

provando poi che essa vale anche per le série di dimensione r.
La sommatoria figurante nella (1) si indicherà formalmente, per bre-

vità, col simbolo :

[n,r, q;v1, v2,. vt]

8) Sottindendasi: almeno e in générale precisamente.
4) Si veggano più innanzi due altre formule équivalents alla (1), cioè le (12) e (14).
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Fra i t numeri vt sia allora vm non superiore a tutti gli altri, e quelli
eguali a vm siano in numéro di a^ (^ 1).

Si supponga dapprima vm>l.
SulTente Q, dato un generieo elemento H, tutti i gruppi di yrn passant!

per H formano, privati delFelemento stesso, una série algebrica y£z\ c°l
medesimo indice v délia yrn ; e siccome è :

"i + *t +• • •+ *m-i + (vm ~ 1) + *Wi +. • •+ vt r - 1 (2)

con5) :

1<£ < (n — 1) — (r — 1)

la yr^l\ possiede un numéro finito rjf di gruppi dotati ciascuno di certi
t — 1 elementi Hâ multipli secondo v} + 1 (y 1, 2,..., m — 1,
m + 1,..., t) e distinti dai q elementi singolari Et, nonchè di un
elemento Hf, esso pure distinto dagli Et (i 1, 2,..., g), multiplo
secondo vw.

Fra i t addendi del primo membro délia (2), quelli eguali a vm sono in
numéro di ot^ — 1 ; mentre Faddendo vm — 1 differisce da tutti gli
altri, giacchè vt > vm > vm — 1.

Si conclude allora, in base alFammessa validità délia (1) per le série di
dimensione minore di r, che :

r\* ¦ X
ocx ocfJL-.1 (^ — 1) <%/*+! <xT 1

[» — 1, r — 1, g ; ^, v2, îv-i, vw — 1, vw+i ,...,**].
La corrispondenza algebrica PT fra H e Hf ha, pertanto il secondo

indice eguale ad r\[.
Fissato ora^ in modo generico, Felemento Hr, i gruppi délia série yrn

che lo contengono corne multiplo secondo vm riempiono, toltone taie
elemento multiplo, una série algebrica y^ZÏJ, pure di indice v ; essendo poi :

entro yiZÎIJJ ©siste un numéro finito # di gruppi aventi ciascuno t — 1

elementi if^ multipli secondo ^ + 1 (j 1, 2,..., m — 1, m + 1 ,...,$)
e distinti dagli elementi singolari Ei, coi restanti :

5) Si suppone t > 1 : se fosse * 1 il ragionamento subirebbe lievi e ovvie variant*.
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vm+1 H

elementi tutti semplici ; uno qualunque H dei quali risulta cosi omologo
di Hr nella corrispondenza W"1.

Dall'ipotesi che la (1) valga per le série di dimensione inferiore ad r,
si deduce, osservando pure che nel primo membro délia (3) sono a^ — 1

i termini eguali a vm :

x
ax ocfX^1 (ocp — 1) ocfJL+1 <xx

[fjn >u np ¦!/ f) * V Vn V V i V j. \
171 9 fît >tf ' 1 2 j •*•> Wl—l î Wl-rl t * * * J l J *

II primo indice délia corrispondenza TF fra H e Hf è perciô :

y (n — r — £_|_i)##

3. Corne risulta dal n. 2, quando // e Hf si corrispondono generiea-
mente in TT, esistono t — 1 elementi jff^ (/ 1, 2,..., m — 1, m + 1,

t) diversi dai q elementi singolari E% e tali che il gruppo :

+ (vm+1+l)^m+1+-.-+(ve+l)ff( (4)

appartenga (corne gruppo totale o parziale) alla série yrn.

Se H ed iï' coincidono in un elemento unito U di W, il gruppo (?r+t

espresso dalla (4) diviene :

Qf (v 4- 1) U 4- (v 4- 1) iî 4- • • • 4- (v 4- l) H
+ (Vm+1 + l) Hm+1+- ¦ ¦+ (vt+ l)Ht

Supposto allora U ^ Et (i 1, 2,..., g), il gruppo G^ délia série
yrn che, per definizione délia corrispondenza W, include G^+< (se £<?i — r)
o si identifica con Gfr+t (se t n — r), è precisamente uno dei gruppi
(coi t elementi di molteplicità assegnate) di cui si cerca il numéro X : ed U
è, entro G'n, uno degli oc^ elementi multipli secondo vm + 1.

Sia invece, ad esempio, U E1; cioè il gruppo Gfr+t, e quindi il Gfn

di yrn, contenga Felemento singolare 2^ con la molteplicità vm -\- 1.
|k Si sa (n. 1) che Et è (vm+ l)-uplo per oor~Vw gruppi délia y^ : i loro re-
sidui rispetto a {vm-\- l)Ex costituiscono una série algebrica yrr^J^__1, d'indice

v, per la quale sono singolari (n. 1) i g —• 1 elementi E2, 2J3)..., Ep.
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Tenendo allora présente la (3), ove oc^— 1 termini del primo membro
sono eguali a vm ; osservando che :

1 < t - 1 < (n - vm - 1) - (r - vm)

e applicando il teorema espresso dalla (1) alla série yjl^-i, di
dimensione minore di r, si conclude che questa série possiede un numéro
fînito A di gruppi dotati ciascuno di t — 1 elementi H3 non singolari e

multipli secondo vi + 1 (j 1, 2,..., m — 1, m + 1, • •, t), con :

X

[n — vm — 1, r — vm, ^ — 1 ; vx, v2, ^m_!, vm+1, vt]

È perciô A anche il numéro dei gruppi G'r+t> sopra considerati, ove

Da quanto précède si desume che nel gruppo délie r\ + r\f coincidenze
délia corrispondenza W(rj, r\!) ciascuno dei q elementi singolari di Q ne
assorbe A, mentre le restanti sono in numéro di «^1 e tutte semplici.
Si ha pertanto :

V + n' ^X + Xq (5)

4. Avuto riguardo al significato del simbolo :

O,r, g; vi, v2>- ••> vt\

introdotto nel n. 2, mediante il quale si esprimono, nel modo già preci-
sato, &, rj, r\f e A, si trova con facile calcolo che :

ifc+1

ove 4=1 e sk (fc=l,2,...,t — 1) indica la somma dei prodotti a
k a, k dei £ — 1 numeri vi (i 1, 25..., m— 1, m -|- 1,..., ^).

È poi :

<xT î
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con 8% 1 ed si (k 1, 2,..., t) eguale alla somma dei prodotti a k
a k dei t numeri :

Richiamando il significato di sk (n. 1) e ponendo s^ 0, si puô
scrivere : niskz=z Sk 8k—1

per k 0, 1,..., t ; ed allora dalle (5), (6) e (7) si deduce infine :

X V (t- k)\ k\ s

formola che confrontata con la (1) dimostra il teorema (nell'ipotesi

5. Sia ora vm 1 La corrispondenza W fra gli elementi H e H'
(n. 2) diviene simmetrica di indici r\x, con :

rJl=(n-r-t+l)ê1 f

essendo &± Fespressione # (n. 2) ove vm 1.
Le sue coincidenze hanno luogo : in ciascuno degli oc^ elementi doppi

dei gruppi, délia série yrn, di cui si ricerca il numéro X ; e nei q elementi
singolari di Q, ognuno dei quali ne assorbe un numéro eguale al valore
Xx di A (n. 3) per vm 1.

Si ha dunque :

21 *^
Ma si trova (cfr. n. 4) che, posto s't 0 e conservando al simbolo

s'k{k — — 1, 0, 1,..., t — 1) il significato dei n. 4, è :

1
/ i \ v ^ t* 7\i7i / ln—r—k\ /n—r—Q\

(Xp agiota!... <%,! *To \ * —fc / \ fc /
(10)

e:
1 v *_ /n — r — fc\ (n — r — q

Sommando le (10) e (11), e notando che (per Fipotesi vm 1) è:
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risulta, in base alla (9), la formula (8) ; e il teorema del n. 1 riesce cosi

interamente dimostrato.

6. Non è forse superfluo avvertire che applicando la formula (1) si

deve ritenere n
1 anche quando l'intero h è negativo o nullo, e

j= o solo se 0 < h<k ; mentre se A<0 si puô porre :

Ne dériva che :

La formula (1), relativa al teorema del n. 1, è équivalente alValtra:

(12)
preferibile alla (1) quando Q>n •— r.

7. Si dimostra facilmente, per induzione, l'eguaglianza :

che permette una nuova intéressante modificazione délia formula (1).
Eseguendo infatti nella (1) la sostituzione (13) si riconosce, dopo al-

cune owie trasformazioni, che :

II numéro %, oggetto del teorema del n. 1, oltre che con le formule (1) e

(12), si pud ancora esprimere con la formula ad esse équivalente:

«J «a-••<**! i-o \ t~ i /\i/k-i\i/
(14)

8. Notevole è il caso in cui i t numeri v{ (n. 1) sono eguali fra di loro,
e quindi ad r : t. Si ha allora t 1, »x t e inoltre :

onde sostituendo nella (14) risulta il teorema particolare :
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Se t è divisore di r (con 1 < t < r), sopra un ente razionale oo1, irn-
ducibile e dotato, in modo generico, di q elementi singolari cuspidali (n. 1),

una série algebrica yrn di dimensione r, di ordine n >r + t e d'indice
v >l, possiede in générale un numéro finito di gruppi contenenti ciascuno t

relementi tutti con la multiplicité h 1 e distinti dai g elementi cuspidali.
t

Taie numéro è precisamente eguale a :

t-i

(Reçu le 17 mai 1949.)
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