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Zur Axiomatik
der teîlweise geordneten Mengen

Von Martin Altwegg, Zurich

G. Birkhoff erwâhnt in seiner Lattice Theoryx) das Problem, die
Axiome der teilweisen Ordnung unter Verwendung der Relation ,,zwi-
schen" zu formulieren. Das von ihm zur Diskussion gestellte Axiomensystem

ist aber weder vollstândig noch unabhângig2). Die vorliegende
Arbeit soll dièse Liicke ausfullen. Das in § 1 aufgestellte Axiomensystem
(Z) wird in § 2 als vollstândig, in § 3 als unabhângig nachgewiesen. § 4

zeigt sehlieBlieh, wie dièses Axiomensystem zweckmàfiig zu einem solchen
der (vollstândigen) linearen Ordnung ergânzt werden kann.

§ 1. Das Axiomensystem

ffll {a,b.. .x, y...} sei eine teilweise geordnete Menge, also Feld
einer Relation x ^ y mit den Axiomen :

(Z^) Fur jedes a: ist x > x.
(L2) Aus x ^ y und y ^ x folgt x y.
(Ls) Aus x ^ y und y ^ z folgt x ^ z

Setzt man Ç(x,y,z) (in Worten ,,y liegt zwischen x und z") dann und
nur dann, wenn x ^ y ^ z oder 2 ^ y ^ a;, f (a;, y, z) in allen andern
Fâllen, so gelten :

(Zx) Fur jedes # ist ^(x, x, x).
(Z2) Aus f(», y,«) folgt Ç(z,y,x).
(Z3) Aus f {x, y, z) folgt C(^, x, y).
(Z4) Aus Ç{x,y,z) folgt a: =«/.
(Z5) Aus f(a;,y,«) und Ç(y,z,u), y^z folgt C(^,2/,^)-

C. Birkhoff, Lattice Theory, 2. éd. (1948), p. 2, Ex. 4 und Problem 1.

8) Das in § 3 dieser Arbeit an letzter Stelle konstruierte Modell erfûllt samtliche Forde-
rungen dièses Systems, ist aber nicht teilweise geordnet. tîberdies folgt die dritte Forde-
rung aus der ersten, vierten und fûnften.

149



(Z6) Gilt in der endlichen Folge xOi xx, x2i..., x2n, x2n+1 x0 fur
0<i < 2n + 1 Ç{ximml, xt_l9 x^ und fur 0<i<2n + 1

f (Xi-l > *< > «<+l) > SO ist

Die zweigliedrige Relation ^ ist antisymmetrisch, die dreigliedrige Ç

ist symmetrisch. Wenn wir behaupten, daB die Eigenschaften (Z) ein voll-
stàndiges Axiomensystem der teilweisen Ordnung darstellen, m. a. W., daS

aus der Relation f unter Verwendung von (Z) allein die Ausgangsrela-
tion ^ rekonstruiert werden kann, so ist das nur bedingt richtig : 9Jt zer-
fâllt in einer spâter zu prâzisierenden Weise in Komponenten derart, da8
die Beziehungen ^ innerhalb einer Komponente gesamthaft, unter Fest-

haltung aller ûbrigen, unbesehadet der Eigenschaften (L) umgekehrt
werden kônnen. Die Rekonstruktion der zweigliedrigen Relation wird
daher nur bis auf Umkehrungen innerhalb einzelner Komponenten môg-
lich sein. Jedoch wird eine ansehlieBende Wiederholung des tîberganges
zur dreigliedrigen Relation wieder eindeutig zur Relation f fûhren.

Noch eine Bemerkung zu ZQ. Es ist wohl kaum môglich, dièses Axiom
durch eine einfachere Aussage zu ersetzen, die sich auf eine von vorne-
herein besehrankte Anzahl von Elementen bezieht. Man denke nur an
eine teilweise geordnete Menge, deren Hasse-Diagramm4) aus einem ge-
schlossenen, zickzaekfôrmigen Streckenzug besteht.

§ 2. Beweis der Tollstândigkeit

(1) Aus Ç{x,y,z) folgen C{x, x, y) 9 Ç{x, x,z) Ç(y,y,z)f
Z(z,z>y), Ç(z,z,x) und Ç(y,y,x).

Zunâchst gilt Z3. Ç(x, x,z) ist ohnehin richtig fur x y und folgt
andernfalls aus £(#> x, y) und t>{xyy,z) nach Z5. Weiter gelten
f(«,y, x), £(z,z,y), Ç(y,z,z) und damit Ç(y,y,z). SchlieBlich diir-
fen wir x und z vertauschen.

(2) Aus Ç(x9y,z) und Ç(x,z,y) folgt y z.

Denn Ç(x,y9z), C(y,2,a?), y^z fuhrt zu Ç(x,y9x) (Z5), x=y
(Z4), y z (Z4), im Widerspruch zur Annahme.

(3) Aus Ç(x,y,z) und Ç(x,z9u) folgt Ç(y9z9u).

8) Die Vorausaetzung von Z9 lautet einfach: Es ist x0 >> xx < x% > • • • <C a?gn >¦ o?0

oder xQ < xx > xt < • • • > x%n < x0.
«) Siehe Birkhoff, 1. c, FuÛnote *), p. 5.

150



Die Behauptung gilt nach (1) sicher dann, wenn y z, wenn x z

und damit wegen ZA auch y z, oder wenn z u ist. Aus y ^ z,
x ^ z und z^u folgt aber mit Riicksieht auf (2) £(#, z, y), Ç(z, x,u)
\xndÇ(x, u, z). Wâre nun Ç(y,z,u), so wurde die Folge y,z,x,u,z,y
die Voraussetzungen von ZB erfiillen. f (z, y, z) steht aber im Wider-
spruch zur Annahme y ^ z.

Die nachfolgend eingefûhrten Bezeichnungen dienen zur einfacheren
Formulierung der weiteren Hilfssâtze. Die Bedeutung der verwendeten
Begrifïe lâBt sich leicht am Diagramm einer teilweise geordneten Menge
veranschaulichen. Dièse Hilfsvorstellung erhellt auch unmittelbar den
der Beweisfûhrung zugrunde liegenden Gedankengang.

Ist f(x,x,y) oder nach (1) gleichbedeutend ^{y9y,x), so nennen wir
die Elemente x und y vergleichbar. Eine endliche Folge xx, x2,..., xn heiBt
eine V-Folge, wenn je zwei konsekutive Glieder vergleichbar sind ; sie

heiBt eine Z-Folge, wenn jedes Glied zwischen den beiden benachbarten
iiegt. Ist xl9x29...9xn eine V-Folge, so ist xx, x2, x2, xz,..., xn__x, xn_x, xn
eine Z-Folge. Umgekehrt ist jede Z-Folge eo ipso auch eine F-Folge.

Enthâlt eine Z-Folge dasselbe Elément wiederholt nacheinander,

...x,y9y...y,z..., x^y, y^z, so ist sicher .x, y, y, z...,
falls Ç(x, y, z) sogar .x, y, z... wieder eine Z-Folge. Wir nennen
eine in diesem Sinne weitmôglichst reduzierte Z-Folge eine Kette und falls
zwei aufeinanderfolgende Glieder durchwegs verschieden sind insbeson-
dere eine einfache Kette. Sehen wir von der Môglichkeit ab, daB in der
ursprunglichen -Z-Folge ûberhaupt aile Glieder gleich sind, so sind die
beiden ersten bzw. die beiden letzten Glieder einer Kette stets verschieden.

Es ist aber auch x, y als (einfache) Kette zu bezeichnen, wenn nur
x ^ y und Ç(x, x, y) ist, obschon dièse zweigliedrige Folge keine
eigentliche Z-Folge darstellt. — Jede nicht einfache Kette

Xl9 X2. XTi I XTi y XTi+1. Xr^ I Xr2 XTg I XTg Xn

erscheint so als Folge von s + 1 einfachen Ketten, die nacheinander in
ihrem letzten bzw. ersten Glied ubereinstimmen. Fur 1 < v < s gilt
ûberdies X{xrv_x, xrv ,xrv+1).

(4) In einer einfachen Kette xly x2, xn sind nicht nur benach-
barte, sondern irgendzwei Glieder verschieden, und jede Teilfolge
xix, xi2, xip ix < i2 < < iv v ^ 2 ist wieder eine einfache
Kette.
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Die Behauptung ist trivial fur n=2. Gilt sie fur aile einfachen Ketten der
Lange ^n—1, so gilt sie auch fur die einfache Kette xx, x2,..., xn wenn
wir noch zeigen, da8 xx ^ xn und fur \<k<n Ç(xx,xk,xn) ist. Die
zweite (und damit nach Z4 die erste) dieser Behauptungen folgt fur
h <n—1 aus der Induktionsvoraussetzung f (xx, xk, xn_x), f #fc, xn_x, xn)
und aus Zs. Ist aber Je n — 1, so kehren wir die Kette um.

(5) Streicht man beliebige Glieder einer Kette, Anfangs- und Endglied
jeder einfachen Teilkette ausgenommen, so erhâlt man wieder eine
Kette.

Fur Glieder, die nicht an zweiter oder vorletzter Stelle einer einfachen
Teilkette stehen, folgt die Behauptung aus (4). Bleibt zu zeigen, daB in
der

_
Kette xr_2, xr__x, xr\xT, xr+1, xr+2... a) f xr_2, xr, xr+1) und

b) C(^r-i^r? ^2) gi^- a) Andernfalls ergibt Ç(xr_2, xr, xr+x) und
t{xr_2, xr_x, xr) nach (3) C(xr_t, xr, xr+1). b) Aus Ç(xr+2, xr, x^),
Ç(xr+2, xr+1, xr) und (3) folgt f(av+1, xr, xr^).

(6) Ist a... b... xxI xx xsj xs... b... a eine Kette mit s + 1

einfachen Teilketten, so ist 5=1 (mod. 2). (6 darf mit xx,
mit x8 oder mit beiden zusammenfallen.)

Sei s 0 (mod. 2). Nach (5) ist auch a, xx/xx, x2jx2.. .xjx8, a eine
Kette und die Folge a, xx,x2.. .x8,a erfiillt die Voraussetzungen von
Z6.Aus Ç(x8,a,xx) und Ç(xs,b,a) folgt aber nach (3) Ç(b,a,xx), im
Widerspruch zu Ç(a, 6, xx) und a ^6.

(7) Sind a,b...x1lz1...x8lx8...u,v und a,b.. .yxjyx.. .yrjyr.. .u,v
Ketten mit s + 1 bzw. r + 1 einfachen Teilketten, so ist r s

(mod. 2).

Denn a, b, a^/a^...x8jx8,u,v/v,u, yrjyr...yx\yx,b,a ist wieder eine
Kette und aus (6) folgt s + 1 + r 1 (mod.2).

Mit (7) verfiigen wir liber den notwendigen Hilfssatz, um im Feld SOÎ

der Relation f eine den Axiomen (L) genugende, zweigliedrige Relation
einzufiihren, die mit der Ausgangsrelation ^ im wesentlichen (das heifit
abgesehen von Umkehrungen) identisch ist.

Nennen wir zwei Elemente von 501 zusammenhângend, wenn sie Anfangs-
bzw. Endglied einer F-Folge sind, so ist dièse Beziehung symmetrisch,
transitiv und reflexiv5) erzeugt, also eine Einteilung von 501 inKlassen zu-
sammenhângender Elemente, 501 50^ + 50l2 + • • •. Wir wâhlen nun,

*) Hier und nur hier verwenden wir Zx.
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willkurlich aber fest, in jeder dieser Klassen 3R{, sofern sie wenigstens zwei
verschiedene Elemente enthalten, zwei verschiedene vergleichbare Ele-
mente a{ und b{. Sind dann x, y beliebige vergleichbare Elemente von
50i, so gehôren sie zur selben Klasse 50tt- und es existieren : Eine F-Folge
ai9b{.. .x, y, eine J5-Folge a{, 6i?6t-.. .x, x, y und fur x ^= y (durch
Reduktion, siehe oben) schlieBlich eine Kette at, b{.../.../.. .x, y mit
s + 1 einfachen Teilketten, s ^ 0. Setzen wir [x, y] (— l)8, so
wird dadurch nach (7) jedem geordneten Paar (verschiedener) vergleich-
barer Elemente von 501 in eindeutiger Weise einer der Werte +1 oder — 1

zugeordnet. (Man erkennt ohne weiteres, daB dièse Funktion bis auf das
Vorzeichen innerhalb der einzelnen Klassen 3Jlz- unabhàngig ist von der
Wahl der ai,bi: Die mit den Ausgangselementen «$,&$ definierte
Funktion [x, y]f ist innerhalb $Dtz identisch mit [x, y] bzw. mit
— [x, y], je nachdem [#£,&$] + 1 bzw. [a^,6^] — 1 ist.) Da
x, y\y, x eine Kette ist, gilt stets [x, y] —[y, x]. Ist y auch mit z

vergleichbar, y ^ z, so ist entweder x, y,z oder x, yjy, z eine Kette ;

fur [x, y] [y, z] muB der erste Fall eintreten und es gilt dann auch

[x, y] [x,z].
Setzen wir schlieBlich fur beliebige Elemente von 9ÏI x ^ y dann und

nur dann, wenn [x, y] +1 oder wenn x y ist, so ist (L) erfûllt
und man erkennt leicht, daB dièse Relation bis auf Umkehrung innerhalb

einer Klasse 301^ mit der urspriinglich eingefuhrten identisch ist.

§ 3. Beweis der Unabhângigkeit

Die nachfolgend angeflihrten Modelle genûgen allen Axiomen von (Z)
mit Ausnahme je eines einzigen :

(Zt): m= {a}. Ç(a,a,a).
(Z2): m={a,b}. £(a,a,a), C(a,a,6), f(o,6,6), Ç(byb,b).«)

(Zz): m={a,b}. Ç(a,a,a), f(a,o,6), f(6,a,a), f(6,6,6).«)
(Z4) : 9JI {a, b}. Fur beliebige Tripel z, y,z a,b gilt Ç(z,y,z).
(Z5) : 501= {a,6,c}. Wir nehmen die £-Relationen, die sich aus

a>b>c ergeben, ersetzen aber f (a, a, c), f (c, a, a), C (« c, c) und
£(c,c,a) durch ihre Negationen. Z5 wird falsch fiir x,y,z,u bzw.
gleich a,a,b, c. (Die Voraussetzungen von Z6 sind nicht erfiillbar. Von
den Folgen des ursprtinglichen Modells a>b>c, die den Voraussetzun-

6) Fur aile andern Tripel x, t/, z — a, b gilt Ç(x, y,z).
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gen von Z% geniigen, fallen im modifizierten Modell diejenigen weg, in
denen a auf c oder c auf a folgt. Mithin bleiben nur diejenigen Folgen, in
denen entweder a und b oder b und c abwechseln. Dièse Folgen haben
aber nicht die erforderliche Lange.)

(Zq) : SOI {a, 6, c}. Wir setzen Ç(x, y, z) dann und nur dann, wenn
x y oder y z (oder x y z) ist. Z6 wird falsch fur die Folge
a, 6,c, a.

§ 4. Die lineare Ordnung

Ist 501 linear geordnet, das heiBt gilt in (L) an Stelle von Lx das stârkere

(2/4) Fur beliebige x und y ist x ^ y oder y ^ x,

so gilt in (2) zusâtzlich

Aus f(a, y, *) und f(y, z, a) folgt f(z, a?, y).

Damit wird aber Zx eine Folge von Z7. Auch Zz erubrigt sich ; ftir
beliebige x und y gilt jetzt stets Ç(x, x, y). (Aus £(#, a?, y) wurde
Ç{y,x,x) (Z2), Ç(x,y,x) (Z7), x y (Z4), also C(a?, a:, a;) folgen.)
Zwei beliebige Elemente sind daher im Sinne unserer Définition immer
vergleichbar und aus § 2 ergibt sich ohne weiteres, da8 Z2,ZAiZ5i Z6,Z7
ein vollstàndiges Axiomensystem der linearen Ordnung darstellen. In
diesem System lâBt sich nun Z6 durch die einfachere Aussage (3) er-
setzen7), es gilt nâmlich der Satz :

Z29ZéiZ5~, (3),Z7 bilden ein vollstàndiges und unabhangiges Axiomensystem

der linearen Ordnung.

Zum Vollstândigkeitsbeweis bemerken wir zunâchst, daB (1), (2) und
(4) ihre Giiltigkeit behalten ; sie ergaben sich aus Z2, Z3, Z4, Z5, beruhen
also im neuen System auf Z2, Z4, Z5, Z7. Nun lâBt sich zeigen, daB aus

C(x,y,z), ^(x,u,y) und t>(y>u,z) stets Ç(x,u,z) folgt. Auf Grund
dièses Hilfssatzes beweist man leicht, daB jede einfache Kette, sofern sie
$01 nicht bereits erschôpft, unter Erhaltung der Ketteneigenschaft um
ein beliebiges weiteres Elément von SCR erweitert werden kann, dadurch,
daB man dièses Elément passend einschiebt. Die in § 2 durchgefuhrte
Konstruktion vereinfacht sich dann wesentlich, indem man sich auf die
Betrachtung einfacher Ketten beschrânken kann, also insbesondere Z6
nicht mehr benôtigt. Man hat lediglich zu beachten, daB die Glieder

7) Da die Aussage von Z6 fur n 1 in Z1 enthalten ist und da beim Beweis von (3)
Z9 nur fur n 2 verwendet wurde, ist also bereits Z2, Z4, Z5, Z6 fur n 2, Z7 ein
vollstàndiges Axiomensystem.
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einer einfachen Kette wegen (2) nicht permutiert werden kônnen, ab-
gesehen von der Umkehrung der ganzen Kette, ohne die Ketteneigen-
schaft zu zerstôren.

Die Unabhàngigkeit von Z1 ist klar, diejenige von Z2 und Z4 zeigt sich
in den entsprechenden Modellen von § 3. Nimmt man vier Punkte auf
einem Kreis, von denen jeder zwischen den beiden benaehbarten und
ûberdies zwischen sich selbst und irgendeinem Punkt liegt, so gelten
Z2, Z4, (3),Z7, nicht aberZ5. Die Unabhangigkeit von (3) schlieBlich
ergibt sich an einem Modell von 4 Punkten a,b,c,d, in dem a zwischen
zwei beliebigen (verschiedenen) andern Punkten, 6 zwischen c und d und
jeder Punkt zwischen sich selbst und irgendeinem Punkt liegt.

(Eingegangen den 6. August 1949.)
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