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Zur Axiomatik
der teilweise geordneten Mengen

Von MARTIN ALTWEGG, Ziirich

G. Birkhoff erwéhnt in seiner Lattice Theory!) das Problem, die
Axiome der teilweisen Ordnung unter Verwendung der Relation ,,zwi-
schen® zu formulieren. Das von ihm zur Diskussion gestellte Axiomen-
system ist aber weder vollstindig noch unabhingig 2). Die vorliegende
Arbeit soll diese Liicke ausfiillen. Das in § 1 aufgestellte Axiomensystem
(Z) wird in § 2 als vollstindig, in § 3 als unabhingig nachgewiesen. § 4
zeigt schlieBlich, wie dieses Axiomensystem zweckma@ig zu einem solchen
der (vollstéindigen) linearen Ordnung ergidnzt werden kann.

§ 1. Das Axiomensystem

M= {a,b...2,y...} sei eine teilweise geordnete Menge, also Feld
einer Relation « > y mit den Axiomen :

(L,) Fir jedes zist =z > =.
(Ly) Aus x>y und y > « folgt = y.
(Lg) Aus x>y und y >z folgt x >=.

Setzt man {(x, y,2) (in Worten ,,y liegt zwischen x und 2*) dann und
nur dann, wenn x >y >z oder z >y > x,((x, y, 2) in allen andern
Fillen, so gelten :

(Z,) Fir jedes xist {(x, x, x).

(Z,) Aus ((x,y,z) folgt ((z, y, x).

(Zg) Aus ((z,y,z) folgt ((x, =z, y).

(Zy) Aus ((x,y,x) folgt x=y.

(Zs) Aus ((x,y,2) und ((y,z,u), y £z folgt {(x,y,n).

1) @. Birkhoff, Lattice Theory, 2. ed. (1948), p. 2, Ex. 4 und Problem 1.

%) Das in § 3 dieser Arbeit an letzter Stelle konstruierte Modell erfiillt sémtliche Forde-
rungen dieses Systems, ist aber nicht teilweise geordnet. Uberdies folgt die dritte Forde-
rung aus der ersten, vierten und funften.
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(Z¢) Gilt in der endlichen Folge =,, x,, Z,,..., Zy,, Xopyy = %, fiir
o<t <2n+1 (2, 2,4, x;) und fir 0<i<2n + 1

Z(xi—l’ Liy xi+l)s so ist (x5, %y, 2,).3)

Die zweigliedrige Relation > ist antisymmetrisch, die dreigliedrige ¢
ist symmetrisch. Wenn wir behaupten, dall die Eigenschaften (Z) ein voll-
stindiges Axiomensystem der teilweisen Ordnung darstellen, m. a. W., dal
aus der Relation { unter Verwendung von (Z) allein die Ausgangsrela-
tion > rekonstruiert werden kann, so ist das nur bedingt richtig : I zer-
fillt in einer spéiter zu prizisierenden Weise in Komponenten derart, daf3
die Beziehungen > innerhalb einer Komponente gesamthaft, unter Fest-
haltung aller iibrigen, unbeschadet der Eigenschaften (L) umgekehrt
werden konnen. Die Rekonstruktion der zweigliedrigen Relation wird
daher nur bis auf Umkehrungen innerhalb einzelner Komponenten mog-
lich sein. Jedoch wird eine anschlieBende Wiederholung des Uberganges
zur dreigliedrigen Relation wieder eindeutig zur Relation { fiihren.

Noch eine Bemerkung zu Z4. Es ist wohl kaum moglich, dieses Axiom
durch eine einfachere Aussage zu ersetzen, die sich auf eine von vorne-
herein beschrinkte Anzahl von Elementen bezieht. Man denke nur an
eine teilweise geordnete Menge, deren Hasse-Diagramm %) aus einem ge-
schlossenen, zickzackformigen Streckenzug besteht.

§ 2. Beweis der Vollstindigkeit
(1) Aus ((x,y,z) folgen ((x,2,9), {((x,2,2), C(y,¥,2),
((2,z,y9), C(2,2,2) and {(y,y, x).

Zunichst gilt Z,. (x, x,2) ist ohnehin richtig fir « = y und folgt
andernfalls aus ((z,x,y) und ¢{(x,y,2) nach Z;. Weiter gelten
l(z,y,2), C(2,2,¥), (y,2,2) und damit {(y, y, z). SchlieBlich diir-
fen wir  und z vertauschen.

(2) Aus ((z,y,2) und (x,z,y) folgt y=-=z.

Denn ((x,y,2), ((y,z,x), y#z fihrt zu {(z,y,x) (Z;), x=y
(Zy), y=1=2 (Z,), im Widerspruch zur Annahme.

(3) Aus ((x,y,2) und ((x,z,u) folgt ((y,z,u).

3) Die Voraussetzung von Zg lautet einfach: Es ist 2y > o, < 23> - < 2,3, > %
oder oy < ;> 2, << - > a9y < @,.
4) Siehe Birkhoff, 1. c., FuBnote 1), p. 5.
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Die Behauptung gilt nach (1) sicher dann, wenn y =2, wenn « =z
und damit wegen Z, auch y = 2, oder wenn z = % ist. Aus y #z,
x # 2z und 2z u folgt aber mit Riicksicht auf (2) (x, 2, y), (2, =, u)
und £ (¢, u, z). Warenun (y, z, u), so wiirde die Folge y,2,z,u,2,y
die Voraussetzungen von Zg erfiillen. {(z, y, 2) steht aber im Wider-
spruch zur Annahme y # 2.

Die nachfolgend eingefiihrten Bezeichnungen dienen zur einfacheren
Formulierung der weiteren Hilfssétze. Die Bedeutung der verwendeten
Begriffe 148t sich leicht am Diagramm einer teilweise geordneten Menge
veranschaulichen. Diese Hilfsvorstellung erhellt auch unmittelbar den
der Beweisfithrung zugrunde liegenden Gedankengang.

Ist {(x,x,y) oder nach (1) gleichbedeutend {(y,y,x), so nennen wir
die Elemente x und y vergleichbar. Eine endliche Folge z,,x,,. . .,z, heilt
eine V-Folge, wenn je zwei konsekutive Glieder vergleichbar sind ; sie
heifit eine Z-Folge, wenn jedes Glied zwischen den beiden benachbarten
liegt. Ist x,,x,,...,x, eine V-Folge, so ist z,,2Z,,%,,%5,...,%0 1, %,_1,%,
eine Z-Folge. Umgekehrt ist jede Z-Folge eo ipso auch eine V-Folge.

Enthilt eine Z-Folge dasselbe Element wiederholt nacheinander,
T Y, Y. Y, 2..., TFY, YyF2, 8o ist sicher ...x,y,y,z...,
falls ¢(x, y,z) sogar ...x,y,z... wieder eine Z-Folge. Wir nennen
eine in diesem Sinne weitmoglichst reduzierte Z-Folge eine Kette und falls
zwei aufeinanderfolgende Glieder durchwegs verschieden sind insbeson-
dere eine einfache Kette. Sehen wir von der Moglichkeit ab, daf in der
urspriinglichen Z-Folge iiberhaupt alle Glieder gleich sind, so sind die
beiden ersten bzw. die beiden letzten Glieder einer Kette stets verschie-
den. Es ist aber auch «, y als (einfache) Kette zu bezeichnen, wenn nur
x#y und ((x,x,y) ist, obschon diese zweigliedrige Folge keine
eigentliche Z-Folge darstellt. — Jede nicht einfache Kette

Tyy Lye o o Ty [ Lp s Ty pge e Ty [Tppevnnns Ty, [ Tpye o T

erscheint so als Folge von s + 1 einfachen Ketten, die nacheinander in
ihrem letzten bzw. ersten Glied iibereinstimmen. Fir 1 <v s gilt
iiberdies C(x,,_1, %, , Trpiq)-

(4) In einer einfachen Kette z,, x,, ..., z, sind nicht nur benach-
barte, sondern irgend zwei Glieder verschieden, und jede Teilfolge
Ly s Bysonns By s <y <...<1,,»>2 ist wieder eine einfache
Kette. :
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Die Behauptung ist trivial fiir n=2. Gilt sie fiir alle einfachen Ketten der
Liénge <<n—1, so gilt sie auch fiir die einfache Kette x,,x,,...,2, wenn
wir noch zeigen, dafl x, # x, und fir 1<k<n {(z,,2,,2,) ist. Die
zweite (und damit nach Z, die erste) dieser Behauptungen folgt fiir
k <n—1 aus der Induktionsvoraussetzung {(z,,z,,%, 1), (%%, Z,_1,2,)
und aus Z;. Ist aber £ = n — 1, so kehren wir die Kette um.

(5) Streicht man beliebige Glieder einer Kette, Anfangs- und Endglied
jeder einfachen Teilkette ausgenommen, so erhilt man wieder eine
Kette.

Fiir Glieder, die nicht an zweiter oder vorletzter Stelle einer einfachen
Teilkette stehen, folgt die Behauptung aus (4). Bleibt zu zeigen, dafl in
der Kette ...x,_,, %,_y, Z,/%, Trpy, Tppg. .. 8) C(Xp_g, ¥y, %,,,) und
b) &(Z,_1, Z,, Try5) gilt. a) Andernfalls ergibt ¢(z,_,, z,, ,,;) und
C(xr-za Lr_15 xr) na'Ch (3) C(xr—l’ Ly, a"'1'-|—1)' b) Aus C(xfm.z, Ly, xr—l):
C(Xpygs ®ppy, @) und (3) folgt (x4, 2,, 2,_,).

(6) Ist a...b...2y/2,...... Z/Zy...b...a eine Kette mit s 4 1
einfachen Teilketten, so ist s =1 (mod. 2). (b darf mit =z,,
mit x, oder mit beiden zusammenfallen.)

Sei s =0 (mod. 2). Nach (5) ist auch a, z,/x,, z,/x,...2,/x,, a eine
Kette und die Folge a, z,,x,...x,,a erfiillt die Voraussetzungen von
Zg. Aus {(z,,a,x,) und (z,, b, a) folgt aber nach (3) {(b,a, z;), im
Widerspruch zu {(a, b, ;) und a +#6b.

(7) Sind a,b...x,/z,...2,/2,... w,v und a,b...Y,/y;. . - Ys/Yr.. .U,V
Ketten mit s-+1 bzw. r 4 1 einfachen Teilketten, so ist r = s
(mod. 2).

Denn a, b, x,/x,.. .2/, u, v/v, %, Y,/Yy,. ..y /y1, b, @ ist wieder eine
Kette und aus (6) folgt s+ 1+ 7r=1 (mod.?2).

Mit (7) verfiigen wir iiber den notwendigen Hilfssatz, um im Feld I
der Relation { eine den Axiomen (L) geniigende, zweigliedrige Relation
einzufiihren, die mit der Ausgangsrelation > im wesentlichen (das heillt
abgesehen von Umkehrungen) identisch ist.

Nennen wir zwei Elemente von IR zusammenhdngend, wenn sie Anfangs-
bzw. Endglied einer V-Folge sind, so ist diese Beziehung symmetrisch,
transitiv und reflexiv®) erzeugt, also eine Einteilung von IR in Klassen zu-
sammenhéngender Elemente, I = I, + M, +---. Wir wihlen nun,

) Hier und nur hier verwenden wir Z,.
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willkiirlich aber fest, in jeder dieser Klassen IR, , sofern sie wenigstens zwei
verschiedene Elemente enthalten, zwei verschiedene vergleichbare Ele-
mente a; und b;. Sind dann =z, y beliebige vergleichbare Elemente von
M, so gehbren sie zur selben Klasse 9)?,. und es existieren : Eine V-Folge
a;,b,...x, Y eineZFolge a,,b b .xz,2,y und fiir x # y (durch

s+ 1 emfachen Teilketten, s > 0. Setzen wir [x, ¥yl = (— 1)%, so
wird dadurch nach (7) jedem geordneten Paar (verschiedener) vergleich-
barer Elemente von IR in eindeutiger Weise einer der Werte 41 oder —1
zugeordnet. (Man erkennt ohne weiteres, da3 diese Funktion bis auf das
Vorzeichen innerhalb der einzelnen Klassen IR, unabhz'a)ngig ist von der
Wahl der a;,b,: Die mit den Ausgangselementen a;,b; definierte
Funktion [z,y] ist innerhalb IR, identisch mit [z, y] bzw. mit
—[x,y], je nachdem [a},b;]= 41 bzw. [a],b.]= — 1 ist.) Da
%, yly, x eine Kette ist, gilt stets [x, y] = —[y, ]. Ist y auch mit =
vergleichbar, y = z, soist entweder z, y,2z oder z, y/y, z eine Kette ;
fir [z, y] = [y,2] muB der erste Fall eintreten und es gilt dann auch
[z, y] = [=, 2]

Setzen wir schlieBlich fiir beliebige Elemente von I « > y dann und
nur dann, wenn [z, y] = +1 oder wenn x = y ist, so ist (L) erfiillt
und man erkennt leicht, dafl diese Relation bis auf Umkehrung inner-
halb einer Klasse IN; mit der urspriinglich eingefiihrten identisch ist.

§ 3. Beweis der Unabhingigkeit

Die nachfolgend angefiihrten Modelle geniigen allen Axiomen von (Z)
mit Ausnahme je eines einzigen :

Z): M= {a}. C(a,a,a).

(Zy): M= {a,b}. ((a,a,a), ((a,a,b), C(a,b,b), ((b,b,Db).5)

(Z,) : im = {a,b}. ((a,a,a), C(a,a,b), C(b,a,a), £(b,b,D]).9)

(Z,): = {a, b}. Fir beliebige Tripel z,y,z =a,b gilt {(x, y, 2).

(Z;) = {a,b,c}. Wir nehmen die (-Relationen, die sich aus
a>b>c ergeben ersetzen aber ((a,a,c), C(c,a,a), ((a,c,c) und
{(c,c,a) durch ihre Negationen. Z; wird falsch fiir z,y,z,u bzw.
gleich a,a,b, c. (Die Voraussetzungen von Zg sind nicht erfiillbar. Von
den Folgen des urspriinglichen Modells a>b>c, die den Voraussetzun-

) Fir alle andern Tripel z,y,z =a,b gilt E(ac, Y, 2).
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gen von Zg geniigen, fallen im modifizierten Modell diejenigen weg, in
denen a auf ¢ oder ¢ auf a folgt. Mithin bleiben nur diejenigen Folgen, in
denen entweder a und b oder b und ¢ abwechseln. Diese Folgen haben
aber nicht die erforderliche Lénge.)

(Zg): M = {a,b,c}. Wirsetzen {(z, ¥, 2) dann und nur dann, wenn
x =1y oder y =2 (oder x = y = 2z) ist. Z4 wird falsch fiir die Folge
a,b,c,a.

§ 4. Die lineare Ordnung
Ist 9 linear geordnet, das heiflt gilt in (L) an Stelle von L, das stérkere
(L,) Fiur beliebige x und y ist « >y oder y > z,
so gilt in (Z) zusétzlich
(Z;) Aus (x,y,2) und C(y,z,x) folgt C(z, x, y).

Damit wird aber Z, eine Folge von Z,. Auch Z, eriibrigt sich; fiir
beliebige = und y gilt jetzt stets ((x, z,y). (Aus ((x, x,y) wirde
Z(y’ Zz, x) (Zz)> C(xs Y, ) (Z7)a r=y (Z4), also Z(IB, x, x) folgen.)
Zwei beliebige Elemente sind daher im Sinne unserer Definition immer
vergleichbar und aus § 2 ergibt sich ohne weiteres, da Z,, Z,, Z;, Z,, Z,
ein vollstindiges Axiomensystem der linearen Ordnung darstellen. In
diesem System liBt sich nun Zg durch die einfachere Aussage (3) er-
setzen ?), es gilt ndmlich der Satz :

Zy, 2y, 72, (3), Z, bilden ein vollstindiges und unabhingiges Axiomen-
system der linearen Ordnung.

Zum Vollstindigkeitsbeweis bemerken wir zunéchst, dafl (1), (2) und
(4) ihre Giiltigkeit behalten ; sie ergaben sich aus Z,, Z,, Z,, Z;, beruhen
also im neuen System auf Z,, Z,, Z;, Z,. Nun 148t sich zeigen, dafl aus
t(x,y,2), C(x,u,y) und C(y,u,z) stets C(x,u,z) folgt. Auf Grund
dieses Hilfssatzes beweist man leicht, dal jede einfache Kette, sofern sie
IR nicht bereits erschopft, unter Erhaltung der Ketteneigenschaft um
ein beliebiges weiteres Element von IR erweitert werden kann, dadurch,
dal man dieses Element passend einschiebt. Die in § 2 durchgefiihrte
Konstruktion vereinfacht sich dann wesentlich, indem man sich auf die
Betrachtung einfacher Ketten beschrinken kann, also insbesondere Zg
nicht mehr benotigt. Man hat lediglich zu beachten, dafl die Glieder

7) Da die Aussage von Zg fiir n = 1 in Z, enthalten ist und da beim Beweis von (3)
Zg nur fir n = 2 verwendet wurde, ist also bereits Z,, Z,, Z;, Z, fir n = 2, Z, ein
vollstandiges Axiomensystem.
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einer einfachen Kette wegen (2) nicht permutiert werden konnen, ab-
gesehen von der Umkehrung der ganzen Kette, ohne die Ketteneigen-
schaft zu zerstoren. R

Die Unabhingigkeit von Z, ist klar, diejenige von Z, und Z, zeigt sich
in den entsprechenden Modellen von § 3. Nimmt man vier Punkte auf
einem Kreis, von denen jeder zwischen den beiden benachbarten und
iiberdies zwischen sich selbst und irgendeinem Punkt liegt, so gelten
Zy,2Z,,(3),Z,, nicht aber Z;,. Die Unabhidngigkeit von (3) schlieBlich
ergibt sich an einem Modell von 4 Punkten a,b,c,d, in dem a zwischen
zwei beliebigen (verschiedenen) andern Punkten, b zwischen ¢ und d und
jeder Punkt zwischen sich selbst und irgendeinem Punkt liegt.

(Eingegangen den 6. August 1949.)
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