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Eine Bemerkung zur Hebbarkeit
des Randes einer Riemannschen Flâche

Von Kubt Stbebel, Zurich

Léo Sario hat in seiner Dissertation1) den Begriff der ,,Hebbarkeit"
des Randes einer Riemannschen Flàche eingefuhrt. Danach nennt man
den Rand ,,hebbar" (oder ,,absolut hebbar"), wenn es auf der Flâche
keine eindeutigen analytischen Funktionen mit endlichem Dirichlet-
Integral auBer den Konstanten gibt. Um anderseits den etwas feineren
Begriff der ,,relativen Hebbarkeit" zu definieren, geht man nach Sario
folgendermaBen vor : Man betrachtet aile kompakten Teilgebiete Fo der
gegebenen Riemannschen Flàche F, fur die das Komplement F —jP0
zusammenhângend ist. Ist dann eine in einem solchen Gebiet F — FQ

eindeutige analytische Funktion mit endlichem Dirichlet-Intégral, deren
Realteil auf dem Rand Fo \on Fo verschwindet, stets notwendig eine
Konstante, so heiBt der Rand von F relativ hebbar.

Ist die Flâche F von endlichem Geschlecht, so kann man sie auf ein
Teilgebiet einer geschlossenen Riemannschen Flâche F* von demselben
Geschlecht konform abbilden. Dadurch erhâlt der Rand F von F eine

Darstellung durch Punkte von jF*. Ist er hebbar, relativ oder absolut,
so kann die Punktmenge F auf F*, wie Sario gezeigt hat, kein Konti-
nuum enthalten, sondern muB eine diskrete Punktmenge sein.

Es erhebt sich nun die Frage, ob das auch hinreichend sei, oder ob es

diskrete, nicht hebbare Punktmengen gebe. R. Nevanlinna und P. Myr-
berg haben durch Angabe spezieller Beispiele gezeigt, daB es in der Tat
solche Punktmengen gibt.

Man kann nun aber leicht weitergehen und durch Angabe eines Bei-
spiels einer Funktion zeigen, daB der Rand von F nicht mehr relativ hebbar

ist, sobald die Punktmenge F auf F* positives FlàchenmaB hat :

Sei F ein Teilgebiet einer geschlossenen Riemannschen Flâche F* von
demselben Geschlecht mit einem Rand F von positivem FlàchenmaB.
Wir wâhlen mit Sario das kompakte Teilgebiet Fo von F so, daB das

*) Léo Sario, Ûber Riemannsche Flâchen mit hebbarem Rand. Helsinki 1948.
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Komplement F — Fo (und somit auch F* — jP0) zusammenhângend
und schlichtartig ist. F* — Fo enthâlt den gesamten Rand von F in
seinem Innern. In F — Fo wâhlen wir einen beliebigen Punkt P aus
und machen die Schlitzabbildung von F — Fo mit zur imaginâren Achse
parallelen Schlitzen und dem Pol P.

sei die analytisehe Funktion auf F — FQ, die die Abbildung leistet.
Dièse erhâlt man bekanntlich so, daB man zunâehst mittels des Diriehlet-
schen Prinzips das Strômungspotential v{1) konstruiert mit der dem ge-
gebenen Pol P und Residuum entsprechenden Singularitat, und dann
dazu den Realteil u{1) aufsucht. Ist h(x,y) irgendeine stetige und stûck-
weise stetig differenzierbare Funktion auf F — Fo mit endlichem Diri-
chlet-Integral, die in einer Umgebung des Punktes P ve^schwindet, so

gilt ftir das Strômungspotential v{1)(x,y) die Gleichung

h) fj ^ dxdy O

F~F0

Dièse Gleichung ergibt leicht2), daB der Rand des Bildgebietes von
F — Fo in der w(1)-Ebene den Flâcheninhalt null hat. Schôpfen wir
nâmlich F — Fo durch eine Folge von kompakten Teilgebieten

aus, deren Rander

aus je endlich vielen, stuckweise analytischen Kurven bestehen, und
wâhlen die Funktion h so, daB sie in einer Umgebung des Randes F von
F gleich v{1) ist und in einer Umgebung des Punktes P und des Randes
Fo und Fo verschwindet, so gilt

/ h

lim / v{

dn

du{1) 0

-ds

2) Hurwitz-Courant, Lehrbuch der Funktionentheorie, II. Teil.
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wobei das letzte Intégral in negativem Sinne um diejenigen Randkurven
Fn des Bildes von Fn, die die Bildmenge von FumschlieBen, zu erstrecken
ist. Es stellt den gesamten Flâeheninhalt der von den endlich vielen ge-
trennt liegenden Kurven, in die Fn zerfâllt, umschlossenen Teilgebiete
der w(1)-Ebene dar. Der Inhalt der Bildmenge von rmuB somit null sein.

Machen wir anderseits die Schlitzabbildung von F* — Fo mit dem-
selben Pol P und Residuum, und wiederum zur imaginâren Achse
parallelen Schlitzen, so wird diesmal der Rand F von F, der ja ganz im
Innern von F* — Fo liegt, auf eine Punktmenge von positivem Mafie
abgebildet. Bezeiehnen wir mit

wi2) (z) u{2) (x y) + iv{2) (x y)

die entsprechende analytische Funktion, die wir uns noch durch Addition
einer reellen Konstanten so normiert denken, daB u{2) — u{1) 0 auf
FQ, so haben wir in

w w{2) — w{1)

eine auf F — Fo eindeutige und nicht-konstante analytische Funktion
mit endlichem Dirichlet-Integral, deren Realteil auf /^ verschwindet
Der Rand von F ist somit nicht hebbar.

Wir kônnen also den Satz aussprechen :

Damit der Rand eines Teilgebietes F einer geschlossenen Riemannschen
Flâche -F* von endlichem Geschlecht relativ hebbar sei, ist notwendig, daji er
das Flâchenmafï null hat.

Ist F speziell ein Gebiet der komplexen Ebene, so ist, wie Sario gezeigt
hat, die absolute Hebbarkeit mit der relativen identisch. Somit folgt,
was man auch hier direkt einsehen kônnte, daB eine abgeschlossene ebene

Punktmenge, um hebbar zu sein, nieht nur diskret, sondern auch vom
FlâchenmaBe null sein muB.

(Eingegangen den 5. Februar 1949
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