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Uber dichteste Kreislagerung
und diinnste Kreisiiberdeckung

Von Laszro Frses Tora, Budapest

Es bezeichne a(r) die Maximalzahl der Kreise vom Halbmesser r, die
in ein vorgegebenes konvexes Gebiet 7' (ohne einander zu iiberdecken)
eingelagert werden konnen, A4 (r) die Mindestzahl der Kreise vom Halb-
messer r, die 7" itberdecken. Bekanntlich gelten fiir die Lagerungsdichte?!)
d(r) = mr2a(r))T bzw. Uberdeckungsdichte D(r) = mr*A(r)/T die
Relationen 2)

lim d(r) = V3x/6=0"906. .. (1)
lim D(r) = 2V3x/9 = 1°209... . (2)

Die Gleichheit (1) wurde im Jahre 1892 von 4. Thue, die Gleichheit (2)
im Jahre 1939 von R. Kershner bewiesen. Neulich wurden durch mehrere
Autoren verschiedenartige Vereinfachungen der Beweise sowie mannig-
faltige Verschirfungen und Verallgemeinerungen erzielt.

Wir beweisen hier folgende zwei einander dual gegeniiberstehende
Sétze :

Sind in einem konvexen Gebiet T
wenigstens zwer kongruente Kreise
eingelagert, so ist thre Inhalts-

summe V§n -

s<6

(1a)

Wird ein konvexes Gebiet T wvon
wenigstens zwer kongruenten Krei-
sen bedeckt, so ist thre Inhalls-
summe

S>—2—‘/g-3—’f-T. (22)

1) Im folgenden bezeichnen wir ein Gebiet und seinen Flacheninhalt mit demselben
Symbol. Sind % und v zwei Gebiete, so soll uv als GroBe den Flacheninhalt des Durch-
schnittes uv bedeuten.

2) Die Gleichheiten (1) und (2) gelten natiirlich unter viel allgemeineren Voraussetzun-
gen beziiglich des Gebietes 7'. Siehe z. B. das in unserem Schriftenverzeichnis zitierte
Ubersichtsreferat: H. Hadwiger [3]. — Es sei hier noch bemerkt, da8 sowohl bei der
dichtesten ebenen Kreislagerung als auch bei der diinnsten Bedeckung der Ebene durch
Kreise die Kreismittelpunkte ein gleichseitiges Dreiecksgitter bilden, dieweil die réum-
lichen Analoga der beiden entsprechenden Extremalaufgaben zu verschiedenartigen
Punktanordnungen fiihren.
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Aus diesen Sitzen folgt als

Korollarium. Zwischen den Anzahlen A und a der kongruenten Kreise,
die ein beliebig vorgegebenes konvexes Gebiet iiberdecken bzw. ins Ge-
biet eingelagert werden konnen, besteht die Ungleichung 4/a>4/3. Es
sei denn, daB das Gebiet selbst eine Kreisscheibe ist und 4 =a =1
ausfallt.

Beweis von (1a). Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
voraussetzen, daB3 die Kreise k,, k,,..., k, den Halbmesser 1 besitzen.
Der Abstand von je zwei Kreismittelpunkten ist dann >2. Weiterhin
geniigt es offenbar, statt 7' die kleinste konvexe Hiille H der Kreise in
Betracht zu ziehen.

Wir greifen einen Kreis k; heraus und zeichnen die Potenzlinien von k;
und den iibrigen @ — 1 Kreisen, fassen von den beiden Halbebenen, die
durch je eine Potenzlinie bestimmt werden, diejenige ins Auge, die k;
enthilt, und betrachten den gemeinsamen Teil ¢, dieser Halbebenen und
der konvexen Hiille H. Das Gebiet H wird von den so konstruierten
konvexen Gebieten ¢,,1¢,,...,%, schlicht und lickenlos bedeckt.

Wir reihen nun die Gebiete ¢, in zwei Gruppen ein je nachdem ¢, erstens
nur von gradlinigen Strecken oder zweitens teilweise auch von einem
Kreisbogen berandet ist. Wir zeigen, daBl im ersten Fall

t,>2V'3 ,
im zweiten

,>2+n/2>2V3
ausfillt.

Fall 1. Wir betrachten ein konvexes Vieleck, das den Einheitskreis
enthiilt und die Eigenschaft besitzt, dafl die Fullpunkte der vom Kreis-
mittelpunkt auf die Seiten gefillten Lote voneinander einen Abstand >1
besitzen. Es handelt sich um eine leicht einzusehende Tatsache, dal unter
diesen Vielecken das umbeschriebene reguldre Sechseck den kleinst mog-
lichen Inhalt besitzt 3).

Fall 2. Wir schreiten von einem gemeinsamen Randpunkt von k; und
H ausgehend am Rand von ¢, in den beiden entgegengesetzten Richtungen
fort, bis wir auf je einen Eckpunkt E, bzw. E, stoen. Die Ungleichung
t; > 2 + n/2 ergibt sich aus der Tatsache, dal {; einen Kappenbereich
von k, enthilt bzw. selbst ein Kappenbereich von k; ist, dessen Innen-
winkel bei den Eckpunkten E, und E, nicht stumpf sein konnen.

3) Ein Beweis dieser Tatsache befindet sich z. B. in meinem Aufsatz [6].
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Summieren wir die obigen Ungleichungen fiir simtliche ¢,, so erhalten
wir die gewiinschte Ungleichung (1a).

Beweis von (2a). Wir nehmen die Kreise £k, k,,...,k, wieder vom
Halbmesser 1 an, zerlegen 7' durch die obige Konstruktion in die kon-
vexen Teilgebiete ¢,,¢,,...,¢, und betrachten das Netz N dieser Zer-

Fig. 1

legung, wobei auch der Rand R von 7T zu N mitgerechnet werden soll.
Wir konnen voraussetzen, dall N nur dreikantige Ecken besitzt, da eine
beliebige m-kantige Ecke als Grenzlage von m — 2 zusammenfallenden
dreikantigen Ecken aufgefaflt werden kann. In diesem Sinn ist die Ge-
samtzahl der Ecken von N bekanntlich genau y = 24 — 2.

Wir greifen ein Gebiet ¢, heraus und bezeichnen die durch die Seiten
von ¢, bzw. von R abgeschnittenen Kreissegmente bzw. Teilgebiete von
k; in zyklischer Reihenfolge mit s,,s,,...,s,. Dann gilt

ti=m— (s + S+ -+8)+ (518 + 8384+ 5,8) .

Schreiben wir die entsprechenden Gleichheiten fiir sdémtliche ¢, auf und
summieren sie, so verifiziert sich leicht folgende Beziehung :

T==A —%ZSM,, .
Dabei bedeutet
SM,, = kxk# - k‘uk,, + k&, — Zk;\kﬁk,,
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den von den Kreisen k), k,, k, wenigstens zweifach bedeckten Teil der
Ebene, Auv ein Indextripel fiir den ¢, t, und ¢, in einem Eckpunkt von
N zusammenstoflen, und die Summation ist iiber simtliche y Ecken von
N zu erstrecken mit der Vereinbarung, daB bei den etwa ¢ zu R gehorigen
Eckpunkten der dritte, fehlende Kreis stets durch das zu 7' komplemen-

tire Gebiet k, der Ebene zu ersetzen ist.

”/ /4
W/

/////

’ // ///
n. ‘»"
X

Es handelt sich nun um die Frage, wann der Flidcheninhalt desjenigen
Gebietes, das von drei Kreisen k,, k,, k£, bzw. von zwei Kreisen k,, k,
und durch das AuBere k, eines Lonvexen Gebiets wenigstens zwelfach
bedeckt ist, sein Minimum erreicht. Dabei sollen in beiden Féllen die drei
Gebiete einen gemeinsamen Punkt besitzen und im zweiten Fall sei auch
noch k, ganz frei verdnderlich.

Es ist leicht einzusehen, daf im ersten Fall das extremale Gebiet sich
aus sechs, im zweiten aus vier kongruenten Kreisabschnitten zusammen-
setzt. Dies bedeutet, daf} fiir einen inneren bzw. zum Rand gehorigen
Eckpunkt von N

Fig. 2

Sy =n—3V3/2 baw. Sy,>=m —2

Apy

gilt. Daher haben wir mit Riicksicht auf y =24 — 2

(n_ 3V3

2

ol

T'<nd—1 )(2/1-—2—~9)-—-%(n—2)9,

345



d. h.

3V3
2

Vi _ _
A >T+£—%—ig~x+§——gi%T+O'3g—O'54,

womit wegen o > 2 die Ungleichung (2a) bewiesen ist4).

Wir wenden uns nun einer Verallgemeinerung von (1) und (2) in einer
anderen Richtung zu, wobei einerseits eine Zusammenfassung von (1)
und (2) in eine einzige Ungleichung, andererseits eine Ausdehnung auf
die sphirische Geometrie erzielt wird.

Erwihnen wir zundchst folgende Ergebnisse®):

Betrachten wir n >3 kongruente Kugelkalotten einer Kugelfliche
T, die einander nicht iiberdecken, so ist ihre Inhaltssumme

s\<\—g’-(l——!2~cosec

”)T< V3a (1b)

n —
n—22 6 6
Betrachten wir n > 3 kongruente Kugelkalotten, welche die Kugel-
fliche 7' iiberdecken, so ist ihre Inhaltssumme

n
S>——2—(1——-—ctg 9

V3 n 7T 2V3n
3 n_2-6~)T>————~——T. (2b)

Wir fassen nun (1b) und (2b) in einem allgemeinen Satz zusammen.
Um uns aber bequemer ausdriicken zu koénnen, fithren wir zunichst die
Dichte d und das Deckungsmaf} é eines Bereichsystems beziiglich einem
Gebiet G ein. Bezeichnen wir die Inhaltssumme der in @ liegenden Teile
der Bereiche mit X', den von den Bereichen iiberdeckten Teil von G mit
¢, so erkldren wir d und J durch die Quotienten d = X/G und é = o/G.

4) Ist die Gestalt des Gebiets 7' vorgegeben, so ist fiir groBe Werte des Inhalts T offen-
bar ¢ > L/2 + O(1), wobei L den Umfang von T bedeutet. Daher gilt fiir die Mindest-
zahl 4 der Einheitskreise, die ein grofles Gebiet vorgegebener Gestalt iiberdecken
A>2)3 T/9 + 0.076 L + O(1). Dies gilt auch — unter gewissen Regularitatsannahmen
beziiglich der Begrenzungskurve — auch fir nicht konvexe Gebiete. Dabei 148t sich der
Faktor von L durch etwas feinere Uberlegungen noch vergroBern. Andererseits befindet
sich in der Abhandlung [1] von H. Hadwiger die Abschitzung 4 < 2}3 T/9 + 0.368 L
+ 1.

5) Siehe die Aufsiatze [3] bzw. [4] des Verfassers. Wir bemerken, daf3 in (1b) und (2b)
nur fir n = 3, 4, 6 und 12 Gleichheit erreicht werden kann, und zwar falls die Hoéhen-
punkte der Kugelkappen Eckpunkte eines einem GroSkreis einbeschriebenen reguléren
Dreiecks, eines regulidren Tetraeders, eines Oktaeders oder eines Ikosaeders sind.
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Der angedeutete Satz lautet nun :

Betrachten wir auf der Einheitskugel ein System von n > 4 kongruenten
Kugelkalotten von der Dichte d und dem Deckungsmaf . Zeichnen wir ein
gleichseitiges sphirisches Dreieck A vom Inhalt A = 2n/(n — 2) und legen
um jeden Eckpunkt je eine zu den Kalotten des Systems kongruente Kugel-
kalotte k,, ky, ky. Dann besitzt das System {k;} beziglich A die Dichte d
und ein Deckungsmafl A4,(d), fir das

s A,(d) (3)
ausfallt.

Haben je zwei Kugelkalotten keinen gemeinsamen inneren Punkt, so
ist 0 = d. In diesem Fall kann der sphirische Halbmesser der Kalotten
nicht groBer sein als die halbe Seitenlinge des Dreiecks A4, da im ent-
gegengesetzten Fall A4,(d)<d wire, woraus wegen (3) d<d folgen
wiirde. Das ist aber gerade der wesentliche Inhalt der Ungleichung (1b).

Wird dagegen die Kugelfliche von den Kugelkalotten vollig iiberdeckt,
so ist 6 = 1. In diesem Fall kann der Halbmesser der Kalotten nicht
kleiner sein als der sphérische Halbmesser des Umkreises von 4, da sonst
4,(d) <1 und daher mit Riicksicht auf (3) d<1 wire. Dies ist aber mit
der Ungleichung (2b) dquivalent.

Es sei noch auf die Ungleichung

4,(d) <lim4,(d)=4d); d>0, n=4,5,...
n-> oo
hingewiesen, welche die — von der Kugelkalottenanzahl unabhingige —
genaue Abschitzung ¢ << A(d) der Deckungszahl § ermdoglicht.

Mit Hilfe eines naheliegenden Grenziiberganges kann man die Dichte
und das DeckungsmalB eines Bereichsystems auch beziiglich der Ebene
definieren. 4(d) bedeutet dann das Deckungsmafl desjenigen ebenen
Kreissystems von der Dichte d, bei dem die Kreismittelpunkte ein gleich-
seitiges Dreiecksgitter bilden.

Wir wollen unser Ergebnis beziiglich der Ebene noch ein wenig anders
formulieren. Wir stellen uns die Aufgabe, etwa das Einheitsquadrat mit
einer groBen Anzahl von kleinen kongruenten Kreisen vorgegebener
Inhaltssumme d moglichst gut zu bedecken, d. h. so, dal der Inhalt J
des iiberdeckten Teiles des Quadrats moglichst grof3 sei. Dann ist der
Niherungswert des gesuchten Maximums von J gleich 4(d).

Die beiliegende Figur stellt die Funktion 4 (d) dar, im Vergleich zu dem
Mittelwert A(d) =1 — e~% von J fiir eine groBe Anzahl von Experi-
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menten, wobei die kleinen Kreise auts Geratewohl auf das Quadrat zer-
streut werden ).

Zum Beweis unseres Satzes bemerken wir nun zunichst, dall die Tat-
sache, dafl {k,} beziiglich 4 die Dichte d besitzt, trivial ist. Bezeichnen wir
nimlich die Winkelsumme von 4 mit «, so ist mit Riicksicht auf « — n
= A = 2za/(n — 2) die gesuchte Dichte (xk;/2xn): 4 = nkj4n =d.

A
11 /"’T

Fig. 3

Das Wesentliche im Satz, d. h. die Ungleichung (3), ist dagegen eine
unmittelbare Folgerung einer allgemeineren Ungleichung, auf die Ver-
fasser von einem ganz anderen Problemkreis ausgehend gefiihrt worden
ist 7). Dieselbe lautet :

Es seien auf der Oberfliche 2 der Einheitskugel n >4 Punkte
P,, P,,..., P,, sowie eine fir 0 < p <<=z erklirte, nirgends zuneh-
mende Funktion ¢(p) vorgegeben. Es sei P ein weiterer variabler Punkt
von 2 und ¢, = min (PP,, PP,,..., PP,) der kiirzeste unter den
sphérischen Abstdnden PP,. Dann gilt fiir das Oberflichenintegral der
fir jeden Punkt P von £ erklirten Funktion ¢(op)

[olep do<@n—4) [9@,) do,
Q 4

6) Allgemeiner ist der ,,integralgeometrische‘‘ Mittelwert des Inhaltes des genau k-fach
(k=0,1,2,...) bedeckten Teiles des Quadrats angenahert gleich d¥/(k!e%), und die
Abweichung von dieser Konstanten wird desto kleiner, je kleiner die Kreise sind. Dabei
konnen statt Kreisen auch beliebige kleine Bereiche in Betracht gezogen werden, die
nicht einmal kongruent zu sein brauchen. Dies steht in Zusammenhang mit einer wohl-
bekannten Formel von Potisson.

7) Siehe die Abhandlung [9].

348



wobei A = P,P,P, ein gleichseitiges sphirisches Dreieck vom Inhalt
A = 2n/(n — 2) und B, =min (PP,, PP, PP;) den kiirzesten sphii-
rischen Abstand zwischen P und den Ecken von 4 bedeutet.

Fir die Funktion

L fir 0Ly
70 = 0 fir r<pop<a

ergibt nun die linke Seite der obigen Ungleichung den Oberflicheninhalt
des von denjenigen Kugelkalotten bedeckten Teiles von 2, die um die
Punkte P,, P,,..., P, mit dem sphirischen Halbmesser r geschlagen
sind. Ahnliche Bedeutung hat das Integral auf der rechten Seite. Divi-
diert man durch 4x, so ergibt sich die gewiinschte Ungleichung (3).

(Eingegangen den 2. Mirz 1949.)

SCHRIFTENVERZEICHNIS

L. Fejes Téth: [1] Uber einen geometrischen Satz, Math. Zeitschrift 46 (1940),
83—85; [2] Uber die dichteste Kugellagerung, Math. Zeitschrift 48 (1943),
676—684; [3] Uber eine Abschatzung des kiirzesten Abstandes zweier Punkte
eines auf einer Kugelflache liegenden Punktsystems, Jahresbericht der D.M.V.
53 (1943), 66—68; [4] Uber die Bedeckung einer Kugelflache durch kongruente
Kugelkalotten (ungarisch mit deutschem Auszug), Mat. Fiz. Lapok 50 (1943), 40—46;
[6] Extremale Punktsysteme in der Ebene, auf der Kugelflache und im Raum
(ungarisch), Acta Sci. Math. et Nat. 23 (1944, Kolozsvar), IV-}-54; [6] Einige Bemer-
kungen iiber die dichteste Lagerung inkongruenter Kreise, Cormm. Math. Helv.
17 (1944—1945), 256—261; [7] Aninequality concerning polyhedra, Bulletin Amer.
Math. Soc. 54 (1948), 139—146; [8] Approximation by polygons and polyhedra,
Bulletin Amer. Math. Soc. 54 (1948), 431—438; [9] The isepiphan problem for
n-hedra, Amer. J. Math. 70 (1948), 174—180.

H. Hadwiger : [1] Uberdeckungen ebener Bereiche durch Kreise und Qua-
drate, Comm. Math. Helv. 13 (1940—1941), 195—200; [2] Uber extremale Punkt-
verteilungen in ebenen Gebieten, Math. Zeitschrift 49 (1944), 370—373; [3] Lage-
rungen und Uberdeckungen in der Ebene, Experientia 4 (1948).

R. Kershner : The number of circles covering a set, Amer. J. Math. 61 (1939),
665—671.

B. Segre — K. Mahler : On the densest packing of circles, Amer. Math. Monthly
51 (1944), 261—270.

A. Thue: [1] Om nogle geometrisk taltheoretiske Theoremer, Naturforsker-
mode (1892), 352—353; [2] Uber die dichteste Zusammenstellung von kongruen-
ten Kreisen in einer Ebene, Christiania Vid.-Selsk. Skr. 1 (1910), 9.

349



	Über die dichteste Kreislagerung und dünnste Kreisüberdeckung.

