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Ùber dichteste Kreislagerung
imd diinnste Kreisiïberdeekimg

Von Laszlo Fejes Toth, Budapest

Es bezeichne a(r) die Maximalzahl der Kreise vom Halbmesser r, die
in ein vorgegebenes konvexes Gebiet T (ohne einander zu uberdecken)
eingelagert werden kônnen, A (r) die Mindestzahl der Kreise vom
Halbmesser r, die T uberdecken. Bekanntlich gelten fur die Lagerungsdichte1)
d{r) jzr2a (r)jT bzw. tîberdeckungsdichte D(r) 71 r2A (r)jT die
Relationen2)

lim d(r) Vsa/6 0*906. (1)
r->0

UmD(r) 2l/3jt/9 1-209. (2)

Die Gleichheit (1) wurde im Jahre 1892 von A. Thue, die Gleichheit (2)
im Jahre 1939 von R, Kershner bewiesen. Neulich wurden durch mehrere
Autoren verschiedenartige Vereinfachungen der Beweise sowie mannig-
faltige Verschârfungen und Verallgemeinerungen erzielt.

Wir beweisen hier folgende zwei einander dual gegenûberstehende
Sâtze :

Sind in einem konvexen Gebiet T Wird ein konvexes Gebiet T von
wenigstens zwei kongruente Kreise wenigstens zwei kongruenten Krei-
eingelagert, so ist ihre Inhalts- sen bedeckt, so ist ihre Irihalts-
summe _ ,~ summe ,-

1 (ia) o> 1 (^a)

*) Im folgenden bezeichnen wir ein Gebiet und seinen Flâcheninhalt mit demselben
Symbol. Sind u und v zwei Gebiete, so soll uv als GrôBe den Flâcheninhalt des Durch-
schnittes uv bedeuten.

2) Die Gleichheiten (1) und (2) gelten natûrlich unter viel allgemeineren Voraussetzun-
gen bezûglich des Gebietes T, Siehe z. B. das in unserem Schriftenverzeichnis zitierte
t)l>eraichtsreferat : H. Hadwiger [3]. — Es sei hier noch bemerkt, dafî sowohl bei der
diehtesten ebenen Kreislagerung als aueh bei der dûnnsten Bedeckung der Ebene durch
Kreise die Kreismittelpunkte ein gleichseitiges Dreiecksgitter bilden, dieweil die râum-
liehen Analoga der beiden entsprechenden Extremalaufgaben zu verschiedenartigen
Punktanordnungen fûhren.
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Aus diesen Sâtzen folgt als

Korollarium. Zwischen den Anzahlen A und a der kongruenten Kreise,
die ein beliebig vorgegebenes konvexes Gebiet uberdeeken bzw. ins Ge~

biet eingelagert werden kônnen, besteht die Ungleichung A\a > 4/3. Es
sei denn, daB das Gebiet selbst eine Kreisseheibe ist und A a — 1

ausfâllt.
Beweis von (la). Wir kônnen ohne Beschrânkung der AUgemeinheit

voraussetzen, daB die Kreise k1} k2,..., ka den Halbmesser 1 besitzen.
Der Abstand von je zwei Kreismittelpunkten ist dann ^2. Weiterhin
geniigt es offenbar, statt T die kleinste konvexe Huile H der Kreise in
Betracht zu ziehen.

Wir greifen einen Kreis kt heraus und zeichnen die Potenzlinien von kt
und den ûbrigen a — 1 Kreisen, fassen von den beiden Halbebenen, die
dureh je eine Potenzlinie bestimmt werden, diejenige ins Auge, die hi
enthâlt, und betrachten den gemeinsamen Teil tt dieser Halbebenen und
der konvexen Huile JET. Das Gebiet H wird von den so konstruierten
konvexen Gebieten tx, t2,..., ta schlicht und luckenlos bedeckt.

Wir reihen nun die Gebiete tt in zwei Gruppen ein je nachdem tt erstens

nur von gradlinigen Strecken oder zweitens teilweise auch von einem,

Kreisbogen berandet ist. Wir zeigen, daB im ersten Fall

U > 2 1/3
im zweiten

^>2 + ^/2>2l/3
ausfâllt.

Fall 1. Wir betrachten ein konvexes Vieleck, das den Einheitskreis
enthâlt und die Eigenschaft besitzt, daB die FuBpunkte der vom Kreis-
mittelpunkt auf die Seiten gefâllten Lote voneinander einen Abstand > 1

besitzen. Es handelt sich um eine leicht einzusehende Tatsache, daB unter
diesen Vielecken das umbeschriebene regulâre Sechseck den kleinst môg-
lichen Inhalt besitzt3).

Fall 2. Wir schreiten von einem gemeinsamen Randpunkt von &t- und
H ausgehend am Rand von t{ in den beiden entgegengesetzten Richtungen
fort, bis wir auf je einen Eckpunkt Ex bzw. E2 stoBen. Die Ungleichung
*< > 2 + jt/2 ergibt sich aus der Tatsache, daB tt einen Kappenbereich
von kt enthâlt bzw. selbst ein Kappenbereich von k{ ist, dessen Innen-
winkel bei den Eckpunkten Et und E2 nicht stumpf sein kônnen.

3) Ein Beweis dieser Tatsache befindet sich z. B. in meinem Aufsatz [6].
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Summieren wir die obigen Ungleîchungen fur sàmtliche tt, so erhalten
wir die gewtinschte Ungleichung (la).

Beweis von (2a). Wir nehmen die Kreise kl9 k2,..., hA wieder vom
Halbmesser 1 an, zerlegen T durch die obige Konstruktion in die kon-
vexen Teilgebiete tl9 t2,..., tA und betrachten das Netz N dieser Zer-

E,

Fig. 1

legung, wobei auch der Rand R von T zu N mitgerechnet werden soll.
Wir kônnen voraussetzen, daB N nur dreikantige Ecken besitzt, da eine

beliebige m-kantige Ecke als Grenzlage von m — 2 zusammenfallenden
dreikantigen Ecken aufgefaBt werden kann. In diesem Sinn ist die Ge-

samtzahl der Ecken von N bekanntlich genau y — 2 A — 2.
Wir greifen ein Gebiet tt heraus und bezeichnen die durch die Seiten

von tî bzw. von R abgeschnittenen Kreissegmente bzw. Teiîgebiete von
Jct in zyklischer Reihenfolge mit sl9s29..., sv. Dann gilt

Schreiben wir die entsprechenden Gleichheiten fur sàmtliche tt auf und
summieren sie, so verifiziert sich leicht folgende Beziehung :

T — TlA

Dabei bedeutet
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den von den Kreisen k\,k^, kv wenigstens zweifach bedeckten Teil der
Ebene, À/uv ein Indextripel fur den th t^ und tv in einem Eckpunkt von
N zusammenstoBen, und die Summation ist uber sàmtliche y Ecken von
N zu erstrecken mit der Vereinbarung, da8 bei den etwa qzu R gehôrigen
Eckpunkten der dritte, fehlende Kreis stets durch das zu T komplemen-
târe Gebiet k0 der Ebene zu ersetzen ist.

Fig.2

Es handelt sich min um die Frage, wann der Flâcheninhalt desjenigen
Gebietes, das von drei Kreisen k^, k^, kv bzw. von zwei Kreisen k^, &

und durch das ÂuBere k0 eines konvexen Gebiets wenigstens zweifach
bedeckt ist, sein Minimum erreicht. Dabei sollen in beiden Fâllen die drei
Gebiete einen gemeinsamen Punkt besitzen und im zweiten Fall sei auch
noch kQ ganz frei verànderlich.

Es ist leicht einzusehen, daB im ersten Fall das extremale Gebiet sich

aus sechs, im zweiten aus vier kongruenten Kreisabschnitten zusammen-
setzt. Dies bedeutet, daB fur einen inneren bzw. zum Rand gehôrigen
Eckpunkt von N

$Xfxv > n — 31^3/2 bzw. SXfJL0 > n — 2

gilt. Daher haben wir mit Rûcksicht auf y 2 A — 2

T (2A - 2 - q) - ¦2)e
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d. h.

womit wegen q ^ 2 die Ungleichung (2 a) bewiesen ist4).

Wir wenden uns nun einer Verallgemeinerung von (1) und (2) in einer
anderen Richtung zu, wobei einerseits eine Zusammenfassung von (1)
und (2) in eine einzige Ungleichung, andererseits eine Ausdehnung auf
die spharische Géométrie erzielt wird.

Erwahnen wir zunàchst folgende Ergebnisse5) :

Betrachten wir n ^ 3 kongruente Kugelkalotten einer Kugelflâche
î7, die einander nicht ûberdecken, so ist ihre Inhaltssumme

Betrachten wir n ^ 3 kongruente Kugelkalotten, welche die Kugelflâche

T ûberdecken, so ist ihre Inhaltssumme

<»>

Wir fassen nun (lb) und (2b) in einem allgemeinen Satz zusammen.
Um uns aber bequemer ausdriicken zu kônnen, fiihren wir zunàchst die
Dichte d und das DeckungsmaB ô eines Bereichsystems bezuglich einem
Gebiet G ein. Bezeichnen wir die Inhaltssumme der in G liegenden Teile
der Bereiche mit U, den von den Bereichen uberdeckten Teil von G mit
a, so erklàren wir d und ô durch die Quotienten d X\G und ô o\G.

4) Ist die Gestalt des Gebiets T vorgegeben, so ist fur grofîe Werte des Inhalts T offen-
bar q^> L/2 +0(1), wobei L den Umfang von T bedeutet. Daher gilt fur die Mindest-
zahl A der Einheitskreise, die ein grofies Gebiet vorgegebener Gestalt uberdecken
A > 2^3 T/9 + 0.076 L +0(1). Dies gilt auch — unter gewissen Regularitatsannahmen
bezuglich der Begrenzungskurve — auch fur nicht konvexe Gebiete. Dabei lafit sich der
Faktor von L durch etwas feinere Ûberlegungen noch vergroi3ern. Andererseits befindet
sich in der Abhandlung [1] von H. Hadwiger die Abschatzung A < 2]/3 T/9 + 0.368 L
-f 1.

5) Siehe die Aufsatze [3] bzw. [4] des Verfassers. Wir bemerken, daB in (lb) und (2b)
nur fur n — 3, 4, 6 und 12 Gleichheit erreicht werden kann, und zwar falls die Hohen-
punkte der Kugelkappen Eckpunkte eines einem Grofikreis einbeschriebenen regularen
Dreiecks, eines regulàren Tetraeders, eines Oktaeders oder eines Ikosaeders sind.

346



Der angedeutete Satz lautet nun :

Betrachten wir auf der Einheitskugel ein System von n > 4 kongruenten
Kugeikalotten von der Dichte d und dem Deckungsmafl ô. Zeichnen wir ein
gleichseitiges spharisches Dreieck A vom Inhalt A 2nj{n — 2) und legen
um jeden Eckpunkt je eine zu den Kalotten des Systems kongruente Kugel-
kalotte kl9 k2, &3. Dann besitzt das System {&J bezûglich A die Dichte d
und ein Deckungsmajï An(d), fur das

à < àn(d) (3)
ausfâllt.

Haben je zwei Kugeikalotten keinen gemeinsamen inneren Punkt, so
ist ô d. In diesem Fall kann der sphàrische Halbmesser der Kalotten
nicht grôBer sein als die halbe Seitenlange des Dreiecks A, da im ent-
gegengesetzten Fall An(d)<d wâre, woraus wegen (3) ô<cd folgen
wiirde. Das ist aber gerade der wesentliche Inhalt der Ungleichung (lb).

Wird dagegen die Kugelflâche von den Kugeikalotten vôllig tiberdeckt,
so ist ô 1. In diesem Fall kann der Halbmesser der Kalotten nicht
kleiner sein als der sphàrische Halbmesser des Umkreises von A da sonst
An(d) < 1 und daher mit Rucksicht auf (3) ô< 1 ware. Dies ist aber mit
der Ungleichung (2b) âquivalent.

Es sei noch auf die Ungleichung

An(d) <lim JB(d) A(d) ; d>0 n 4,5,...
n->oo

hingewiesen, welche die — von der Kugelkalottenanzahl unabhângige —

genaue Abschâtzung <3 ^ A (d) der Deckungszahl ô ermôglicht.
Mit Hilfe eines naheliegenden Grenzuberganges kann man die Dichte

und das DeckungsmaB eines Bereichsystems auch bezuglich der Ebene
definieren. A(d) bedeutet dann das DeckungsmaB desjenigen ebenen

Kreissystems von der Dichte d, bei dem die Kreismittelpunkte ein
gleichseitiges Dreiecksgitter bilden.

Wir wollen unser Ergebnis bezûglich der Ebene noch ein wenig anders
formulieren. Wir stellen uns die Aufgabe, etwa das Einheitsquadrat mit
einer groBen Anzahl von kleinen kongruenten Kreisen vorgegebener
Inhaltssumme d môglichst gut zu bedecken, d. h. so, daB der Inhalt J
des uberdeckten Teiles des Quadrats môglichst groB sei. Dann ist der
Nâherungswert des gesuchten Maximums von J gleich A(d).

Die beiliegende Figur stellt die Funktion A (d) dar, im Vergleich zu dem
Mittelwert 2T(d) 1 — e~d von J fur eine groBe Anzahl von Experi-
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menten, wobei die kleinen Kreise aufs Geratewohl auf das Quadrat zer-
streut werden6).

Zum Beweis unseres Satzes bemerken wir nun zunâchst, daB die Tat-
sache, daB {kt} bezûglich A dieDichte d besitzt, trivial ist. Bezeichnen wir
namlich die Winkelsumme von A mit oc, so ist mit Rucksicht auf oc — n

A 2nj(n — 2) die gesuchte Dichte (ockJ2jt) : A nkjén d.

g. 3

Das Wesentliche im Satz, d. h. die Ungleichung (3), ist dagegen eine
unmittelbare Folgerung einer allgemeineren Ungleichung, auf die Ver-
fasser von einem ganz anderen Probiemkreis ausgehend gefiihrt worden
ist7). Dieselbe lautet :

Es seien auf der Oberflàche Q der Einheitskugel n > 4 Punkte
Pl5 P2J..., Pn, sowie eine fiir 0 ^C q < n erklârte, nirgends zuneh-
mende Funktion (plg) vorgegeben. Es sei P ein weiterer variabler Punkt
von Q und qp min (PPX, PP2,. PPn) der kurzeste unter den

sphârischen Abstânden PPt. Dann gilt fur das Oberflâchenintegral der
fur jeden Punkt P von Q erklârten Funktion <p(qp)

)<P(Qp) dco < (2n — 4) J <pQP) dœ

6) AUgemeiner ist der ,,integralgeometrische" Mittelwert des Inhaltes des genau fc-fach

(k 0, 1, 2,.. bedeckten Teiles des Quadrats angenahert gleich dk/(kl ed), und die
Abweichung von dieser Konstanten wird desto kleiner, je kleiner die Kreise sind. Dabei
kônnen statt Kreisen auch beliebige kleine Bereiche in Betracht gezogen werden, die
nicht einmal kongruent zu sein brauchen. Dies steht in Zusammenhang mit einer wohl-
bekannten Formel von Poisson.

7) Siehe die Abhandlung [9].
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wobei A =: PtP2 P3 ein gleichseitiges spharisches Dreieck vom Inhalt
A 2nl(n — 2) und ~qp min (PPl9 PP2, PP3) den kùrzesten spha
rischen Abstand zwischen P und den Ecken von A bedeutet.

Fur die Funktion
1 fur 0 ^ q ^ r
0 fur r < q ^ 7i

ergibt nun die lmke Seite der obigen Ungleichung den Oberflacheninhalt
des von denjenigen Kugelkalotten bedeckten Telles von Q, die um die
Punkte Plf P2,..., Pn mit dem spharischen Halbmesser r geschlagen
sind. Àhnliche Bedeutung hat das Intégral auf der rechten Seite. Divi-
diert man dureh 4tt, so ergibt sich die gewunschte Ungleichung (3).

(Eingegangen den 2. Marz 1949.)
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