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Die Aquivalente
des Minkowski-Hajosschen Satzes
in der Theorie der topologischen Gruppen

Von IstviN FARY, Szeged (Ungarn)

In dieser kleinen Note?!) zeigen wir, dafl durch eine Umformulierung
des Minkowski-Hajosschen Satzes?) (Satz 2) ein Struktursatz beziiglich
der kommutativen, kompakten topologischen Gruppen entsteht (Satz 1)
(siehe auch die Bemerkung nach Satz 1).

1. Es handelt sich im folgenden nur um kommutative Gruppen, die
Gruppenoperation schreiben wir additiv. Bei den einparameterigen
Untergruppen der topologischen Gruppe G werden wir immer einen kano-
nischen Parameter verwenden (so daBl also «(x) + «(y) = a(x + y)
gilt). Ist «(x) ein verdnderliches Element einer einparameterigen Unter-
gruppe von G, so nennen wir die Menge

[6]: x(x), ESx<<y (—oo<é=0<n <+ o) (1)

der Elemente kurz ein Gruppenintervall und bezeichnen es (wie auch
schon in (1)) mit [x]; dabei sind &, 5 immer so zu wihlen, dafl «(x) #
a(y) (§=x # y<n) gilt. Das Gruppenintervall [«] ist offenbar dann
und nur dann eine Gruppe, wenn «(&) = «(#) ist (und dann ist sie eine
eindimensionale Torusgruppe).

1) Diese Note ist beim Studium von zwei Arbeiten von Rédei entstanden, die mir noch
vor Publikation zuganglich waren. Die erste davon ist die voranstehende Arbeit ,,Kurzer
Beweis des gruppentheoretischen Satzes von Hajos*, zu dem sich diese Note unmittelbar
anschlieft (da es sich in ihr ebenfalls um ein gruppentheoretisches Problem handelt), die
zweite erscheint demnéchst in den Acta Scientiarum Mathematicarum unter dem Titel
,,Vereinfachter Beweis des Satzes von Minkowski-Hajos‘‘. Beide Arbeiten werden kurz
als Rédei I bzw. Rédei II zitiert.

2) G. Hajés: Uber einfache und mehrfache Bedeckung des n-dimensionalen Raumes
mit einem Wirfelgitter. Math. Zeitschrift 47 (1941), S.427—467; 2. Fassung (S. 431).

283



* Der fragliche Struktursatz lautet so:

Satz 1. Wenn die topologische Gruppe G eine direkte Summe von n
Gruppenintervallen st :

G =[]+ -+ [x] , (2)

d. h. ein beliebiges Element 8 von G genau einmal in der Form
B =y (x) +- -+ xy(a,) E=x,<n; £50<y) (3)

entsteht, so gibt es unter den [x;] (1 =1,...,n) eine Gruppe.

Bemerkung. Es folgt aus den Voraussetzungen des Satzes, daBl G zu-
sammenhéngend und kompakt ist, weiter eine Umgebung der Identitit
besitzt, die mit dem Inneren der n-dimensionalen Kugel homeomorph ist.
Hieraus folgt, nach einem bekannten Pontrjaginschen Fundamental-
satze3), daBl G die direkte Summe von n eindimensionalen Torusgruppen
ist, d. h. eine Darstellung (2) gestattet, wo simtliche direkte Summanden
Gruppen sind. Satz 1 gilt also gewissermaflen als eine ,,Umkehrung® des
Pontrjaginschen Satzes?).

2. Der Minkowski-Hajossche Satz bezieht sich auf die einfache Be-
deckung des n-dimensionalen Euklidischen Raumes R, mit einem
Wiirfelgitter. Es geniigt dabei nur solche Wirfelgitter & (W) zu betrach-
ten, die aus den (,,achsenparallelen) Wiirfeln

W: a+xe+---+ 12,8, (E=Sx,=n; t=1,...,n) (4

bestehen, wobei nidmlich die ¢; die Einheitsvektoren bezeichnen und a
die Elemente eines Punktgitters ® durchliduft; & (W) nennen wir ein-
fach raumbedeckend, wenn seine Wiirfel W (a) den Raum bedecken, und
paarweise ohne gemeinsame innere Punkte sind ®).

Dann lautet der wichtige Satz von Minkowski-Hajos so :

Satz 2. Jedes einfach raumbedeckende Wiirfelgitter & (W) des n-di-
mensionalen Raumes enthilt zwei Wiirfel mit gemeinsamen (n-1-dimensio-
nalen) Seiten.

3) L. Pontrjagin, Topological Groups (Princeton 1939), Chapter V, Satz 42 (S. 169).
4) Siehe Rédei I, Einleitung.
5) Siehe Hajds?), §§ 1, 2, 3 und Rédei I1.
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Eine erhebliche Vereinfachung wird in unseren Betrachtungen durch
die Heranziehung der halboffenen Wiirfel erreicht. Den zu W (a) ge-
horige halboffenen Wiirfel nennen wir die Punktmenge

Wi: at+z¢;,+--F2,¢,, ESx, <y (E=1,...,n); (&)

® (W’') entsteht wieder so, daB a die Punkte des Punktgitters & durch-
lauft. Es gilt der Satz : Wenn & (W) den Raum einfach bedeckt, dann
ist ®(W’) schlicht raumbedeckend in dem Sinne, daf jedes x ¢ R, zu
genau einem halboffenen Wiirfel von & (W’) gehort ¢). Dieser Satz be-
rechtigt uns, anstatt & (W) immer nur &(W’) zu betrachten.

Beweis der Aquivalenz der Sdtze 1 und 2. a) Auf Grund von Satz 2 be-
weisen wir Satz 1. Nehmen wir an, dal die topologische Gruppe G die
Darstellung (2) gestattet. Zum Punkte

=y e +---+ Yy, (—oo<y; <+ o)

des R, ordnen wir das Gruppenelement

ﬂ - 0‘1(?/1) + * + O‘n(yn)

zu. Diese Zuordnung ist fiir jedes x e R, definiert (hat aber natiirlich
keine eindeutige Umkehrung?)). Nun werden wir mit Hilfe der halb-
offenen Wiirfel W'(p) in (4) ein & (W’) definieren. Und zwar nehmen
wir zu jedem x das zugeordnete f, und bestimmen den Punkt ¥* von
W'(0), dessen Koordinaten gleich den Argumenten z,,...,z, in (3)
sind. Wir verschieben dann W’(p) um alle (verschiedenen) Vektoren
¥ — x*. Aus der Eindeutigkeit der Konstruktion ist klar, dafl die so ent-
standenen halboffenen Wiirfel den Raum schlicht iiberdecken. Sie bilden
auch ein & (W’). Dazu geniigt es zu zeigen, daf3 diejenigen Punkte x
ein Punktgitter ® bilden, fiir die x* = (0,...,0) ausfillt. Es seien

xizya‘lel_!—"'_*_yinen (2’:1!2)

%) In diesem Zusammenhang war der Satz schon durch Perron benutzt; einen voll-
standigen Beweis siehe bei Rédei I1.

7y Wir werden eben zeigen, daB die additive Gruppe der Vektoren von R, die uni-
verselle Uberlagerungsgruppe von @ ist. (Den Begriff und die Eigenschaften der Uber-
lagerungsgruppe werden wir aber nicht bendétigen.)

285



zwei solche Punkte. Dann gilt

> o (Yix) =k§ o (0) =1,2),

k=1
woraus

X (Y1 £ Yor) = X 0k (Y1x) £ X % (Yor) = X :(0) ,
=1 k=1 k=1 k=1

folgt, und so gehort auch x, 4 x, in der Tat dem Anfangspunkt (0,...,0)
Zu.
Erginzt man die halboffenen Wiirfel von diesen ® (W’) (mit Hinzu-
nahme der vollen Begrenzung) zu Wiirfeln, so entsteht offenbar ein
Wiirfelgitter & (W). Wegen Satz 2 folgt hieraus, da3 es in & (W) einen
Wiirfel gibt, der mit W (o) eine gemeinsame » — l-dimensionale Seite
hat. Nach (4) bedeutet dies, dal ® einen Vektor (£ — 7)e; (1=:=n)
enthilt. Dann gilt «;(§) = «,(n), und dies besagt, dal} [«,;] eine Gruppe
ist.

b) Aus Satz 1 folgt Satz 2. Betrachten wir ein den Raum, schlicht iiber-
deckendes & (W’), wobei wir gleich annehmen diirfen, daB die Ecke von
W/'(0) in (0,...,0) liegt (d. h. in (4) & = 0 ist). Die Gittervektoren
bilden einen Normalteiler in der additiven Gruppe der Vektoren von R, ;
bezeichne @ die entsprechende Faktorgruppe. Der Umstand, dafl & (W’)
den Raum, schlicht iiberdeckt, bedeutet eben, dafl jede Klasse von G -
genau einen Repriasentanten in W/(p) hat. Anderseits ist @ eine topolo-
gische Gruppe, in der die von (0,. .., 0) auslaufenden Kanten von W’(o)
je ein Gruppenintervall bilden, deren direkte Summe gleich G ist. Aus
Satz 1 folgt, daB eins dieser Gruppenintervalle eine Gruppe ist, und dies
bedeutet, dafl der Endpunkt des betreffenden Kantenvektors 7 e, (mit
dem Anfangspunkt (0,...,0) zusammen) in die Hauptklasse & gehort.
Gehe man von & (W’), wie oben, zu & (W) iiber. Da W (o) nach der
Verschiebung um 7 e; eine ganze »n — l-dimensionale Seite mit W (p)
gemeinsam, hat, so ist hierdurch Satz 2 bewiesen.

Wir bemerken, da man auf Grund der Aquivalenz der Sitze 1, 2
alle direkten Zerlegungen (2) leicht auch gruppentheoretisch konstruieren
kann.

3. Zum Schlufl bemerken wir noch, dafl im Beweis von Satz 2 die
Hauptrolle einem Struktursatz aus der Theorie der endlichen kommuta-
tiven Gruppen zukommt, der folgendermaBen formuliert werden kann 8).

8) Siehe Hajés2) und Rédet I.
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Gilt fur eine endliche kommutative Gruppe G die Darstellung

G = [0‘1]61 s LKL o [‘xn]an

wo die direkten Summanden Komplexe von der Form

[‘xi]e; = (an‘ia' ) (ei - l)o‘e‘)
(o, Fpuox;,; W#up), 0Sv,u<e;; 1=1,...,n)

sind, so ist mindestens ein Komplex [o,],, eine Gruppe.

Man sieht also, dafl die von uns angegebene dquivalente Form (Satz 1)
des Satzes 2 von Minkowski-Hajos einerseits und der eben angefiibrte
gruppentheoretische Satz von Hajés anderseits eine dhnliche Erschei-
nung ausdriicken, und zwar fiir die (kompakten) kommutativen topolo-
gischen Gruppen bzw. fiir die endlichen kommutativen Gruppen. Man
fiihlt sich gezwungen zu meinen, daf} beide Sdtze Bruchstiicke einer all-
gemeineren Gesetzmafligkeit sind.

(Eingegangen den 16. Oktober 1948.)
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