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Die Reîhe von Fantappiè und die Stetigkeit
der analytischen nicht linearen Funktionale

Von Hans Georg Haefeli, Zurich, und Franco Pellegrino, Rom

Einleitung
a) In einer ersten Arbeitx) haben wir eine fur die Stetigkeit eines

analytischen Punktionals notwendige und hinreichende Bedingung aufge-
stellt und daraus mit einem ,,a priori" Beweis die Stetigkeit aller linearen
analytischen Funktionale von Funktionen einer oder mehrerer Verànder-
lichen abgeleitet.

In der vorliegenden Arbeit wird die Stetigkeit der Polinomialfunk-
tionale und deren Funktionen bewiesen und im besonderen diejenige
aller gebrochenen Funktionale und deren Funktionen. Sodann wird eine
fur die Stetigkeit hinreichende Bedingung aufgestellt, die es ermôglicht,
andere umfangreiche Klassen nicht linearer stetiger analytischer
Funktionale zu ermitteln.

Die hier ausgearbeiteten Beweise sind keine ,,a priori''-Beweise ; sie
bauen sich vielmehr auf der Fantappièschen Reihenentwicklung eines
nicht linearen Funktionals auf. Eben deshalb beginnt die vorliegende
Arbeit mit dem Studium dieser Reihe, wo, unter anderem, festgestellt
wird, da6 die Koeffizienten der einzelnen Reihenglieder durchaus be-
schrânkte und stetige Funktionale sind. Im Verlauf dièses Studiums wer-
den wir Gelegenheit haben, einige Sâtze allgemeiner Bedeutung aufzu-
stellen, darunter die Ausdehnung des Liouvilleschen Satzes bezûglich
der analytischen Funktionen auf die analytischen Funktionale.

Es wird sodann die beachtenswerte Tatsache gezeigt, da6 jedes in
einer gewissen Umgebung eines Punktes beschrànkte analytische Funk-
tional in diesem Punkte stetig ist, so daB die Beschrànktheit eines

analytischen Funktionals mit dessen Stetigkeit gleichbedeutend ist. SchlieB-
lich wird noch eine Ungleichung fur die Ableitung beliebiger Ordnung
eines beschrankten analytischen Funktionals aufgestellt.

1) H. O. Haefeli und F. Pellegrino, Ûber die Stetigkeit der analytischen
Funktionale, Comm. Math. Helv., Vol. 21, fasc. 3 (1948). — Die Begrifïe und Definitionen,
auf die in dieser Arbeit hingewiesen wird oder die darin entwickelt werden, setzen wir als
bekannt voraus.
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b) Wir wollen nun die zum Verstândnis dieser Arbeit notwendigen
Definitionen und Begriffe zusammenstellen.

Um zur Fantappièschen Reihenentwicklung zu gelangen, erweist es
sich als notwendig, die Définition der Ableitung eines analytischen Funk-
tionals F2) in Erinnerung zu bringen.

Es sei y y(t, e) eine analytische Linie, die durch den Punkt yo(t)
y(t, 0) des Definitionsgebietes 0 von F und daher auch durch eine in

G enthaltene Umgebung (A, a) des Punktes dringt.
Man hat

und auBerdem

AF F[y(t, s)] - F[y(t, 0)] f{e) - /(0) e /'(0) + -^f"(0) + • • •

Fantappiè definiert nun als ,,erste Variation" ôF von F den folgenden
Ausdruck:

und beweist, da8 ôF nur von

abhângt3) und da8 i| L (1)

ein lineares Funktional von <p(t) ist4).
Fur die linearen Funktionale einer analytischen Funktion einer einzi-

gen Verànderlichen gilt die grundlegende Formel

L [y(t)] -^j ju(a)y(oc) d<x 5) (2)
c

wobei u(oc) L\ ist und ,,Indikatrixfunktion" oder einfach

,,Indikatrix" des linearen Funktionals L genannt wird. Dabei ist zu be-

2) Der Einfachheit halber schreiben wir im Folgenden oft ,,Funktional" anstatt ,,ana-
lytisches Funktional", da in dieser Arbeit nur von diesen die Rede ist.

3) L. Fantappiè, I funzionali analitici, Mem. Ace. Lincei, s. VI. vol. III, fasc. II,
1930, p. 165.

4) L. Fantappiè, id., p. 168.

6) L. Fantappiè, Teoria de los functionales analiticos y sus aplieaciones*
Barcelona 1943, p. 48.
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merken, daB die analytische Linie
1

oc —
in jedes lineare Funktional-

gebiet (A) dringt und daB die Indikatrixfunktion iur oc c B immer
regular ist. (B ist die Komplementârmenge von A.) Die Kurve C in (2)
ist eine beliebige Separatrixkurve, d. h. sie trennt die Singulàrpunkte
von u(oc) und y (oc). Dièse Kurve existiert wegen der Kompaktheit der
komplexen Zahlkugel immer und kann auch aus mehreren, jedoch immer
nur endlicb vielen, geschlossenen Teilkurven bestehen. Da das in (1) an-
gefuhrte Funktional F in bezug auf q>(t) linear ist, hat es eine von y(t)
und von oc abhângige Indikatrix. Dièses gemischte Funktional (man nennt
es so, weil es von einer Funktion und von einer Zahl abhângt) heiBt defi-
nitionsgemâB erste Ableitung von F in bezug auf y0 (t) im Punkt oc (Index

der Ableitung). Wir schreiben somit :

r
; «] V [y, (0, (3)

e=0

Fur die erste Variation ôF lângs der analytischen Linie y(t, s) erhâlt man

"2^7 J *"&* (0 ; *] 9 (*) doc s F%y0 (t) ; «] ç> (*) (4)
c *

i
multipli-Die zuletzt gebrauchte Schreibweise soll oft das mit

zierte Intégral des Produkts zweier Funktionen ohne gemeinsame Singu-
laritâten lângs einer Separatrixkurve C bezeichnen. Dièse Opération
nennt man nach Fantappiè ,,schiefsymmetrisches Funktionalprodukt"6)
mit dem Hinweis, daB die Separatrixkurve in ihrem Inneren die Singu-
laritâten jener Funktion enthâlt, die ein hochgestelltes Sternchen trâgt.

Entsprechend definiert man nun die zweite Ableitung in bezug auf
y0 (t) und in den Punkten <xl9 oc2, Somit haben wir :

de*

— t
«. 1

ex de2

Analog bildet man die hôheren Ableitungen.

(5)

6) Die Opération des schiefsymmetrischen Funktionalprodukts spielt eme grundlegende
Kolle in der gesamten Théorie der analytischen Funktionale, da sich viele Eigenschaften
der analytischen Ftinktionen auf solche analytischer Funktionale ubertragen, wenn man
das gewohnhche mit dem schiefsymmetrischen Produkt ersetzt.

155



Im allgemeinen hat man

Dièse Ableitungen von F sind bei festgewahltem yo(t) symmetrische
Funktionen ihrer Parameter. Wie bei den analytischen Funktionen ist
auch hier eine Menge von Ableitungsregeln hergeleitet worden. AuBerdem
aber gibt es fur jedes analytische Funktional entsprechend der Taylor-
schen Reihe eine Reihenentwicklung in einer Umgebung (A, a) c G
eines regulâren Punktes.

Man hat

F[y(t)+oc<p(t)]=F[y(t)]

+ Zn^rF(n)ly(t) ; i, *2,. ..,«„] <p(*x) qtfa).. .V(*n) (6)

Dièse Reihe konvergiert absolut fur | ex )<-=.-> 1, wo L Max | <p (t) \

fur t in J. ist. Die von Volterra und Fréchet gegebenen Reihenentwick-
lungen der Funktionale reeller Funktionen sind als Spezialfallé in obiger
Entwicklung enthalten7). Die Entwicklung (6) gestattet, die Werte eines

analytischen Funktionals fur aile Funktionen aus einer Umgebung
(A, g) c G von y(t) zu berechnen, sobald man die Werte des
Funktionals und seiner Ableitungen im Punkte y(t) kennt. An Stelle der
Glieder der Taylorschen Entwicklung, welche Produkte der Potenzen
des Zuwachses mit den entsprechenden Ableitungen sind, treten hier
nun analog die Funktionalprodukte der Zuwachsfunktionen mit den
entsprechenden Ableitungen auf.

Dièse Entwicklung dient zu einer ersten Klassifikation der Funktionale.

So nennt man Polinomialfunktionale w-ten Grades diejenigen, de-

ren Entwicklung (6) in der Umgebung einer beliebigen Funktion y(t) aus
G aus einer endhehen, nicht n + 1 ubertreffenden Anzahl von Gliedern
besteht, d. h. wenn fur r>n aile Ableitungen Fir)[y(t) ; ocl9 oc2,..., ocr]

identisch verschwinden. Ferner nennen wir gebrochen rational jedes
Funktional, das man als Quotient zweier Polinomialfunktionale erhalt.
SchlieBlich nennen wir ein in einem nicht weiter ausdehnbaren Funk-
tionalgebiet ^efiniertes Funktional F ein ,,ganzes transzendentes Funk-

7) Wie bekannt, treten in der Reihenentwicklung von Volterra Riemannsche Intégrale
und m derjemgen von Fréchet Stieltjesche Intégrale auf TJm die Reihenentwicklung
(6), m der auf geschlossene Kurven ausgedehnte komplexe Intégrale auftreten, von den
genannten Entwicklungen zu unterscheiden, nennen wir sie Fantappièsche Reihe
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tional", wenn es in seinem ganzen Definitionsgebiet durch eine Reihen-
entwicklung von der Art

F[y(t)] F[0] + fn±.F^[0;*1} *2,..., *n] y(*x) y(<x2).. .y{<xn) (6')
1 n * * *

dargestellt ist (ohne dafi eines der abgeleiteten Funktionale fur jede y (t)
aus G verschwindet). Die eben geschriebene Reihe hat auBerdem immer
dann zu konvergieren, wenn die Koeffizienten ihrer Glieder ihre Bedeu-
tung nicht verlieren.

Analog der Définition einer homogenen Funktion nennt man ein Funk-
tional homogen ra-ten Grades, wenn

F[ky(t)] k^F[y(t)] (7)

wobei k eine beliebige Konstante ist, die nicht null wird, wenn m 0

und wenn F in der Null nicht definiert ist.
Fur die homogenen Funktionale hat man

^ x] y («,) «) (8)
fit ;)c

analog dem Eulerschen Lehrsatz uber homogène Funktionen9).

1. Die Reihe von Fantappiè
Sobald man y(t) fixiert, hângen die Glieder der Entwicklung (6), das

erste ausgenommen, von <p(t) ab. Sie sind somit Funktionale von cp(t)

und offenbar analytisch. Wir schreiben

{oc2).. .V{*n) (9)
* * *

und wenn kein Grund zu Zweideutigkeit vorhanden ist, lassen wir den
im ersten Glied vorkommenden Index y einfach weg.

8) Siehe FuBnote 3, S. 176.
9) Wir benutzen schheôlich die Gelegenheit, um auf eme Arbeit aufmerksam zu machen,

die uns semer Zeit entgangen war, namhch ,,Ûber die Stetigkeit lmearer analyti-
scher Funktionale" von Oswald Teichrnuller, Deutsche Mathematik, I. Heft, 1936.
Teichmuller beweist dann die Stetigkeit einer Klasse von hnearen Funktionalen, deren
Definitionsgebiet aus der Gesamtheit der in einem festen Gebiet definierten analytisehen
Funktionen besteht.

Es ist aber zu bemerken, datô dièse Klasse nicht zu den von Fantappiè definierten
Funktionalen gehort, da îhr Definitionsbereich kem Gebiet im Funktionalraum ist. Noch
dazu ist kem Punkt dièses Bereichs em mnerer Punkt, da keme Umgebung (A, a) emes
Punktes vollkommen dem Bereich selbst angehort. Aufîerdem ist der Stetigkeitsbeweis
auf den Funktionsfolgen und nicht auf den Umgebungen begrundet. — Trotzdem lassen
sich die Hauptgedanken des Beweises doch zu einem Stetigkeitsbeweis fur analytische
Funktionale im Smn von Fantappiè verwenden, wie H. G. Haefeh an einem erweiterten
Beispiel der hnearen Quatermonenfunktionale m einer demnachst zu erschemenden Arbeit
zeigen wird.
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Im besonderen, fur (4) ist
AF *

GU<P(m V[y(t), <p(t)] — F\y(t) ; «J ç>K) (9')

Wenn k eine willkiirliche Konstante bezeichnet, so hat man offenbar

oder

G% [k q> (ty\ kn G% [9? (t)] (10)
d. h. :

' '

ist ein homogènes Funktional n-ten Grades von <p(t), wwrf offenbar

filr <p 0 definiert.

Dieser Tatsache halber wird die Reihe von Fantappiè auch ,,Reihen-
entwicklung nach homogenen Funktionalen" genannt.

b) Sodann ergibt sich unmittelbar :

Jedes analytische Funktional lafit eine einzige Reihenentvoicklung nach

homogenen Funktionalen (das n-te von n-ten Grades) in der Umgebung einer
beliebigen Funktion seines Definitionsgebietes zu.

Um sich davon zu ûberzeugen, braueht man nur zu beachten, daB die
homogenen Funktionale, von denen die Rede ist, nichts anderes sind als
die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung der analjrtischen Funktion

f(<x) F[y(t) + oc <p(t)] und daB dièse Reihenentwicklung, wie be-

kannt, eindeutig ist.

c) Die Analogie zwischen homogenen Funktionalen und homogenen
Funktionen kann noch weiter entwickelt werden. Wir beweisen tatsâch-
lich, daB:

Die erste AbUitung eines homogenen Funktionals F m-ten Grades ist ein

ebenfalls homogènes Funktional (m — l)-ten Grades.

DefinitionsgemâB ist in der Tat

£«0

und daher hat man, wenn k eine beliebige Konstante ^ 0 ist und man
beachtet, daB F homogen ist,
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(de de «-'Jfc-

und schlieBlich, was bewiesen werden sollte,

JP'ft y (t);a] k^F'[y («);«] (H)

d) Bieses Ergebnis und (8) benûtzend, haben wir sodann

n

> #1 > #|

Aus diesen Beziehungen erhalten wir fur r < n

1 *
"[9P(<)]~w(»-l)...(»-r+l) « »W'^ p(al)^Y) (/Y \ ,(12)

eine Formel, die (8) verallgemeinert, da sie auf jedes homogène Funk-
tional vom Grade n anwendbar ist.

Fur r n wird (12) :

.y(O (120
Hé

Der Vergleich dieser mit (9) lâBt vermuten, daB

(13)
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sein kann. Und so ist es auch wirklich, da man (13) ohne Schwierigkeit
durch w-malige Ableitung von (9) mit den Ableitungsregeln der Funk-
tionale in n verschiedenen Punkten <xl9 <x2,..., <xn erhâlt.

So haben wir, daB

Die n-te Ableitung von G%[<p(t)] ist der mit n multiplizierten n-ten
Ableitung von F in y(t) gleich.

AuBerdem : da aus (13) ersichtlich ist, daB die n-te Ableitung von
Gn[(p(t)] von <p(t) unabhângig und daher daB G%+1)[<p(t) ; <Xi,<xa,...,
<xn+1] identisch null ist, so hat man :

Dos homogène Funktional G%[<p(t)] ist ein Polinomialfunktional n-ten
Grades.

e) Dièses letzte Theorem ist ûbrigens ein Spezialfall des folgenden:

Wenn F[y(t)] ein homogènes Funktional m4en Grades (nicht identisch
null) ist mit m ganz und positiv und wenn es aufierdem fur die Funktion
y 0 definiert ist, so ist es ein Polinomial m-ten Grades.

DefinitionsgemâB ist F[k y(t)] kmF[y(t)], wobei k eine willkiir-
liche, fur m 0 nicht versehwindende Konstante bezeichnet. Daraus
folgt fur k 0

JF[(O)] O wenn m # 0. (14)

Die m-te Ableitung von F ist nun, wie wir bereits gesehen haben,
homogen vom Grade m — m 0 und man hat daher, fur k ^ 0

«J &F<»W) ; «i, «•,.-.. «J

Das erste Glied dieser Beziehung ist eine Funktion von k, die sich als

analytisch erweist, da man sie durch Ausubung des analytischen Funk-
tionals Fim} auf die analytische Linie k y(t) erhàlt. Sie ist fur k 0

definiert, da ja F und somit Fim) in der Null definiert sind. (15) zeigt
jedoch, daB dièse Funktion von k fur k ^ 0 konstant ist und die Tat-
sache, daB sie analytisch und in der Null definiert ist, bringt es mit sich,
daB

^(m)[0 ; <xl9

d. h. F{m) ist von y(t) unabhângig. Daher ist F{m+1) identisch null
und F erweist sich einstweilen als Polinomial hôchstens m-ten Grades.
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Da jedoch F homogen und m-ten Grades ist, kann sein Grad nicht kleiner
als m sein, da fur oc ->oo, F[oc y(t)] <xmF[y(t)] im allgemeinen unend-
lich groB m-ten und nicht kleineren Grades wird, wie es fur ein Polinomial
kleineren Grades als m geschehen wurde10).

Wir kommen auBerdem zur Folgerung:

Wenn ein homogènes Funktional 0-ten Grades und im Nullpunkt definiert
isty so ist es konstant.

Es ist dann zu bemerken, daB fur ein homogènes Funktional F end-
lichen Grades, das im Nullpunkt definiert ist, die Beziehung F[0] 0
im allgemeinen nicht geltend ist, wenn m 0 [s. (14)], und daB auBer-
dem, wenn m =fi 0, ganz und positiv ist, im Nulljyunkt F samt allen
seinen Ableitungen bis zum (m — l)-ten Grade null sind, wogegen die
m-te Ableitung konstant ist (in bezug auf y(t) und nicht auf die oct),

jedoch nicht identisch null.
Daraus leitet man im besonderen ab, daB die Entwicklung

* ^ * *

| * * *

sich nur auf das letzte Glied reduziert und daB dièses mit dem II, Gliede

von (12') zusammenfàilt.

f) Wir haben bereits gesehen, daB das Funktional Gvn[(p(t)\ ein homogènes

Polinomial w-ten Grades und im Nullpunkt definiert ist.
Wir nehmen nun an, daB Gvn\<p(t)] in seinem ganzen funktionalen Defi-

nitionsgebiet G beschrankt sei, d. h. daB eine positive Zahl M existiere,
fur die, wie auch immer man <p{t) in G wahle,

\Ol[<p{t)-\\<M (16)
sei.

Da Gn[<p(t)] homogen n-ten Grades ist (n ganz und positiv), so hat
man, fur einen beliebigen Wert der Konstante k :

10) Man ermnere sich, dafî, wenn ein Polmomialfunktional F m einer Umgebung (A, a)
von y(t) definiert ist, F ebenso in (A) von y{t) erklart ist Wenn es daher fur ein y{t)
definiert ist, hat man fur ein behebiges oc **F[ay (t)] F[0] + Z^F™ [0, ax, a*,. a* ] y K) y (a2) y (a,

11 Commentarii Mathematici Helvetici



Daraus folgt, wenn man (16) und die willkûrliche Wahl von k beachtet :

Jedes G%[<p(t)], das in seinem ganzen Existenzgebiet beschrânkt ist, ver-
schwindet identisch.

Im besonderen :

Notwendige und hinreichende Bedingung, daji sich ein transzendentes

ganzes Funktional F auf ein Polinomial reduziert, ist, dafi ein beliebiges
seiner Gn[<p(t)] in seinem ganzen Definitionsgebiet beschrânkt sei.

2. Der Liouvillesehe Satz fur die analytischen Funktionale

a) Der vorangehende Gedankengang ist wegen der willkurliehen Wahl
von k offensichtlich fur ein beliebiges homogènes Funktional F des
Grades m ^ 0, das in der Null definiert ist, anwendbar. Man hat somit :

Jedes im Nullpunkt definierte analytische homogène Funktional des

Grades m =£ 0, das in seinem ganzen Definitionsgebiet beschrânkt ist, ist
identisch null.

In bezug auf die homogenen Funktionale des Grades null, die im
Nullpunkt definiert sind, haben wir bereits gesehen, daB man nur ihre Kon-
stanz feststellen kann.

b) Diesen gleichen Betrachtungen gehôren die folgenden zwei Théorème

an, von denen das in c) angefiihrte die Erweiterung des bekannten
Liouvilleschen Theorems fur die analytischen Funktionen auf die
analytischen Funktionale darstellt. Wir beweisen vorerst, daB :

Jedes in einem ganzen linearen Funktionalgebiet (A) definierte und be-

schrànkte Funktional in ihm konstant ist.

In der Tat, wenn man eine beliebige Funktion yx(t) von (A) fixiert,
betrachten wir die analytische Linie

Da die analytischen Funktionale definitionsgemâB die Analytizitât hin-
sichtlich der Parameter bewahren, ist die Funktion von oc

analytisch. Der Voraussetzung nach existiert jedoch eine positive Zahl M
derart, daB fur jede y(t) des Definitionsgebietes (A) von F

\F[y(t)]\<M
ist und daher auch
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Da nun das Definitionsgebiet von F ein lineares Gebiet ist, gehôrt ihm
oc yx (t) fur jeden Wert von oc an. Daraus ergibt sich, daB ft (oc) eine in
der ganzen komplexen Ebene besehrânkte analytische Funktion und
daher, laut des Liouvilleschen Satzes fur die analytischen Funktionen
konstant ist. F ist also konstant làngs der analytischen Linie (17), die
die Verbindungsgerade der Funktionen y 0 und y yx (t) im Funk-
tionalraum ist. Daher ist

Wenn man nun eine beliebige andere Funktion ^2(0 c -^ betrachtet,
ergibt sich mit einer analogen Beweisfùhrung, daB

F[0]=F[y2(t)]

ist und daB daher, auf Grund der willkiirlichen Wahl der Funktionen
yx(t) und y2(t), F in seinem ganzen Definitionsgebiet (A) konstant ist,
w. z. b. w.

c) Man beachte nun, daB die in b) betrachteten Funktionale, d. h.
solche, die in einem ganzen Funktionalgebiet (A) definiert sind, ganze
transzendente Funktionale sind, im Sinne der Définition auf die in der
Einleitung hingewiesen wurde, da ja die Reihe von Fantappiè in einer

beliebigen Umgebung {A, a) des Nullpunktes (a beliebig groB) und daher
in jeder Funktion des Definitionsgebietes konvergiert

Das soeben bewiesene Theorem lâBt sich nun auf aile ganzen transzen-
denten Funktionale erweitern.

Zu diesem Zweck beachten wir, daB die vorhergehende Beweisfùhrung
auf der Tatsache beruht, daB jede durch Ausiibung des Funktionals auf
jede analytische Linie der Form (xy(t) erhaltene Funktion f(<x)
konstant ist. Die Konstanz von f(oc) leitet sich daraus ab, daB es einen
Sinn hatte, F auf oc y(t) (oc beliebig und endlich) auszuùben, da doch F
in einem linearen Funktionalgebiet (.4) definiert ist. Im Falle der ganzen
transzendenten Funktionale ist es ihre eigene Définition, die uns bestâ-

tigt, daB das in y(t) definierte Funktional fiir aile Funktionen oc y(t),
mit oc beliebig und endlich, definiert ist, da fur dièse die Funktionalpro-
dukte der Entwicklung (6) offenbar immer Bedeutung haben. Daher muB
die Reihe (6') definitionsgemâB konvergieren. Der in b) gegebene Beweis
ist also vollkommen auf die ganzen transzendenten Funktionale anwend-
bar und daher kônnen wir schlieBen :

Jedes in seinem Existenzgebiet besehrânkte ganze transzendente analytische

Funktional reduziert sich auf eine Konstante.
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Dièses Theorem stellt, wie gesagt, die Ausdehnung des Liouvilleschen
Satzes fur analytische Funktionen auf die analytischen Funktionale dar.

3. Stetigkeit der Polinomialfunktionale

a) Betrachten wir das durch (9) definierte Funktional ; d. h. wenn wir
(9) entwickelt darstellen

Ci Ci

Wenn G das Definitionsgebiet von F ist, dem die Funktion y(t) samt
ihrer Umgebung {A, a) angehôrt, so ist Gyn[(p(t)} in der Umgebung (^4)

der Null definiert. Wir betrachten nun einen Bereich (Gebiet + Grenz-

punkte) A, der im Definitionsgebiet von y(t) enthalten ist und der
seinerseits im Inneren die Punkte der Menge A enthâlt : z. B. den
Bereich, der aus einer endlichen Anzahl, in ihrer Gesamtheit A vôllig ûber-
deckenden Kreisflâchen gebildet ist (was auf Grund des Theorems von
Pincherle-Borel-Lebesgue immer môglich ist). Wir bezeichnen ferner
mit C die Grenze des Bereichs, die wir immer aus einer geschlossenen regu-
làren Kurve endlicher Lange bestehend voraussetzen kônnen. Dièse
Kurve ist im vorigen Beispiel aus einer endlichen Zahl von Kreisbôgen
gebildet, die ganz im Endlichen verlaufen.

Die Umgebung (A, a) von y (t) liegt sicherlich in G, da sie in der
Umgebung (A, a) von y (t) enthalten ist. Daraus folgt, daB das Funktional
(9) sicherlich fur jede Funktion y (t) definiert ist, die der Umgebung (A)
des Nullpunktes angehôrt. Wenn q>(t) c (A), wird sie ihre Singulârpunkte
auBerhalb von A haben, da sie in diesem Bereich regulâr ist. Die Funktion

der <xk (k 1, 2,..., n) : F{n)[y(t) ; <xx, <x2,. &n] ^ hingegen nur
dann singulâr, wenn wenigstens eine der ock in A ist ; genauer gesagt, laut
eines Satzes von Fantappiè uber die Singularitâten der durch ein schief-
symmetrisches Funktionalprodukt transformierten Funktion, ist auch
die Funktion der <xk (k 1, 2,..., r) :

* *
F{n)[y{t) ; oc1,(X2,...,ocr<xr+1. .<xn] <p(otr+1).. .q>(ocn)

* *

nur dann singulâr, wenn wenigstens ein ock in A ist. Daraus folgt, daB man
die Grenze C von A als Separatrixkurve Cr eines beliebigen schiefsym-
metrischen Produktes, das in (9) vorkommt, fur jede (p(t) c (A, a) der
Null wâhlen kann.
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Es ist dann

wo wir

J docA doc2... j docn

ce c

Nn Max | F{n)[y(t) ; al9 a2,..., <xn] \ fiir die <xk auf C

gesetzt haben und wo wir mit l die als endlich, vorausgesetzte Lange der
geschlossenen Kurve C bezeichnet haben.

So haben wir schlieBlieh

(18)

mit Mn und Nn unabhangig von <p(t).
Dièses Ergebnis kônnen wir kurz fassen, indem wir sagen, dafî die

G%[(p(t)] beschrânkt sind oder, genauer :

Wenn man in beliebiger Weise eine Funktion y (t) und eine ihrer Um-
gebungen (A, a) fixiert, beide dem Definitionsgebiet G eines analytischen
Funktionals F angehôrig, so ist fur einen beliebigen Wert von n dos durch

(9) definierte Funktional in der Umgebung (A, a) des Nullpunktes
beschrânkt. Hierbei ist A ein beliebiger Bereich des Definitionsgebietes von

y (t), dessen Grenze regulâr und von endlicher Lange ist und der die Punkte
der Menge A als innere Punkte enthâlt.

b) Wir nehmen nun an, da8 F ein in einem Funktionsgebiet G definier-
tes analytisches Polinomialfunktional w-ten Grades sei und daB diesem
Gebiet y(t) samt einer Umgebung (A, g) angehôre. Wenn man nun
eine wie oben definierte Menge A nimmt, so wird, auf Grund von (18),

fur eine beliebige Funktion y (t) von (A, a) des Nullpunktes

v l«JL

" i«i*

I ^[2/(0 + « ç»(0] - ^[y(0] I < -ff ^i
oder

wobei M der grôBte Wert der Mk ist.

k\

oc\kak
k\ (19)
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Wir betrachten nun die Umgebung IA --I der Null und es sei q>*(t)

die allgemeinste Funktion ihrer Grenze11) und daher

Max | <p* (t) | — fur t in A.
Aus (19) wird alsdann

| F[y(t) + « 9*(t)] - F[y(t)] | < M Êk^£- ¦

Das zweite Glied reduziert sieh fur | & | ô auf die Funktion der posi-
tiven Verânderlichen ô

i^ïào 1

die eine stetige, fur à -> 0 gegen Null konvergierende Funktion ist.
Wenn man nun eine beliebige positive Zahl e wâhlt, existiert dement-

sprechend eine positive Zahl ô derart, daB fur ô<ô

ist und daher fiir jedes | oc | è < ô

\F[y(t)+*V*(t)]-Fly(t)]\<e
Fiir die untere Grenze â*, die in der genannten Arbeit 12) betrachtet
wurde, hat man sodann __

ô* >ô>0
d. h. es wird die fiir die Stetigkeit in y(t) sehon bewiesene hinreichende
Bedingung12) verifiziert und daher ist das Polinomialfunktional F in
y{t) stetig.

Wir schlieBen daraus :

Jedes analytische Polinomialfunktional ist in jedem Punkt seines Défini-
tionsgebiets stetig.

Daraus folgt, daB im besonderen die Funktionale Ovn[<p(t)\ stetig sind,
da sie, wie wir gesehen haben, Polinomialfunktionale sind. Daher :

Der Koeffizient des allgemeinen n-ten Oliedes der Fantappièschen Reihe

ist ein Polinomial n-ten Grades homogen n-ten Grades, und ist in einer

gilnstigen, nicht linearen Umgebung (die gewifi existiert) beschrânkt und
stetig.

11 Vgl. die in FuÛnote 1 zitierte Arbeit.
ia) Vgl. die in Fufinote 1 zitierte Arbeit.
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4. Stetigkeit der Funktionale,
die Funktionen eines oder mehrerer Polinomialfunktionale sind

Die eben bewiesene Stetigkeit der Polinomialfunktionale ermôglicht
es, die Stetigkeit weiter Klassen analytischer Funktionale festzustellen.
Es sei H [y(t)] ein analytisches Funktional, das man durch Berechnung
einer analytischen Funktion /(r) im Punkt r erhâlt, wo r durch ein
analytisches Polinomialfunktional F der Funktion y(t) bestimmt ist. Es
sei also

Hiy(t)] f(F[y(t)]) (20)

was zur Folge hat, da8 F in einem das Funktionalgebiet G (wo H defi-
niert ist) enthaltenden Gebiet Ox definiert ist und dafi das Définitions-
gebiet M von /(t) die Menge der vom Funktional F beim Variieren von
y(t) im Teilgebiet G von Gx angenommenen Werte enthàlt.

Die Stetigkeit von H kann sodann mtihelos nachgewiesen werden,
wenn man sich auf die schon bewiesene Stetigkeit von F und diejenige
der analytischen Funktionen beruft.

In der Tat, sobald man eine beliebige Funktion yo(t) in G fixiert und
x0 F[yQ(t)] setzt, so ist r0 in M und /(r) regular in der Umgebung
von t0 Wie auch immer man ein positives s wàhle, wird es môglich sein,

ein entsprechendes e zu finden derârt, da6 fur

I t- T0|<e,|/(T)-/(r0)|<e
ist. _

Da F in y0 (t) stetig ist, existiert dem positiven e entsprechend in G

eine Umgebung (A*,o) von yo(t) derart, da8 fur jede in (A*, a) von
yQ(t) enthaltene y(t) _

\Fly(t)]-F[yo(t)]\<e
ist. Sodann ist aber auch fur jede y(t) von (A*, a) von y0

\H[y(t)]-H[yo(t)]\<e
und somit ist die behauptete Stetigkeit bewiesen.

Vollkommen analog gestaltet sich der Beweis der Stetigkeit eines be-

liebigen Funktionals

(21)

wo Fl9F2,.. .,Fn Polinomialfunktionale seien. Wir ziehen den SchluB :

Jedes Funktional H[y(t)], das durch AusUbung einer analytischen Funktion

f(tl,r2,...,Tn)inden Werten xx, r2,..., rw- erhalten wird, dieïhrer-
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seits aus analytischen Polinomialfunktionalen entstehen, ist in jedem Punkt
des Definitionsgebiets stetig.

Im besonderen folgt daraus, daB aile analytischen gebrochenen Funk-
tionale und deren Funktionen stetig sind.

5. Stetigkeit analytischer Funktionale,
deren Fantappièsehe Reihenentwicklung total konvergiert

a) Es sei {Hn[<p(t)]} eine Folge analytischer Funktionale. Wir nehmen

an, daB den einzelnen Definitionsgebieten Gn ihrer Glieder ein gewisses
nicht leeres Funktionalgebiet Q gemeinsamen sei.

Wir setzen weiter voraus, daB die obère Grenze H* von | Hn[<p (t)] \

in Q endlich sei, d. h. daB fur jedes n und jede <p(t) in Q

sei. «,

Wir sagen nun, die Beihe ist in Q total konvergent, wenn die Reïhe £ H*
konvergiert. x

b) Wie in der Funktionentheorie gilt sodann das leicht beweisbare
Theorem :

ce

Wenn die Reïhe Zn Cn mit positiven Gliedern konvergiert und filr jede
1 00

<p(t) von Q und jedes n \ Hn[(p(t)] | < Cn ist, so ist die Beihe £nHnl<p(t)]
in Q total konvergent. 1

c) Es sei nun F ein analytisches Funktional und y(t) eine Funktion,
die samt einer ihrer Umgebungen (A, a) dem Definitionsgebiet G von F
angehôrt ; es sei ferner <p* (t) die allgemeine Funktion der Grenze der

Umgebung 1-4 — 1 der Null. F ist sodann fur y (t) + <p* (t) definiert

und man hat

F[y(0 + 9*(t)l F[y(t)l + Sn^Gl[<P* (t)] ¦ (22)

Nun wollen wir beweisen, daB :

Jedes analytische Funktional F in y(t) stetig ist, dessen Fantappièsehe
Beihenentwicklung in der Umgebung von y(t) total auf der Grenze einer
Umgebung der Null konvergiert.

In der Tat, betrachten wir die Reihe

F[y(t) + «?>*(0] F[y(t)l + JL-^-flï[?*(*)] (22')
1 "> •
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die sieherlich fur | a \ <2 konvergiert, wenn nur y(t) samt einer Um-
gebung (A, a) dem Gebiet G angehôrt.

Man hat

*(t)]-F[y(t)]\-.
ocn oc

n

wobei die letzte Reihe noch immer fiir | oc \ < 2 konvergiert, da es sich

ja um eine Potenzreihe und daher eine im Inneren ihres Konvergenz-
kreises absolut konvergente Reihe handelt.

Wir nehmen nun an, daB die Fantappièsche Reihe (22) total auf der

Grenze Q* der Nullumgebung IA — I konvergiere ; d. h. daB die Reihe

oo oo gf*
V;wJf* vn_JL (23)
i i n -

konvergiere, wo (?* die obère Grenze von | G%[<p*(t)] | in £?* und daher

M* die obère Grenze von —-—= fiir <p*(t) in i2* bezeichnet.

Angenommen, daB (23) konvergiere, wird fiir | oc \ < 1 die Reihe

-7W n! n

sicherlich ebenfalls konvergieren und daher haben wir einstweilen, auf
Grand des in b) aufgestellten Theorems :

Wenn die Fantappièsche Reihe auf der Grenze i2* von \A, — j der Null
^ ' a\total konvergiert, konvergiert sie total auch in der ganzen Umgebung lA, — I

(11/wi fini* ~\ît%»n » 'von der Null.

AuBerdem ist

Wenn wir nun mit M* das grôBte Glied der Reihe (23) bezeichnen (das

gewiB existiert), so haben wir immer fur | oc \ < 1

~<x<p*(t)] -F[y(t)]\ <M* 2n\oc\n M*-l ^_
'

Fixiert man nun beliebig ein positives e, so hat man

^F<£
fiir jedes oc fiir das

_
"

8 + Jf* '
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Es ist dann <5* > ô > 0, und man kann somit den SchluB ziehen, da8 F
in y(t) stetig ist und daB eine Umgebung von y(t), in der die Stetig-
keitsbedingung

\Fly(t)]-Fly(t)]\<e
entsprechend einem beliebig gewâhlten e erfullt ist, durch

A (^T^) von
dargestellt wird.

6. Stetigkeit der besehrânkten analytisehen Funktionale

Wenn ein Funktional F in yo(t) stetig ist, folgt, da8 fur ein beliebiges
positives e eine entsprechende in O enthaltene Umgebung (A, a) von
yo(t) existiert, derart, daB fur jedes y(t) dieser Umgebung

ist. Daraus ergibt sich, daB in einer solchen Umgebung das Funktional 6e-

schrànkt ist.
Hier wollen wir beweisen, daB umgekehrt ein analytisches, in einer

Umgebung (A, a) einer Funktion y0 (t) beschrànktes Funktional in
yo(t) stetig ist.

Zu diesem Zweck nehmen wir an, daB eine positive Zahl M existiere,
so, daB fur jedes y(t) aus (A, a)

\Fly(t)]\<M
sei. Nun entwickeln wir F in der gleichen Umgebung von yQ und 9?* (t)

i eine beliebige Funktion der Grenze der Umgebung j A — I von der
ull V 2/

/(o)

sei

Null.
Man hat

m+ZnfyG»' [<p*(t)]

und dièse Entwicklung konvergiert sicher fur | <x | < 2 ; man hat sogar

Es ist

A ^n° [V* (*)] A /<n) (0) -A- f -^ër
c

1 ÇF\.yS~ 2^i J
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wobei G einen Kreis bezeichnet, der den Mittelpunkt ira Ursprung und
den Radius beliebig, jedoch < 2, hat.

Daraus folgt sofort

• (*)]!<¦£ (24)

und, setzt man r 1

Dann ist aber fur | « | < 1

I F{yo(t) + *v*(t)] - F[yo(t)] | < Zn^£-\ Gïlv* (<)] I

1 n '

Dann bringt der gleiche Gedankengang wie in Nr. 5 zum gewollten Er-
gebnis, und zwar

Jedes in einer Umgebung eines Punktes yo(t) beschrânkte Funktional
ist in ihr stetig.

Zum gleichen Ergebnis wâre man sofort nach Aufstellung der Be-

schrânkung (24) gelangt, wenn man beachtet hàtte, daB sie in unserem
Fall die totale Konvergenz der Pantappièschen Reihe auf der Grenze der

Null-Umgebung (^,^-1 bestàtigt.

7. Beschrânktheit des allgemeinen abgeleiteten Funktionals
eines beschrânkten Funktionals

Es sei F ein in G definiertes und beschrânktes Funktional ; es existiere
somit ein M derart, daB fur eine beliebige Funktion y(t) aus G

\F[y(t)]\<M (25)
sei.

Wir setzen

^^^^ (26)
«! — t 0C2 — t ^n —

Wenn y (t) samt einer Umgebung (-4, a) dem Gebiet G angehôrt, so liegt

(27)
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noch in 0, wenn

<
ax—t + fi2 + £n

ocn—t1 2 n - —

(28)

ist, gemeinsam mit der Bedingung, daB die ock (Je 1, 2,..., n) auBer-
halb von A variieren. _ _Betrachten wir nun die Punktmenge A, wobei A wie inNr. 3 definiert

ist, und sei g der Abstand zwischen der Grenze C von A und A. Damit
die Funktion (27) in (^4, g) von y(t) liège, ist es hinreichend, daB

n \ ekl oder QG

sei, wenn die ak (k 1, 2 n) auBerhalb von A variieren.
DefinitionsgemàB ist

und daher

c c

wobei die Intégrale auf einen Kreis erstreckt sind, der den Mittelpunkt
im Ursprung und Radius

hat.
So hat man dann, wenn man sich (25) vergegenwârtigt, fur ein be-

liebiges ^;<^
(29)

Es ist jedoch
nn M nn M<(Qg)™ (g'or

einerseits, andererseits kann nicht
un M
(gG)n

sein, da dann ein gr existieren wurde, fur das (29) ungultig wâre.
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Man schlieBt daher, daB unter der Voraussetzung (25) fur aile y (t) aus
G die Ungleichung

«„«,;...,«J|<-^s- (30)

gilt, wenn die <xk (k 1, 2 n) auBerhalb eines jeweils zu kon-
struierenden A variieren.

Wenn man nun der Voraussetzung (25) diejenige zufiigt, daB F in
einem linearen Gebiet (A) definiert ist, so sagt uns (30), da dièse
Ungleichung fur ein beliebig groBes a gilt, daB aile Ableitungen identisch null
sind und daher F konstant ist. Man ermittelt somit neuerdings das schon
in Nr. 2b) aufgestellte Theorem.

(Eingegangen den 31. Juli 1948.)
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