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Sur les bases du groupe alterné
Par SopHIE PiccarDp, Neuchétel

Définition 1. Quel que soit ’entier n > 4, il existe des couples de
substitutions du groupe alterné %, d’ordre =!/2, qui engendrent le
groupe A, tout entier par composition finie alors que ce groupe ne saurait
étre engendré par une seule de ses substitutions. Nous appelons base du
groupe A, tout couple de substitutions génératrices de ce groupe.

Soit » un entier > 4, soit S, le groupe symétrique d’ordre » !, dont
les substitutions permutent les éléments 1, 2,...,n, et soit A, le sous-
groupe alterné de G, .

Proposition 1. Quelle que soit la base §, T du groupe U, et quelle
que soit la substitution non identique B du groupe S,,, R ne saurait étre
permutable aussi bien avec § qu’avec 7'

Démonstration. Soit S, T une base quelconque de U, et soit R une
substitution non identique quelconque de S, .

Supposons, contrairement & ce qu'’il s’agit de démontrer, que RSR-!
=8 et que RTR'=7T. Comme S, T est une base de U,, quelle que
soit la substitution U de U,,, U s’obtient par composition finie de § et 7'.
Soit U = f(8,T). Mais alors RUR-! = Rf(S,T)R* = f(S8,T), puis-
que R est permutable aussi bien avec § qu’avec 7. Donc R est permu-
table avec toutes les substitutions du groupe %,. Or, ceci est contra-
dictoire. En effet, comme R 3 1, par hypothese, il existe deux éléments
(au moins) a, b de la suite 1,2,...,n, tels que R transforme @ en &.
Soient ¢ et d deux nombres distincts quelconques de la suite 1, 2,...,n,
différents de a et de b. Le groupe U, contient la substitution V= (abc)
et, comme R est permutable avec toutes les substitutions de %U,,, on doit
avoir RVR! =V. Et, comme R transforme a en b, R doit transformer
ben cetcena.Donc R contient le cycle (abc). La substitution W =
(ab)(cd) fait également partie du groupe ¥, . D’aprés ce qui précede,
R doit étre permutable avec W. Or, RWR-! = (bc)(ad’), d’ désignant
I’élément de la suite 1,...,7n que R substitue & d, done RWR #W,
ce qui est contradictoire. Donc R ne saurait étre permutable aussi bien
avec 8 qu’avec T, c.q.f.d.
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Proposition 2. Soit S, T une base du groupe U,. S’il existe une sub-
stitution non identique R de groupe &,, telle que RSR-! =T et que
RTR =8, cette substitution R est du second ordre et elle est unique.

Démonstration. En effet, soit S, T une base du groupe U, et soit R une
substitution de ©,, telle que 1) RSR* =T et 2) RTR*=S8.

De 1) on déduit, en composant & gauche avec R, a doite aveec B! et
en tenant compte de 2), 3) R*SR-?2= RTR =S8

et de 2) on déduit, en composant & gauche avec R, a droite avec B!
et en s’appuyant sur 1), 4) R2TR2 = RSR1=T.

Il ressort de 3) et 4) que R? est permutable aussi bien avec § qu’avec
T, ce qui implique, d’apreés la proposition 1, que R2= 1. Et comme
S, T est une basede A, (n > 4), ona 8§ # T, donc R # 1 et, par con-
séquent toute substitution R du groupe S, qui satisfait les relations 1)
et 2) est bien du second ordre. Montrons maintenant que si une telle
substitution R existe, elle est unique. En effet, soient R et R’ deux sub-
stitutions du groupe &, qui satisfont les relations 1), 2), 1’) R'SR'-1=T
et 2') R'TR’-! = S. Composons les deux membres de 1) & gauche avec
R’ et & droite avec R’-1. Il vient, en tenant compte de 2’), R’ RSR-1R’-1
=8 et, d’une fagon analogue, on déduit de 2) et de 1’) que R'"RT R-*R’'—
=T. Donc la substitution R’R est permutable aussi bien avec S
qu’avec 7', ce qui implique, d’aprés la proposition 1, que 5) R'R = 1.
Et comme, d’apres ce qu’on a démontré plus haut, les deux substitutions
R et R’ sont du second ordre, il résulte de 5) que R = R’.

La proposition 2 est donc démontrée.

Remarque 1. S’il existe une base S, 7' du groupe U, et une substitu-
tion du second ordre R de ©,,, telle que RSR-! =T, la substitution R
peut faire partie du groupe U, , mais elle peut aussi faire partie de ’en-
semble S, — A,. En voici des exemples.

Exemplel. n=5, S=(12345), T=(13425). Ces deux sub-
stitutions constituent une base de U;. La substitution du second ordre
R = (1 4)(3 5) fait partie du groupe UA; et on a RSR*=T.

Exemple 2. n=5, S=(12345), T=(12354). Ces deux sub-
stitutions constituent également une base de UA;. La substitution du
second ordre R = (45) fait partie de ’ensemble S; — U; et on a
RS8R =T.

Définitions 2. Nous dirons qu’une base S, 7' du groupe U, est de premiére
espéce, 8’1l n’existe aucune substitution du second ordre R du groupe U,
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telle que RSR-! =T et nous dirons que la base S, 7' est de seconde espéce
dans le cas contraire. Nous disons qu’une base de premiére espéce du
groupe A, est du genre 1 8’il n’existe aucune substitution du second ordre
R de ’'ensemble &, — U,,, telle que RSR-! =T et nous dirons que la
base S, T est du genre 2 dans le cas contraire.

Quelle que soit la base §, 7' du groupe %, et quelle que soit la substi-
tution non identique R du groupe &, , les deux substitutions RSR-! = §’
et RTR =T’ font partie du groupe %, et constituent une base de ce
groupe. Nous dirons que la base S',7 est la transformée de la base S, T
par la substitution R et nous dirons que les deux bases S, 7T et §', 7"
sont dépendantes si R fait partie de U, . Par contre, nous dirons que deux
bases 8,7 et S’, T’ du groupe U, sont indépendantes, s’il n’existe
aucune substitution R du groupe U,, telle que la base 8’, 77 soit la
transformée de la base 8,7 par R.

Proposition 3. Toute base de premiere espéece S, 7 du groupe U,
possede = !/2 transformées distinctes au moyen des substitutions du
groupe U,,.

Démonstration. En effet, soit §,7 une base de premiere espéce du
groupe U, . Il n’existe donc aucune substitution du second ordre R de U,,,
telle que RSR-'=T. Soient R’, R” deux substitutions distinctes quel-
conques du groupe U,,. Posons R'SR'-1=8', R'TR'-'=T', R"SR"-!
=8" R"TR"-'=T". Montrons que les bases S',T" et S”,T” sont
distinctes, c’est-a-dire qu’elles différent au moins par une substitution.
En effet, supposons le contraire. Deux cas sont alors possibles : a) 8'=48",
T'=T" et b) 8'=T", T'=8". Supposons d’abord qu’on a le cas a).
Alors R'SR'-' = R’SR’-', d’oi R"-*R'SR'-'R" =8, et R'TR'
= R'"TR", dou R"'R'TR'-'R"=T. Donc la substitution R"-1R’
est permutable aussi bien avec § qu’avecT. Et comme 8, 7' est une base
de U, il s’ensuit, d’aprés la proposition 1, que R"-'R’=1, donc R’=
R’, ce qui est contraire & notre hypothése sur ces deux substitutions. Le
cas a) ne saurait donc se présenter. Supposons maintenant qu'on a le
cas b). Alors R"-1R'SR'-1R"=T et R'-'R'TR'-1R"-1 =8. Comme
R’ £ R” et que R’ et R” sont deux substitutions du groupe U,,, R’ R’
est une substitution non identique du groupe A, qui transforme S en T
et T en S. Mais alors la base S, 7T de U, est de seconde espece, con-
trairement & notre hypothése que c’est une base de premiére espece. Le
cas b) ne saurait donc également pas se présenter.

Il s’ensuit que les =»!/2 transformées de la base S,T par les diffé-
rentes substitutions du groupe U, sont bien distinctes, c. q.f. d.
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- Proposition 4. Quelle que soit la base S,7 de seconde espéce du
groupe A, il existe n!/4 transformées distinctes de cette base par les
substitutions du groupe ¥, .

Démonstration. Soit 8,T une base de seconde espéce du groupe U,,.
11 existe donc une substitution du second ordre et une seule R du groupe
A,, telle que RSR-1=T. Soit R’ une substitution quelconque du groupe
A,. Posons R'SR’-'=8’,, R*"TR’-'=T'. Montrons qu’il existe une
substitution R” s« R’ et une seule du groupe %, qui transforme égale-
ment la base S,T en 8',7'. En effet, comme R2=1 et RSR1=T,
donc aussi RTR1=S, on a R RSR*R-1= R'TR =T et
R'RTRR'- = R'SR'-*=8'. Posons R’"= R'R. On a donc
R'"SR"™1=T', R"TR"*= 8" et R" # R’, puisque R # 1. 1l existe
donc bien une substitution R” du groupe %,,, différente de R’ et qui trans-
forme la base S,7 en 8’,7’. Montrons que cette substitution R” est
unique. A cet effet, supposons le contraire et soit R, une seconde substi-
tution de U, différente de R’ et de R”, et qui transforme la base S,7T
et 8/,T'. Deux cas sont alors possibles :

a') _R” Rll__l Sl Rll TR”.._I T/
b) R'SR'-1=1', R'TR-1=48".

Dans le cas a), on a R;SR;-! = R"TR", d’oi R-1R/SR/-'R"=
T, et R{TR;1= R”SR”"l, d’ot R"-1R{TR;-*R"= 8. 1l s’ensuit,
d’aprés la proposition 2 et les hypothéses faites sur la base S§,7T et la
substitution R, que R"™'R/ =R, dou R = R'R= R'R*= R/,
puisque R? = 1. Or, nous avons supposé que R; % R’. On est ainsi
conduit & une contradiction. Donc le cas a) ne saurait se présenter

Supposons maintenant qu’on a le cas b). Donc R'SR’-1=R"SR"-1,d’ou
R\ R!SR/-1R"=48, et R{TR/~*= R"TR", ot R"*R{TR/*R"=T.
Donc la substitution R”"lR” est permutable aussi bien avec S qu’avec
T, ce qui implique, d’aprés la proposition 1, que R"-'R/ =1, donc
R" = R, contrairement & notre hypothése sur ces deux substitutions.
Le cas b) ne saurait donc également pas se présenter. R” est donc bien
la seule substitution % R’ du groupe U, qui transforme la base S,7T
et 8,7

Cela étant quelle que soit la substitution R’ de ¥U,,, il s’ensuit que toute
base de seconde espéce du groupe U, posséde bien = !/4 transformées
distinctes au moyen des substitutions du groupe U,, c. q. f. d.
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Proposition 5. Quelle que soit la bas S,7 de premiére espéce et du
genre 1 du groupe 9,, le nombre total de transformées distinctes de
cette base par les substitutions du groupe S, est n!

Démonstration. En effet, soit 8,7 une base de premiére espece et du
genre 1 du groupe A, et soient R et R’ deux substitutions distinctes
quelconques du groupe S, . Montrons que les transformées de la base
8, T par les substitutions R et R’ sont distinctes. En effet supposons le
contraire et posons RSR-1=8’, RTR*=1T', R'"SR'-'=48", R'"TR'
= T”. Deux cas sont alors possibles.

1) 8’=8", T"=T". Mais alors R'-'RSR'R'=S et R-'RTR-'R’
=T. Donc, d’aprés la proposition 1, R'-'R =1 et R = R’, contraire-
ment & notre hypothése sur R et R’. Le cas 1) ne saurait donc se pré-
senter.

2) 8’=T", T'=_8". Mais alors R"-1RSR-'R'=T et R"-*RTR'R'=S8
et la base S,T est transformée en elle-méme par la substitution R'-1R
du groupe S,. Elle est donc soit de seconde espece, soit de premiére
espece et du genre 2, ce qui est contraire & notre hypothése sur la base
S,T. Le cas 2) ne saurait donc également pas se présenter.

Les bases S/,T’ et 8”,T” sont donc toujours distinctes. Il s’ensuit
que la base 8,7 posséde bien ! transformées distinctes au moyen des
substitutions du groupe S,, c. q.f. d.

Proposition 6. Toute base de premiére espéce et du genre 2 de méme
que toute base de seconde espéce du groupe U, posséde n!/2 trans-
formées distinctes au moyen des substitutions du groupe S, .

Démonstration. Soit d’abord S,7 une base de premiére espéce et de
genre 2 du groupe %, . Il existe donc une substitution du second ordre
et une seule R de 1’ensemble &, — U,, telle que RSR'=T.

Soit R’ une substitution quelconque du groupe &, et soit R’'SR’'-1
= 8’, RTR'-' = T'. Montrons qu’il existe une substitution R” du
groupe &, et une seule différente de R’, et qui transforme la base S, T
en 8,7'. En effet, comme R*=1 et RSR1=T, on a R'RSR-1R'-! =
RTR*=7T' et R"RTR'R'-'=R'SR'-*=8’. Posons R" = R'R. On
a R” # R/, puisque R # 1, et la substitution R” transforme, d’aprés
ce qui précéde, la base S,T en S’,7’. Supposons maintenant qu’il
existe une seconde substitution Rj # R’ et # R” du groupe &, qui
transforme la base S,7 en 8’,7'. Deux cas sont alors possibles.

1) R'SR'-*=g8, R TR-—T,
9) R'SRI-'=1T', R/ TR-1=4.
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Dans le premier cas, on a Ry SR/-' = R"TR"! et R TR|-1=
R"SR™, dot R™'R/SRj'R"=T et R'-'R/TR;'R"= 8, ce
qui implique, d’aprés la proposition 2, que R"! R” R. Donc R] =
R"R= R R*= R/, puisque R*=1. On voit donc que R] = R’,
contrairement & notre hypothése sur R;. Donc le cas 1) ne saurait se
présenter.

Et, dans le cas 2), on a R|SR{-'= R"SR"-!, R{TR]-'=R"TR"1,
d’ot R"'R/SR;-*R"=8 et R”*IR”TR”“IR” T. 1l s’ensuit, d’apres
la proposition 1, que R"-1R] =1, donc Rj] = R”, ce qui est con-
traire & notre hypothése sur R{’ . Le cas 2) ne saurait donc également pas
se présenter. Il s’ensuit que la substitution R” % R’ du groupe S, qui
transforme la base 8,7 en S’,T' est bien unique et, par conséquent,
le nombre total de transformées distinctes de la base S,7T par les sub-
stitutions du groupe &, est bien »!/2, ec.q.f.d.

Supposons maintenant que S§,7T est une base de seconde espéce du
groupe U, . 1l existe alors une substitution du second ordre et une seule R
du groupe U,,, telle que RSR-! =T. Par un raisonnement tout a fait
analogue & celui effectué dans le cas précédent, on démontre que, si
une substitution R’ du groupe &, transforme S en 8’ et T en 7", il existe
une substitution et une seule R” du groupe &,, distincte de R’ et qui
transforme aussi la base §,7 en 8',7’, d’ou il résulte que le nombre
total de transformées distinctes de la base S,7T par les substitutions du
groupe S, est, dans ce cas aussi, égal & »!/2, c.q.f.d.

Proposition 7. Le nombre total des bases du groupe U, est un mul-
tiple de = !/2, c’est-a-dire de l'ordre du groupe %A,.

Démonstration. Soit S,,7T; une base quelconque du groupe U, . Trans-
formons cette base par toutes les substitutions du groupe S,,. D’aprés les
propositions 5 et 6, on obtient ainsi n! ou n!/2 bases distinctes du
groupe U, , suivant que la base §,,7T; est de premiere espéce et du
genre 1 ou non. Soit H, ’ensemble des transformées distinctes de la base
8,,T, par les substitutions de &,. Soit & présent m un entier >1 et
supposons que nous ayons déja défini les bases §;,7'; de U,, pour
t=1,2,...,m, bases dont aucune n’est la transformée d’une autre
par une substitution du groupe ©,, et soit H, l’ensemble des
transformées distinctes de la base S,,7; par les substitutions du groupe
S, . D’aprés les propositions 5 et 6, ’ensemble H, est de puissance n !
ou n!/2! Soit 8,,,, T,., (sielle existe) une base quelconque de U, qui
ne fait pas partie de ’ensemble H, + H, 4---+ H,, et soit H,, 'en-
semble des transformées distinctes de la base §,.,, T,,; par les sub-
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stitutions du groupe S,. D’aprés les propositions 5 et 6, H,, , est de
puissance n! ou n!/2. Comme le nombre total des bases du groupe %A,
n!

(1

est fini | il est en tout cas < ; , apres un nombre fini N d’opérations

de ce genre, nous obtiendrons la suite 1) 8,,7,;8,, Ty;...; 8y, Ty
de bases du groupe U,, telles que, quels que soient les indices ¢ et §
(1 <i<j < N), il n’existe aucune substitution R du groupe S,, telle
que la transformée par R de la base S;,T, soit la base S,;,7';. A chaque
base S;,T; (1 <v < N) de la suite 1) correspond ’ensemble H, des
transformées distinctes de cette base par les substitutions de &,,. D’aprés
les propositions 5 et 6, ’ensemble H, est de puissance n! ou n!/2, quel
que soit + =1,2,..., N. Montrons que, quels que soient les indices ¢
et j (1 <i<j<N), les ensembles H, et H, sont disjoints. En effet,
supposons le contraire et admettons qu’il existe deux indices ¢ et j
(1 <i<j < N) et deux substitutions R et R’ du groupe A, tels que les
bases RS;R-', RT,R~* et R'S,R’', R'T,R ' soient confondues. Deux
cas sont alors possibles.

a) RS,R'= R'S;R'-', RT,R'= R'T,R'-, donc R'-1RS,R—'R’
= 8§, et B'-'RT,R'R'= T,. Mais alors, comme R’-'R est une sub-
stitution de S,,, la base §;,7T; fait partie de ’ensemble H,, ce qui est
contraire a la définition de la base §;,7;. Le cas a) ne saurait donc se
présenter.

b) Ou bien RS,R~'= R'T,R’-', RT,R'= R'S;R’-1. Mais alors
R'-*RT.R'R'=T,;, RF-'RT,R'R’' = S, et, dans ce cas aussi, comme
R’-1R est une substitution de &, la base S;, T, appartient & ’ensemble
H,, ce qui est contradictoire. On voit donc bien que les ensembles H, et
H, sont disjoints.

Soit N’ le nombre de bases de la suite 1) qui sont de premiére espéce
et du genre 1. D’aprés ce qui précede, le nombre total de bases de U, est

| !
égal & N'n!+ (1\7—-1\7’)_"32_‘:[2Nur (N——N')]Z”2_'. Ce nombre est
donc bien un multiple de = !/2, ec.q.f.d.

Proposition 8. Quel que soit ’entier n > 4, le groupe U, posséde des
bases de premiére espéce et du genre 1.

Démonstration. Quel que soit ’entier pair n > 4, les deux substitu-
tions S=(12...n—1), T=(n—3n—2)(n — 1n) constituent
une base du groupe U, , d’aprés la proposition 3, p. 18, et la remarque 3,
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p. 41. de notre livre Sur les bases du groupe symétrique, 111), et cette base
est de premiére espece et du genre 1, puisque les deux substitutions S
et 7' ne sont pas semblables. D’autre part, quel que soit le nombre impair
n > 5, les deux substitutions § = (12...n), T = (12 3) constituent
une base du groupe UA,, d’aprés la proposition 2, p. 12, de notre livre
Sur les bases du groupe syméirique, 12), et cette base est également de
premiére espece et du genre 1, puisque les deux substitutions § et T
ne sont pas semblables. La proposition 8 est donc démontrée.

Proposition 9. Quel que soit I’entier n» > 4, le groupe U, posséde
des bases de premiére espéce et du genre 2.

Démonstration. Supposons d’abord que n est pair > 4. Soit 8 =
l12...n—2n—1), T=(12...n —2n). Montrons que ces deux
substitutions constituent une base de premiére espéce et de genre 2 de
N,.. En effet, on a 8T-1 = (1nn — 1). La substitution (1nn — 1)
engendre, avec S, le groupe U,, d’aprés la proposition 6, p.21—22,
Bases, I. Donc 8, 7T est aussi une base de UA,. Et cette base est de
premiére espéce et de genre 2 puisque la substitution R = (n — 1n) de
S, — A, est du second ordre et telle que RSR1=T7T.

Supposons maintenant que n est impair > 5. Posons alors § =
12..n —2n—1n), T=(12...n —2nn — 1) et montrons que
les deux substitutions S et 7' constituent une base de premiere espece et
de genre 2 de U,,. En effet, on a ST-1= (1nn — 1) et cette derniére
substitution forme avec S une base de ¥, , d’apreés la proposition 5, p. 20,
Bases, I. Donc 8, T est aussi une base de U, et cette base est de pre-
miére espeéce et de genre 2, puisque la substitution R = (n — 1n) de
S, — U, est du second ordre et transforme S en 7. La proposition 9
est donc démontrée.

Proposition 10. Quel que soit 'entier » > 4, le groupe U, possede
des bases de seconde espece.

Démonstration. Soit d’abord » un nombre pair > 4. Posons 8§ =
12..n—2n—-1), T=(12...n —4n — 2n — 3 n). Montrons que
S, T est une base de seconde espéce du groupe U,. En effet, on vérifie
aisément que 8,7 est une basede W,,si n = 4, 6 ou 8. Et, si n > 10,
ona ST1= (Inn—2n— 3n—1) et cette substitution forme avec S
une base de U,,, d’apreés la proposition 25, p. 55, Bases, I. Donc S,T est

1) Librairie Vuibert, Paris 1948 (ouvrage que nous citerons sous ’abréviation Bases, II.
2) Librairie Vuibert, Paris 1946 (Bases, I).
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une base de U, et cette base est de seconde espéce quel que soit n > 4,
puisque la substitution R = (n — 3n — 2)(n — 1n) de A, est du se-
cond ordre et transforme S en 7.

Supposons maintenant que n est impair > 5. Posons §=(1 2...n), T=
(12...n—4n—2n—3 nn—1). Montrons que S,7 est une base de se-
conde espéce de U,,. En effet, on a ST = (n—1nn—2n—4n—3) et
cette derniére substitution forme avec § une base de U,, comme on le
vérifie sans peine pour n = 5 et 7 et comme cela résulte de la proposi-
tion 23, p. 53, Bases I, pour » > 9. Donc S,7T est également une base
de A, et cette base est de seconde espéce puisque la substitution du
second ordre R = (n—3n—2)(n—1n) du groupe A, transforme S en
T. La proposition 10 est donc démontrée.

Les bases des groupes U,, A, A, et A,

Notations. Soit B = (8,7T) une base de N,,, formée des deux substi-
tutions S et 7T, et soit R une substitution quelconque de A,. Posons
8’ = RSR-!, T'= RTR, B'=(8',T') = RBR'. Comme on sait,
B’ est aussi une base de %, les deux bases B et B’ sont dépendantes et
la base B’ est la transformée de la base B par la substitution R de U,,.

Définition 3. Soit N un entier positif et soient B,, B,,..., By des
bases du groupe UA,. Nous dirons que ces bases constituent un systéme
complet de représentants indépendants des bases de U, si quels que soient
les indices 7 et § (1 < ¢<j < N), il n’existe aucune substitution R de
A,, telle que RB,R~' = B, (ce qui veut dire que les bases B; et B;sont
indépendantes) et si, pour toute base B de U, , il existe un indice ¢
(1 <7 < N) et une substitution R de U,, tels que B = RB,R™!.

Nous donnerons maintenant des critéres permettant de reconnaitre
toutes les bases des groupes U,, A, g et A, et nous indiquerons, pour
chacun de ces groupes, un systéme complet de représentants indépendants
des bases de ce groupe.

Types des substitutions du groupe A, . Soient a,,a,,...,a, des entiers
positifs, tels que a, >a, >--->a, > 2 etque a;, + a,+---+0a, < n,
et soit § une substitution du groupe %U,. Nous dirons que la substitution

S est dutype a,.a,..... a, siellecomprend au total k cycles d’ordre >1
et si on peut ranger ces cycles en une suite C,, C,,..., C,, telle que le
cycle C, est d’ordre a,, quel que soit ¢ =1, 2,..., k. Nous désignerons

par 1 la substitution identique du groupe UA,.
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Type d’un couple de substitutions de NA,. Soit S,7T un couple de sub-
stitutions de U,. Nous dirons que le couple S,7 est du type (a,.a,. ...
. Qy, G0y, ... .0y) sil'une des substitutions S, 7T est du type a,.a,. ...
. a; et si autre est du type a;.a,. ... .a.

Remarque 2. Quel que soit 'entier n > 4, toutes les bases de pre-
miere espéce et du genre 1 de méme que toutes les bases de seconde
espéce se répartissent en couples S,7 et S’,7’, tels qu’il existe, pour
chacun de ces couples, une substitution R de S, — W, satisfaisant les
relations RSR'= 8, RTR'= T'. Cette remarque est vraie aussi
pour les systémes de représentants indépendants des bases du groupe U,,.

Remarque 3. Quelle que soit la base S,T de premiere espece et de
genre 2 ou de seconde espéce du groupe U, et quelle que soit la relation
de la forme f(S,7) = 1, ou f désigne une composition finie déterminée
de S et de 7, on a aussi la relation f(7,8)=1.

Remarque 4. Dans les tableaux des représentants indépendants des
bases des groupes A, (¢ = 4,5, 6et 7), nous indiquons pour chaque
base S,7 de premiére espéce et du genre 2 ainsi que pour chaque base
de seconde espeécé, la substitution R de S,, telle que R?2=1 et que
RSR=T.

Groupe U,

Le groupe U, se compose de 8 substitutions du type 3, de 3 substitu-
tions du type 2.2 et de la substitution identique. Il possede des bases de
deux types: (3,3) et (3,2.2). Les deux critéres suivants permettent de
discerner toutes les bases du groupe %U,.

1. La condition nécessaire et suffisante pour que deux substitutions
8,7 du type 3 constituent une base de U,, c’est qu’elles soient con-
nexes 3).

2. Tout couple de substitutions du type (3,2.2) constitue une base
de UA,.

Le groupe A, posséde en tout 48 bases. 36 de ces bases sont de pre-
miére espéce (il y en a 24 du genre 1 et 12 du genre 2) et 12 sont de se-
conde espéce. Il existe 5 représentants indépendants de ces bases, dont 3
sont de premiére espéce (2 du genre 1 et 1 du genre 2) et 2 sont de seconde
espéce.

8) Voir définition 1, p. 133, Bases, I.
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Systéme de représentants indépendants des bases du groupe %,

Bases de premiére espéce et du genre 1
Bases du type (3, 2.2)

S T S’ /4

123) |(12)@34)] 1) 132 |(12@34)]| 2

Bases de premiére espéce et du genre 2
Bases du type (3, 3)

S T R

123) (124) (3 4) 3)

Bases de seconde espéce

Bases du type (3, 3)

S | T R S’ i R’

123)|(142) |12 @34)| 4) (132)|(124)|(12)@34)| 5)

La base 2) est la transformée de la base 1) par la substitution (1 2)
et, de méme, la base 5) est la transformée de la base 4) par (1 2).

Nombre de bases du groupe U,

Nombre de représentants
N,O mbre de bases Nombre total de indépendants des bases
d’un type donné . >
Type Nombre total qui sont de représentants d’un type donné
de 3{)1;% de bases d’un indépendants qui sont de
type donné — des bases d’un -
premiére espéce | 2me type donné premiére espece | 2me ]
genre 1 | genre 2| espéce genre 1 | genre 2 | espéce
(3,3) 24 — | 12 | 12 3 — 1| 2
(3,2.2) 24 24 — — 2 2 — —
Totaux 48 24 12 12 5 2 1 2

Remarque 5. Deux substitutions du type 3 de U, ne sont pas toujours
connexes, mais, si elles sont connexes, elles constitutent toujours une
base de A,. Tout couple de substitutions du type (3,2.2) de UA, est con-
nexe et il constitue toujours une base de 9U,. La condition nécessaire et
suffisante pour que deux substitutions §,7 de U, constituent une base
de ce groupe, c’est qu’elles soient connexes.
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Groupe U,

Le groupe U; se compose de 24 substitutions du type 5, 20 substitu-
tions du type 3, 15 substitutions du type 2.2 et de la substitution 1 ; il
posséde des bases des cinq types suivants : (5,5), (5,3), (5,2.2), (3,3) et
(3,2.2). Les critéres suivants permettent de discerner toutes les bases du
groupe UAs.

1. La condition nécessaire et suffisante pour que deux substitutions
S,T du type 5 de A; constituent une base de ce groupe, c’est que 7' #
8t i=1,2,3,4.

2. Toute substitution S du type 5 de U; forme avec toute substitu-
tion T du type 3 de U; une base du groupe U;.

3. Quelle que soit la substitution S=(a,a,a,a,a;) du type 5 de U, la
condition nécessaire et suffisante pour que § forme avec une substitution
T du type 2.2 de A; une base de A;, c’est que T #Si(a,a,)(a;a;) S,
i=1,2,3,4,5.

4. La condition nécessaire et suffisante pour qu’un couple S§,7 de
substitutions de A; de 'un des deux types (5,3) ou (3,2.2) constitue une
base du groupe s, c’est que les substitutions S et 7' soient connexes.

Le groupe U; posséde au total 1140 bases, dont 960 sont de premiére
espéce (840 du genre 1 et 120 du genre 2) et 180 sont de seconde espéce.
I1 existe 22 représentants indépendants de ces bases, dont 16 sont de
premiére espéce (14 du genre 1 et 2 du genre 2) et 6 sont de seconde
espece.

Systéme de représentants indépendants des bases du groupe U,
Bases de premiére espéce et du genre 1

" Bases du type (5, 3)

S T S’ i
(12345 | 123 | 1) (13452) | (123) | 5)
(12345 | (132 | 2 13452 | 132 | 6
(12345 | (124 | 3 13452 | 124 | 7
(12345) | (142 | 4 (13452 | (142 | 8)
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Bases du type (5,2.2)

S T 8 T
(12345) |12 34| 9 (13452) [(12)(34)
(12345) |(13)(24)] 10) (13452 |(14)(23)

Bases du type (3,2.2)
S T S P
123) |(14)@25)| 13) 123 |[(@15) (24

11)
12)

14)

Les bases 5), 6), 7), 8), 11), 12) sont respectivement les transformées
des bases 1), 2), 3), 4), 9), 10) par la substitution (1 2) et la base 14) est
la transformée de la base 13) par la substitution (4 5).

Bases de premiére espéce et du genre 2
Bases du type (5, 5)

S T | R
(12345) | (12354) (4 5) 15)
(12345) | (14532) (13) 16)
Bases de seconde espéce
Bases du type (5, 5)
S T R
(12345) | 13425) {(14)(35)] 17)
(12345) | (15243) |(15)(34)] 18)
S’ i R
(13452) | (15234) [(24)(35)| 19)
(13452) (14325) |(25)(34)| 20)
Bases du type (3, 3)
S P R S’ T’ R’
(123){(145)](24)(35)| 21) (12 3)[{(154)](25) (3 4)

22)

Les bases 19) et 20) sont respectivement les transformées des bases 17)
et 18) par la substitution (1 2) et la base 22) est la transformée de la
base 21) par la substitution (4 5).
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Nombre de bases du groupe ;.

Nombre de représentants
g?g?;p%edngg Nombre total indéx,)eudants des b’ases
Tvpe Nombre total qui sont de de représentants d’un type donné
de 1>Ia),se de bases d’'un indépendants qui sont de
type donné " N des bases d'un -
premiére espéce | 9me type donné premiére espéce | 2me
genre 1| genre 2 espéce genre 1 | genre 2 espéce
(5,5) 240 — | 120 | 120 6 — 2 4
(5,3) 480 480 | — | — 8 8 | — | —
(5,2.2) 240 240 | — | — 4 4| — | —
(3,3) 60 — | — 1| 60 2 — | = P,
(3,2.2) 120 120 — | — 9 - N [ -
Totaux 1140 840 | 120 | 180 22 14 2 6

Remarque 6. Tout couple S,7T desubstitutions du type (5,3) de UA; sont
connexes et constituent une base de ;. Sile couple 8,7 est de I'un des
types (5,5) ou (5,2.2), les substitutions S et 7' sont toujours connexes,
mais elles ne constituent pas toujours une base de ;. Enfin, si le couple
S,T est de I'un des types (3,3) ou (3,2.2) S et T ne sont pas toujours
connexes, mais, si elles sont connexes, elles constituent toujours une base

de UA;.

Groupe A,

Le groupe U, comprend 144 substitutions du type 5, 90 substitutions
du type 4.2, 40 substitutions du type 3.3, 45 substitutions du type 2.2,
40 substitutions du type 3 et la substitution identique.

Le groupe g posséde des bases des dix types suivants : (5,5), (5,4.2),
(5,3.3), (5,3), (5,2.2), (4.2,4.2), (4.2,3.3), (4.2,3), (4.2,2.2) et (3.3,2.2).

Les critéres suivants permettent de discerner toutes les bases de .

1. La condition nécessaire et suffisante pour que deux substitutions
S,T du type 5 de U constituent une base de ce groupe, c’est qu’elles
soient connexes et que, a,a,a,a,a;a0; désignant une permutation des
nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6, telle que 8§ = (a,a,0,a,a;), on ait T =
St(a,a,aa3a,) 8%, 1=1,2,3,4,5, j=1,2,3,4.

2. Toute substitution S du type 5 de W forme avec toute substitution
du type 4.2 de U, une base du groupe Us.

3. La condition nécessaire et suffisante pour qu’une substitution
S = (a,0,a,;)(asa50s) du type 3.3 de Uy forme avec une substitution 7'
du type 5 de W une base du groupe U, c’est que 7'= RUR-Y, ou U
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est l'une des quatre substitutions (a,a,a5a,a;), (a,a,a,0a;a;),
(aa5a50a5a,), (a,a,a5a,a,) et R est 'une des 18 substitutions du groupe
S qui transforment la substitution § en elle-méme.

4. La condition nécessaire et suffisante pour qu’une substitution
S = (a,a,a,a,a;) du type 5 de U, forme avec une substitution 7' du
type 2.2 de Ug une base du groupe U, c’est que S et T soient connexes
et que, ag désignant le nombre de la suite 1, 2, 3, 4, 5, 6 qui n’est pas
permuté par S, on ait T # StUS~%, ou U est I'une des deux substitu-
tions (a,a,) (a,aq), (a,a,)(a,ae) et ¢ =1,2,3,4,5.

5. Si 8,7 est un couple de substitutions de g, de 'un des types
(4.2,4.2), (4.2,3.3), (4.2,3) ou (4.2,2.2), la condition nécessaire
et suffisante pour que les deux substitutions S et 7' constituent une base
du groupe g, c’est qu’elles soient connexes et primitives.

6. Si S,T est un couple de substitutions de Uy de I’'un des types (5,3)
ou (3.3,3), la condition nécessaire et suffisante pour que 8,7 soit une
base de g, c’est que les substitutions S et 7' soient connexes.

Le groupe U, posséde au total 38 160 bases, dont 36 000 sont de pre-
miére espece (35 280 du genre 1 et 720 du genre 2) et 2160 sont de seconde
espece. Il existe 112 représentants indépendants de ces bases, dont 100
sont de premiére espéce (98 du genre 1 et 2 du genre 2) et 12 sont de
seconde espece.

Systéme de représentants indépendants des bases du groupe A,

Bases de premiére espéce et du genre 1
Bases du type (5,5)

S T S’ T R
(12345) | (12463) | (12345) | 12536) | (3564)
(12345) | (13264) | (12345) | (13256) [ (23)(456)
(12345) | (13426) | (12345) | (14236) | (243)(56)
(12345) | (13642) | (12345) | (152486) | (2563)
(12345) | (12364 | 13452 | (13642 | (12
(12345) | (12643) | (13452 | 1643