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Proprieta tangenziali delle superficie continue

di L. CesArI, Bologna

In precedenti lavori, in relazione al problema della quadratura delle
superficie, ho dimostrato numerose proprietd geometriche delle superficie
continue in forma parametrica di area finita secondo Lebesgue!). E’ ben
noto che esistono superficie continue che, pur avendo area finita secondo
Lebesgue, non hanno piano tangente in nessun punto?). Tuttavia io ho
dimostrato che ogni superficie continua di area finita secondo Lebesgue
possiede quasi ovunque piano ‘“‘quasi tangente,, e presenta, pure quasi
ovunque, notevoli proprieta locali che mettono in luce, almeno in senso
statistico, che I’elemento infinitesimo generico, se effettivamente a due
dimensioni, &, in sostanza, quasi ovunque, piano3).

Scopo della presente nota & di dimostrare nuove proprieta locali delle
superficie continue. Avro occasione, in un lavoro successivo, di utilizzare

tali proprieta in questioni riguardanti la nozione di integrale sopra una
superficie.

§ 1. Generalita sulle superficie continue
1° — Sia 8 una superficie continua e sia
8: & =x(u,v), y=yu,), z=2(,), (w,)eQ=(0,1,0,1), (1)

una sua rappresentazione sul quadrato chiuso @ = (0,1,0,1) del
piano cartesiano (orientato) uv. Ad ogni punto P = (u,v) di Q le (1)
fanno corrispondere un punto R = (x, y, z) dello spazio zyz che di-

1) L. Cesari, a) Sulla quadratura delle superficie in forma parametrica, Boll.
U. M. I. Ser. I, Anno IV (1942), pp. 109—117; b) Caratterizzazio ne analitica delle
superficie continue di area finita secondo Lebesgue; Annali Scuola Norm. Sup.
Pisa, Ser. II, vol. X (1941), pp. 2563—294, XTI (1942), pp. 1—42; c¢) Sui fondamenti
geometrici dell'integrale classico perlarea delle superficie in forma para-
metrica, Mem. Accad. Italia, Vol. XIII (1942), pp. 1323—1483; d) Una uguaglianza
fondamentale per l'area delle superficie, Mem. Accad. Italia, Vol. XIV (1943),
Pp. 891—954.

%) 8. Saks, On the surfaces without tangent planes, Annals of Mathematics,
Ser. IT, Vol. 34 (1933), pp. 114—124.

%) loc. cit. in 1, c), pag. 1470, 1479.
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remo S(P), immagine del punto P. Indicheremo con S anche I'insieme
dei punti dello spazio xyz occupato dalla superficie S. L’insieme § &
limitato e chiuso. Esiste pertanto un cubo K dello spazio xyz a spigoli
paralleli agli assi x, y,2, contenente interamente nel suo interno I'in-
sieme 8. Siano K,, K,, K, i quadrati dei piani coordinati (y, z), (2, ),
(z, y) nei quali il cubo K si proietta ortogonalmente.

Se R=(z,y,2) & un punto di S, ogni punto di @ la cui immagine
coincide con R verra detto un modello del punto R. Diremo S-1(R) l’in-
sieme dei modelli del punto E.

Per ogni numero reale o < 6 < V2, diciamo w(d) il massimo dei
valori assunti dall’espressione

{[x(w,v) — 2 (@, o") P+ [y (w,v) —y (', 0") ] + [2(u,0) — 2 (w/,0") ] }% (2)
per tutte le coppie (u, v) e (u/, v’) di punti di @ tali che
[(w —u')? + (v — v’)z]%< .

La funzione w(d8) € continua e tende a zero quando ¢ — 0. La funzione
w(0) dicesi il modulo dv continuita della rappresentazione (1) della super-
ficie S. Se I ¢ un insieme di punti di @ diciamo #(I) l’estremo superiore
dei valori assunti dall’espressione (2) per tutte le coppie (u, v), (u’, v’) di
puntidi /. Il numero #(I) dicesi 'oscillazione della rappresentazione (1)
della superficie S sull’insieme 7.

Se I e I indicano rispettivamente la chiusura e la frontiera di un in-
sieme I e 8(I) il diametro di I, si ha, per ogni insieme I di punti di @,

n(I*) <n(l) =) < w[s()] .

Diciamo L(8S) I’area secondo Lebesgue della superficie S. Considereremo
inoltre le tre trasformazioni piane continue

D,: y=vyu,v), z = z(u, ),
G,: z=z(u,0) , a=aw0v), (@°v)Q, (3)
D,: x=2z(u,v), y=y(u,v),

e siano Y(y,z;9,), P, z;DP,), Plx,y; D) le relative funziom
caratteristiche (*) e

WD) =ffP=,y;P)dedy, r=1,2,3,
Ky

1) loc. cit. in la, b,c. Per la definizione di funzione caratteristica cfr. nota 5.



le variazioni totali delle trasformazioni @,. In precedenti lavori (%)
ho gia introdotto le nozioni di trasformazione piana @ a variazione
limitata e assolutamente continua. In particolare ricordo qui che @, &
a variazione limitata se e soltanto se W(®,) < + oo, r=1,2,3.
Ho poi dimostrato il seguente

Teorema A. Condizione necessaria e sufficiente affinché la superficie
continua S abbia area finita secondo Lebesgue é che le tre trasformazions
piane D,, P,, P; siano a variazione hmitata. Inoltre, per ogni superficie
continua, st ha

W(®P,) < L(S) < W(Dy) + W(D,) + W(D,) , r=1,2,3.

§ 2. Le funzioni T (r) e G(r)

2% — Sia 8 una superficie continua, sia @ il quadrato chiuso (0, 1, 0, 1)
del piano cartesiano orientato uwv, sia

S: x=x(u,v), y:y(u:v) ’ Z——_-—Z(’ll,,’l)), (u,v)eQ, (1)

una rappresentazione della superficie S su e siano @,, @,, D, le relative
trasformazioni piane. Sia 7 una regione di Jordan di e sia r* la curva
continua, semplice e chiusa costituente il contorno di r. Essendo fissato
sul piano v il verso positivo delle rotazioni, la curva r* risulta natural-
mente orientata. Sia C la curva continua chiusa ed orientata immagine
di r* secondo le (1) e siano C,, C,, C, le tre curve piane, chiuse ed orien-
tate immagini di 7* secondo le trasformazioni @,, @,, @,. I piani coordi-
nati yz, zx, xy sono orientati e quindi anche su di essi é fissato il verso
positivo delle rotazioni. Pertanto sono definiti sui piani coordinati gli
indici di Kronecker O(y,z, C,), O(z,z,Cy), O(x,y,C,) relativi alle
curve C,, C,, C;. Poniamo

()= ifO(y,Z;Ul)dydz, by (r)=|7,(r)], 91(7')=£J'|0(y,z;01)ldydz

ed analoga definizione abbiano 7T,(r), £3(r), g2(r), T5(r), t5(r), gs(r)
relativamente alle curve C,, C; ed ai piani zz, xzy. Sia inoltre

b(r) = [7i(r) + 75(r) + 73(7‘)]%, g(r) = [gi(r) + g3(r) + g5 (T)]% .

Manifestamente
b (r) < g (r), s=1,2,3, t(r) <g(r).



Sia [r;,7=1,2,..., n] una qualsivoglia suddivisione di @ in regioni
di Jordan e siano C; le curve continue e chiuse, immagini secondo le
(1) delle curve continue e chiuse r¥ costituenti la frontiera di r, e
Cu, r=1,2,3,¢=1,2,...,n, le proiezioni delle curve C; sui piani
coordinati. Poniamo

T(S) = extr.sup. X' ¢(r;) , G(8) = extr.sup. Zg(r,) (4)

i=1 i=1
per tutte le possibili suddivisioni [r;] di @ in regioni di Jordan ed analo-
n n
gamente 71'(®,) = extr.sup. 2'¢.(r;) , G(D,) = extr.sup. X ¢,(r,)®) .
i=1 i=1

Sia 7 una regione di Jordan di e consideriamo la superficie definita
dalle (1) sulla regione chiusa di Jordan 7 che si ottiene da r aggiungendovi
i punti della frontiera r* di r. Anche per questa superficie potremo defi-
nire le quantita (4) che indicheremo con 7'(r) e G(r). Cosi diremo L(r)
Parea secondo Lebesgue di tale superficie. In modo analogo definiremo le
quantitd T,(r), G,(r) analoghe alle 7'(®,) e G(D,), s=1,2,3.

Io ho dimostrato il seguente assai riposto

Teorema B 8). Per ogni superficie S dv area finita secondo Lebesgue
81 ha
TS)=a(8)=L(S) .

Valgono inoltre i seguenti :

Lemma I°7). Ser éuna regione di Jordan di Q e [r;, s =1,2,...,n]
una suddivisione dv r in regioni di Jordan, allora

L) =ZL(r) .

i=1
Lemma II°8). Per ogni superficie continua S si ha :

[L*(Dy) + L*(P) + L*(Dy) |* < L(S) < L(Py) + L(Dy) + L(Ps) -

5) loe. cit. in 1a), 1¢), pag. 1375. Ricordiamo inoltre che, per ogni (z,y) di K, @
n .
W(z,y, D) = extr. sup. ¥ |0 (x,y; Cpy)| per tutte le possibili suddivisioni r; di 4 10
t=1

regioni di Jordan. Analogamente ¥ (z,y ; ®,), ¥(x,y; P;) .

%) loc. cit. in lec), pag. 1451, 1d), pag. 892.
) loc. cit. in le¢), pag. 1375.
8) loc. cit. in le), pag. 1379.



Teorema C (di approssimazione)?). Sia S una superficie continua
di area finita secondo Lebesgue; sia la (1) una sua rappresentazione e
siano D,, P,, D, le relative trasformazioni piane. Ad ogni numero >0
arbitrario si pud far corrispondere un gruppo di poligoni semplici [=,,
i=1,2,...,n], interni a Q, a due a due senza punti interni in comune,
tali che,se Cy;, r=1,2,3, ¢t =1,2,...,n, sono le curve piane continue
e chiuse immagini delle poligonali m¥ costituenti la periferia di m; rispetto
alle trasformazioni @, , risulta

n
l201i1<8a 72132’3’ 77(7%')<8» 7":1:2”--’”’:
t=1

Et(%1)>T(S)-—6, Etr(ni)>T(¢'r)—_6: T=1’2:33
t=1

i—1
Eg(ni)>G(S)_‘8) Egr(nz‘)>G(@'r)—-8: r=1,2,3.
i=1 1=1

§ 3. I Jacobiani generalizzate

3° — Consideriamo la trasformazione piana continua
;. r==x(u,v), y = y(u,v) , (u,v)e@Q = (0,1,0,1),

e sia K un quadrato del piano xy contenente nel suo interno I'insieme
?(@). Sia P = (u,v) un punto interno a @, sia ¢ un quadrato a lati
paralleli agli assi wv contenente P e sia d(¢g) il diametro di ¢. Se esiste il
limite
lim Ty =J(u,v) ,
sw~o 19|

si dice J(u, v) il Jacobiano generalizzato (assoluto) della trasformazione
® nel punto P = (u,v). Io ho dimostrato altrovel®) che, se @ & una
trasformazione a variazione limitata, J(u,v) esiste quasi ovunque in @
€ rappresenta una funzione quasi continua ed integrabile L in Q.

Sia di nuovo P = (u,v) un punto interno a @, sia ¢ un quadrato a
lati paralleli agli assi u e v contenente P e sia & = 6(g) il diametro di q.
Sia [z, ¢ =1,2,...,n] un qualsiasi gruppo di poligoni semplici com-

%) loc. cit. in 1c), pag. 1376.
19) loc. cit. in 1a) e lc), pag. 1419.



pletamente interni a ¢ a due a due senza punti interni in comune. Siano
¢;,,t=1,2,....,n, le curve continue e chiuse immagini delle poligo-
nali #;. Poniamo :

1 n 1 n
m=—rr \El. E= Zo, u=p|r0—Zem).
lql 1 l l =1

Diremo talvolta che i numeri m, u sono gli éndici del gruppo di poligoni
[;] interni a ¢. In forza del teorema C, esistono quanti si vogliano gruppi
di poligoni [,] verificanti le condizioni dette e per i quali m, u sono
piu piccoli di una qualsiasi quantitd prefissata.

Se esiste finito il limite

Jim —I—é—liér(n,-) —H@,v) ,

m; >0
7

si dice H (u,v) il Jacobiano generalizzato (relativo) della trasformazione
@ nel punto P = (u, v). Io ho dimostrato!?) che, se @ é una trasforma-
zione a variazione limitata, H(u, v) esiste quasi ovunque in @, rappresenta
una funzione quasi continua e integrabile L in @ e, posto H(u,v) =
e(u,v)J (u, v), risulta e(u,v) =41, quasi ovunque in e quindi, pure
quasi ovunque in @, |H(u,v)| = J(u,v).

Ho gia dimostrato il seguente

Teorema D. Se la superficie S ha area finita secondo Lebesgue, allora le
tre trasformaziont piane @,, Dy, B, sono a variazione limitata e dotate quast
ovunque in Q di Jacobiani generalizzaty J,.(uw,v), r =1, 2, 3. Queste fun-
ziont sono integrabili L in Q e inoltre, posto

D(u,v) = [T, 0) + T3, v) + Ti(u, v)JF
st ha
L(8) = ff D(u,v)dudv .
¢
Condizione necessaria e sufficiente affinché in questa relazione valga il segno

= & che le trasformazioni piane @,, @, P, siano assolutamente continue.

Per quanto si e visto sopra, quasi ovunque in @ & anche

D(u,v) = [H:(u, v) + Hi(u, v) + Hi(u, 0)]F .

11) Joec. cit. in 1lc¢), pag. 1432.



— E’ noto il seguente

Lemma ITI 22). Se Oxyz, O&n sono due terne ugualmente orientate
di asst cartesiant ortogonali, se C é una curva continua, chiusa, orientata
e rettificabile, se C,,, C,,, C,., C’g,?, Cpes Cpz somo le curve piane che
st ottengono proiettando C sur piamv coordinaty xy, yz, zx, &y, n¢, L&,

8¢e
+

8

+ oo 400 + 00

= | | O(,y;C)dxdy, v,,= | | O(y,2,C,,) dydz,
+ 00 400 + o +o0
T,, = £__f Oz, z, C,,) dzdz, 7, = _‘L _L O(&,n; Ce,) dédn,
+ 00 +oo 4+ +oo
tq; = "‘ j‘ O(n)C’C'yzg) d")dc ’ ng = j‘ J O(C; 5, O;g) dCdés
allora
Tgy = CO8 2(- 7y, + co8 YL 7,, + cos 2{- 7,y
Ty = cOS T&-7,, - cos y&-7,, + cosz&-7,,
Ty = COS T7)- Ty, + COS Y- T,, + COS 27Ty
e quinds

2 2 2 2 2 2
Tg’? + T"?Q + 1’—§§= T:vy + Tyz+ Tz

§ 4. Proprietd tangenziali delle superficie continue

5° — Sia S una superficie continua, siano Ozyz, O&n{ due terne di
assi cartesiani ortogonali. Siano

8:z=2zu,v), y=1yu,v), 2 =2(u,v), (u,v)e@Q =(0,1,0,1), (5)
S: f ::E(u,v)s n =77(u,'v), C= C(u,'v), (u,’v)eQE(O,l,O, 1)’ (6)

due qualsiasi rappresentazioni della superficie S sul quadrato fondamen-
tale @ nelle quali una volta & considerata la S come appartenente allo
Spazio xyz e una volta allo spazio &7{. Si noti che da ogni rappresenta-
zione (5) se ne pud ottenere una (6) mediante le formule di trasforma-
zione :

=@+ oy + 532

N =0y T + Xaa Y + Xa32 (M)

=05 &+ g2y + X332

12) loc. cit. in lc), pag. 1463,



ove

0y = cos x &, %g =co8y &, 03 = cCO82 &,
Kgy = COS X7, Kgg = COS Y 7, Xgg = COS 27,
Gy = CO8 T ( , Kgg = cOS Y { , Kgg = CO8 2 (.

Come & noto ’'area L(S) secondo Lebesgue ¢ indipendente dalla dire-
zione degli assi.

Fissate due rappresentazioni (5) e (6) della superficie S, legate dalle
relazioni (7), siano @,, @,, D, e D, D,, P, le trasformazioni piane rela-
tive alle due rappresentazioni della superficie S.

Siano J,(u,v), H.(u,v), r=1,2,3, 1 Jacobiani assoluti e relativi
delle trasformazioni @,, e siano J.(u,v), H(w,v), r =1,2,3, quelli
relativi alle trasformazioni @]. Se la superficie 8 ha area finita secondo
Lebesgue, allora tutte le trasformazioni @,, (D; ,r=1,2,3, sono a varia-
zione limitata e gli Jacobianni J,, H,, J,, H, esistono quasi ovunque in Q.
Adopreremo talvolta anche le notazioni

Ji(u,v) =J,,(u,v), Jo(u, v) = J,,(u, v), J3(’“’7v)=']acy(u"v)
ed analogamente

Hy(u,v)=H,,(u,v),..., Jy(u,v)=J, (w,v),... H(u,v)=H, (u,0)....

Siano inoltre 7, ¢, g, T, G ecc. le solite funzioni relative alla rappresen-
tazione (5) e 7/, t’, ¢/, T', G’ ecc. quelle relative alla rappresentazione
(6). Anche qui si noti che al posto di ,,, 7,,, 7., €cc. scriveremo
talvolta 7,, 7,, 74, ecc. Si noti inoltre (teor. B) che
TS)=GNS)=L8)=T'(8)=aG'(S) .

Vale il seguente

Teorema I. Se S é una superficie di area finita secondo Lebesgue, se
Oxzyz, O&n somo due terne cartesiane ortogonali ugualmente orientate,
se (5) e (6) sono due qualunque rappresentazioni della superficie S legate
dalle relazions (7), allora quasi ovunque in Q esistono finiti © Jacobians rela-
tivi delle trasformazioni @,, @), r=1,2, 3, e, quasi ovunque in Q, si ha

Hg,(u,v)=cosx {-H,,(u,v)+cos y {-H,,(w, v)+cos x {-H,y(u, v)
H,(w,v)=cos x §&-H,,(w, v)+cos y - H,, (w, v)+cos z §-H,y(u, v) (8)
He e (u,v)=cos xn-H,,(w, v)+cos y n-H,,(u, v)+cos zn-H,y(u, v)

e quindi HE + Hl,+ HYf = H}, + H,+ H?, . (9)



Osservazione. Nelle condizioni del teorema I, se le trasformazioni @,,
r=1,2,3, sono assolutamente continue, anche le trasformazioni @:,
r=1,2,3, lo sono. Infatti, se le trasformazioni @,, r =1, 2, 3, sono
assolutamente continue, allora (§ 3, Teorema D

LS)= | § [H} + H:+ H: dudv
Q
e quindi anche (teorema I)
L(S) = [§ [H?+ H? + H dudv .
Q

Ne segue allora (§ 3, Teorema D) che le trasformazioni @], r =1, 2, 3,
sono assolutamente continue.

69 — Dimostrazione del teorema 1.

Sia §,, p=1, 2,..., una successione di superficie poliedriche tali che
IimS§, =48, lim L(S,) = L(S) (10)
P> p >0
e siano
S, x=x,(u,v), y=y,(u,v), z=2,(u,v), (w,v)e@, p=1,2,..., (11)

rappresentazioni tali delle superficie S, che, uniformemente in @, si abbia
lim z,(u, v) =x(u, v), limy,(«,v)=y(u,v), limz, (v, v)=2(u,v) ,
P> p—>© p—>

e ad ogni segmento (poligonale) di @ corrisponda, su ogni superficie S,
una poligonale. Siano @,., r = 1, 2, 3, le trasformazioni piane relative
alle superficie S, e agli assi z,y,2. Le (11) definiscono attraverso le (7) le
funzioni &,(w, v), 7,(%,v), {,(u,v) e quindile nuove rappresentazioni.

S?: §=Ep(u3v)a 7]=77p(u’v): C= Cp(u’ ?)), (u> ’U)GQ, p= 1:29'-°,

della superficie S , negli assi &,7, {.
Uniformemente in @ si ha

lim & (u, v)=&(u, v), lim 9,(u,v)=7nu,v), lim {, (v, v)=_(u,v),
P—> o0 pP—> 0 p—>®

e inoltre, posto

0, = max {[z(u,v) — z,(u,v) ]2+ [y(u, v) — y,(u,v) ]+

(u, ) + [2(u, v) — z,(u, v)]z}% ’
8, = max {[&,(u, v) — &,(u, )] + [n(w, v) — 7, (x, v)]2+ 3
(4,0) + [, v) — C,(u, v)]2}2



risulta

6,—_—6;, p=1,2,..., pljiap=pljinw6;==0 .
Siano (D;,, r=1,2,3, p=1,2,..., le trasformazioni piane relative

alla superficie S, e agli assi £ (. Dalle (10) e dall’invarianza dalla dire-
zione degli assi della nozione di area secondo Lebesgue, segue, in forza
di un mio precedente risultato??),

lim L(®,,) = L(®,) , lmL(P,,) =L(P), r=1,2,3,

p—>00 P—>o
e quindi

lim W(®,,) = W(D,) , lmW(@.,)=W@®), r=1,2,3.

p—> o0 p—>o0

Ne consegue che le funzioni

V(x,y; D), P, y;Py), PE,n;9), PE n;P,),
r=1,2,3, p=1,2,...

sono equi-assolutamente integrabililt).

Sia Py = (uyv,) un punto interno a @ nel quale esistano i Jacobiani
H,(w,v), H(u,v), r=1,2,3. Sia ¢>0 un numero arbitrario e
sia >0 un altro numero tale che, per ogni quadrato ¢ di centro P
contenuto in @ a lati paralleli agli assi «, v, e di diametro <y, per
ogni gruppo [=;,, ¢+=1,2,...,%] di poligoni semplici di ¢, a due a
due senza punti interni in comune e tali che

n 1 n
l IE |<)’ .E 20,-,;, m[T,(Q)-—gltr(ﬂi)]<y, ’r=1,2,3,

1=1

irll q
risulti

n
_E ( ) Hr(uo:”0)< 7'=l,2,3.

Sia 9’ Panalogo numero relativo agli Jacobiani H)(ug,v,), r = 1, 2, 3.
Fissiamo un quadrato g di diametro d<min[y,y’] e sia 7>0 un
numero tale che, per ogni insieme misurabile A cK,, r =1, 2, 3, oppure
hcK!, r=1,2,8, con |h|<7, gli integrali

£
3 b

13) L. Cesari, Sull’'area secondo Lebesgue delle superficie continue. Rendi-
conti Accademia dei Lincei, Ser. VIII, Vol. III (1947).

14) loc. cit. in 1lc), pag. 1348.
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fhf ¥(z,y;P,)dzdy , U Y(z,y;P,)dady ,

f,.f P, n; D) dédny jhj W&, n; BL) dEdn

r=1,2,3, p=1,2,..., siano tutti minori di ¢]q|/32. Sia infine
yo = min [z, y, y'].

In forza del teorema C esiste in ¢ un gruppo di poligoni semplici
[, 1 =1,2,..., n], a due a due senza punti interni in comune, per il
quale risulta

IEr|<70|Ql: Erzzlori’ IE;|<7’0|q|’ ET"=‘§0;$’ 1‘=1,2,3,

n n
Tr(Q)—'Ztr(ni)<7’OIQI’ T:(Q)—Et;(%,)<YOIQ|, T=1,2,3,
t=1

i=1

ove C,;,, Cl., r=1,2,8, i=1,2,...,n, sono le curve continue e

chiuse immagini delle poligonali =} rispetto alle trasformazioni @,, @, .

Per tale gruppo di poligoni risulta

1 n '
— 3 () — H, (6, v) <i, r=1,2,3,
lq| i=1 8
I, ’ i €
?:err(ni)“Hr(uo,'vo)|<"§“: r=1,2,3 . (12)
==

Sia 9>0 un numero tale che
(B |<| B, | +v<2t, |(E)|<|B.|+7<2v, r=1,23.

Sia p il pilt piccolo intero tale che per ogni p > p, risulti 8, = §, <p.
Se indichiamo con C®, C/¥), ¢=1,2,...,n, r=1,2,83, p=12...,
le curve piane e chiuse immagini delle poligonali ] rispetto alle tra-
sformazioni @,,, @, & chiaro che, per ogni p=>p le curve C{ sono
interamente contenute in (E,),, le curve C, sono interamente con-
tenute in (E,), e che, per ogni punto di K, — (E,),, rispettivamente
di K; — (B}),, risulta

O(x’ ¥ Ori) = O(x’ Y Cg’)), O(E’ UE 0:1) = O(Ss s C‘l”ém)s

r=1,2,3, p=p, t=1,2,...,n .

11



Se ne deduce, per ogni p=>7p ,

Elr m) — TP () | = :YII (x,y;C,)dedy — HOw y; OF) dedy|=
i=1 K,

t=1

=§Z‘ | J§f O(z.,y;C,)dady — j'_fO z,y; CP) dedy| <

i=1 (Ep)q

<ff =|0(,y; C,,)ldxdy—}—_”' EiOx y; C) | dedy <
)

(ret=1 Qzl

<[J ¥y @) dudy + [[ ¥le,ys @) dwdy < 4 2l = £ a3

(Br)g (Er)g

Analogamente si trova, per ogni p > P,

S |mm) =m0 @) | < e - (14)

Il
[

Vale l'identita

Hg_’n(uo, Vo) — [cos xl-H,,(uy,v)Fcosyl - H, (ug,v)+coszl-H,, (ug,v) |=

/ 1z 1 2 1 / 1
[Hgn (uo:'vo) ——'Tqbl_ z‘};. T§1; (nz)j; + ['I_I @T Tf’;y (7'6) — _I—*q_lh @‘-—‘:1 ngg)) (%z) } -
o ;COS xc Hﬂz(uO”UO) — _l_l_T{;g Tyz(nz‘) ]"l" COS?/C [ ¢ ] +COS ZC[ * ]:”—
1 n n
‘cos xl _|_Tz§1 rw(n,-)——“lél—: f(n,)]—{—cosy&‘[ ]—}—coszg[...];-i—

+———-§,‘; '(")(m)”‘[COSxC 1:“’)( )+ cosyl-t(n ,-)-|~COSZC'T§;I),,)(”£)]%:
=8 + 8+ 8+ 8 + 8 .

In forza del Lemma III si ha senz’altro s;=0. Dalle (12) segué
|s,|<e/8, |8| <3¢/8. Dalle (13) segue infine |s,| < /8, |8,|<3¢/8

In definitiva
lﬂén(uo’%)"“ [OOSLL‘C'HW (u0)vo)+cosyc' sz(uo:'vo)"l”cos zC‘Hmy(uO!UO)]‘é
< || 4 |82| 4 || 4 | 80| + | 85| <e/8+ /8 4+ 3e/8 +3¢/8+0=¢ -
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Dall’arbitrarietd di ¢ segue la prima delle (8). Analogamente si dimo-
strano le rimanenti. La (9) & una conseguenza delle (8). Le (8) e le (9)
sono cosl dimostrate in tutti i punti P, = (u,v,) nei quali esistono
H.(u,v) e Hl(u,v), r=1,2,3, ossia quasi ovunque in Q.

7° — Sia P = (u,v) un punto interno a ¢ e, per ogni quadrato ¢
a lati paralleli agli assi contenente P nel suo interno e contenuto in @,
consideriamo il quoziente 7'(¢)/|q |. Diciamo D(u,v) il limite, se
esiste

_ o T(9)
Do) *Séiﬂo lgl ~’ (15)

ove d|q| indica, al solito, il diametro di q. In forza del teorema B, per
ogni superficie continua di area finita secondo Lebesgue, possiamo con-
siderare, al posto della (15) le seguenti definizioni, tutte equivalenti

D(u,v) = lim Tl _ lim Glg) = lim —Lﬁ

so—o0 |2l  s@—o |q| S@—>o0 |¢l

In precedenti lavori ho dimostrato il seguente

Teorema I1'%). Se S é una superficie continua di area finita secondo
Lebesgue, allora in quast tutti © punts (u, v) di Q risulia :

D(u, v) = [J(u, v) + J2(u, v) + J2(u, )]E =
— [H(u,v) + H}(x,v) + Hi(u,0)]} = D(u,v) .

80 — Sia § la superficie continua

S8: x=z(u,v), y=yu,v), z=2u,v), (u,v)e@ =(0,1,0,1),

di area finita secondo Lebesgue, e siano ®@,, @,, D, le relative trasforma-
zioni piane. Sia P = (%, v) un punto interno a @, siano definite in P le
funzioni

Ji(u,v), Ja(u, v), Jy(u, v), D(u, v)

e valga la relazione D(u, v) = [J3 + J3 + Jé]% = D (w,v). Nel punto P
siano pure definite le funzioni H,(u,v), H,(u,v), Hg(u,v) e quindi
anche le funzioni ¢, (%, v), & (u,v), &(u,v) relative alle trasformazioni
?,, D,, D, e le funzioni ¢, (u,v), r=1,2,3, abbiano i valori 41.

18) loc. cit. in lc), pag. 1456.
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Poniamo
. g Jy _ H, _ gady _ H, _ &, _ H,
“"="p T p> ®Tp Tp: ®T"p TD

OSSiaJ ‘D“I = 81J1, D“g == 83!’2, Das = 83J3 se .D # 0; &ltrimenti
siano «,, &g, &, numeri arbitrari tali che

2 2 2
&+ g + o5 =

Sia ¢ un qualsiasi quadrato a lati paralleli agli assi wv di centro P e con-
tenuto in . Sia J = d(¢) il diametro di gq.

Sia [r;, +=1,2,...,72] un qualsiasi gruppo di poligoni semplici
interni a ¢ a due a due senza punti interni in comune. Siano C,,;, r =
1,2,3,i=1,2,...,n,le curve piane, continue e chiuse, immagini delle
poligonali " costituenti la frontiera di z; rispetto alle trasformazioni @,.

Sia inoltre
n

1
m = max -—— VC,,-

r=1,2,3 IQI

H

T LR | B R e L EpoL ) [

4= max

t=1

Manifestamente m > 0, u > 0. Si ha inoltre (§ 2)
,)——j'j'O x,y;0,,)dxdy, |t.(%)| =t (x), r=1,2,3, i=1,2,...,n,

t(”i = [tl(ﬂi + 85 () + t3(n z)]%: , 1=1,2,...,m .

Se B, B2, Bz & una qualunque terna di numeri reali tali che g2 -+ g2 -+ ;=1
risulta :

B 71 () + B2 Ta(m) + B3 Ts(w) < | By Ta(m) + Bawalmwy) + Bats(m) | <
< 1Bul () + 1Bl talm) + 1Bl ta(m) < {(B2 + B2+ BO[E + &2 + £} =1t()
e quindi, ricordando che t(x;,) <g(x,), ¢ =1,2,...,n, anche

g(m;) — [P ti(m) + Bate(my) + B3 ws(m))] =0, i=1,2,...,n.
In particolare

(77;) — [oeq T () + s To(m;) + 03 T3(m)] =0, 1=1,2,...,n.

— Vale il seguente

Teorema III. Se S ¢é una superficie continua di area finita secondo
Lebesgue, allora, quasi ovunque in Q, st ha

14



A 1 »
slgm m E:l [0‘1 Ty () + aa 72 (7)) + o3 74 (nz)] =D(u,v) . (16)
m {—>0
®

Inoltre, comunque assegnato un numero o >0, quasi ovunque in Q risulta

1
lim —— w) =0,
5 Iqlzag( i)
m | —>0
s

ove la sommatoria é estesa ai soli poligont n; per © quali

g(m;) — [0‘1 Ty (7;) + xg T2(7;) + x4 73(751')] = 0og(m;) .

La prima parte di questo teorema & gia stata dimostrata in un precedente
lavoro!¢). Dimostriamo la seconda parte. Si ha

0 X,9(m) < Xo{g(m) — [0‘1 Ty () 4+ o2 T2(7,) + &5 74 (7'5:)]} <

< 2 {9(m;) — [0‘1 7y (7;) + 2 Ta(;) + x5 T3 (”z)]} =
= g: g(m;) — E” [0‘1 Ty (7;) + e Ta(w,) + 5 '53(7%')] =
i=1 i=1

=_{mm—ﬁmmﬂ+{mw—DWWHqﬂ—

n

— ; 2 [0‘1 Ty (7;) + &2 To(7m;) + o4 Ta(ni)] — D(w,v) | q|}. (17)

Ma
0 <G(g) — 2 g(z;) < T(9) — glt(ﬂi) <wulql .
lim — @(q)=D,v)
S@—>o | ¢l 0= S

€ quindi, dividendo la (17) per o|gq| e passando al limite, si trova,
ricordando la (16) ,
1
lim —— Sog(m) =0.
5 rq] =9 ()

m )—>0
©

Il teorema IIT & cosi completamente dimostrato.

16) loc. cit. in lec), pag. 1469.
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10° — Sia P = (u, ») un punto di @, sia R = (x, y, 2) 'immagine
di P sulla superficie §, sia R&7n{ una terna di assi cartesiani ortogonali
orientata come O x y z ad avente 1’origine nel punto R = S(P). Siano

S: z=2z(u,v), y=yu,v), z=z(u,v), (u,v)e@,

18
S: 5:5(%,’0), ’)’]=’)’](’M,’U), CZC(’U,,U), (u,v)eQ, ( )

rappresentazioni della superficie §, relativamente alle terne Oxyz e
Oé&nl, legate tra loro dalle relazioni (7). Siano @,, @,, D, le tre tra-
sformazioni piane relative alla superficie S e alla terna Oxyz, siano @],
®@,, D, le tre trasformazioni piane relative alla superficie § e alla terna
Ré&n. Siano 7,t,9, T, G, J, ecc. le solite funzioni relative alla terna
Ozyz e siano 7', t', ¢', T, G, J’, ecc., le analoghe funzioni relative
alla terna R&n(.

In un precedente lavoro ho dimostrato il

Teorema IV??). Se la superficie continua S ha area finita secondo
Lebesgue, allora a quast ogni punto P = (u,v) interno ad A st pud far
corrispondere una terna dv assi cartesiani ortogonali REn( , orientata come

Ozxyz, avente origine in R, immagine del punto P sulla superficie S, e
tale che

T/
Ji(u,v) = lim 1@ =D(u,v) =[J;+J;+ Jg]% ,
sw—>o |q|
T, T,
Jy(u,v) = lim :(@) =0, Jy(u,v) = lim 2(9) =0 .
s@—o0 |9] s@—o0 |¢]

Risulta altresi

im 29 _pu,y= lim L1l
S@—>0 |9q| Sw—>o |¢]

’

ove L(q) é Uarea secondo Lebesgue della porzione della superficie S definita
delle (18) suge L, (q) é Uarea della proiezione di tale porzione sul piano &1
La terna R&n{ é umica se D(u,v) # 0, allrimenti é indeterminata.

Per tali proprietd diremo che il piano Q&7 & il piano quasi tangente alla
superficie S nel punto Q e che I'asse Q£ & la quasi normale alla superficie S
nello stesso punto O.

(Regu le 22 novembre 1947.)

17) Joc. cit. in lec), pag. 1472.
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