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Uber die direkten Teiler
der endlichen Abelschen Gruppen

Von T. SzeLE, Szeged (Ungarn)

In dieser Note wird folgendes Problem iiber endliche Abelsche Gruppen
mit additiver Schreibweise behandelt : Was ist die notwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir, dafl eine Untergruppe § der gegebenen
Gruppe ® ein direkter Teiler in ® ist, d. h. eine direkte Zerlegung ® =

9+ 9H von ® existiert!). Da ® kommutativ ist, kann man das Problem
auch so formulieren : Was ist die notwendige und hinreichende Bedin-
gung dafiir, dal sich die Faktorgruppe ®/$ durch Elemente von ®
~representieren 148t, d. h. dal in jeder Nebenklasse von & nach § ein
Element ausgezeichnet werden kann, so daf} die ausgezeichneten Ele-
mente eine Gruppe bilden.

Es wird natiirlich eine praktisch gut brauchbare Bedingung gemeint,
denn anderenfalls besitzt das Problem offenbar die folgende triviale
Losung : §) ist dann und nur dann ein direkter Teiler von G, wenn es in
® eine Untergruppe 55 mit (Sj)-(szg—) = (®), HnNH= {0} gibt?).

Die Gruppe ® besitzt, wie bekannt, eine eindeutig bestimmte direkte
Zerlegung ® = &, +---+ &,, wobei (%,),...,(®,) simtlich Poten-
zen voneinander verschiedener Primzahlen sind?). Ist =9, +-- -+ 9,
eine dhnliche Zerlegung mit ($,)|(®;) (¢ =1,2,...,k) (wobei einige
9, gleich {0} sein konnen), so ist § offenbar dann und nur dann ein
direkter Teiler von ®, falls §, fiir alle 5 ein solcher von &, ist. Das folgt
aus der Eindeutigkeit der Zerlegung von ®. Somit kénnen wir uns bei
der Losung unseres Problems auf solche Gruppen & beschrinken, fiir
welche (®) = p* (p Primzahl) ist.

!) Entsprechend der additiven Schreibweise in ® 1a8t sich das direkte Produkt ,,direkte
Summe‘s nennen und durch S+ 9H (anstatt HX$H) bezeichnen.

%) Durch () bzw. (4) wird iiblicherweise die Ordnung einer Gruppe bzw. eines Gruppen-

elementes, durch {0} die aus dem ,,Einselement* 0 von ® allein bestehende Untergruppe
bezeichnet.

%) Diese Zerlegung ist praktisch leicht zu gewinnen, denn die Untergruppen ®; be-

stehen einfach aus den Elementen, deren Ordnungen Potenzen einer und derselben Prim-
zahl sind.
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Aus der Eindeutigkeit der Invarianten ergibt sich unmittelbar folgende
notwendige Bedingung :

Die Invarianten von  bilden eine Teilmenge der Invarianten von ® (1).
Nennt man eine Gruppe mit lauter gleichen Invarianten regulir, so
wird sich zeigen, dafl im Falle einer reguliren ® die Bedingung (1) auch
hinreicht. Aber nur in diesem Fall! Es gilt ndmlich der

Satz 1. Die Bedingung (1) ist dann und nur dann immer hinreichend
dafiir, daf3 § ein direkter Teiler von ® ist, falls ® eine reguldre Gruppe ist.

Das wird sich als Nebenresultat aus den folgenden Untersuchungen
ergeben. Wir beginnen mit folgendem, an und fiir sich interessanten
Problem. Sei 4,, 4,,..., A, eine Basis der p-Gruppe ® nach abneh-
mender Ordnung geordnet, d. h.

(Al):...——_—(Anl)..—._pM, (Anl—i—l):'":(An1+n2):pa2""> "'::(An):par
oy > 0lg >0 0 >0y, nt+n,+---+n=n. (2)

Wir fragen nach der notwendigen und hinreichenden Bedingung dafiir,
daf3 die beliebig angegebenen Elemente

B, =a,4,+ -+ a,, 4, ‘

Bn:an1A1+"'+a’nn‘An 5

eine Basis von ® bilden. Um diese Bedingung aufstellen zu konnen,
teilen wir die Koeffizientenmatrix || a;,|| in 7? rechteckige Kistchen
ein, wie die Figur (im Fall r = 3) zeigt, und

bezeichnen die einzelnen Késtchen mit K, . L e ™
(u ist Zeilenindex, v ist Spaltenindex.) Dann
gilt der ny Ky,

Satz 2. Die Elemente (3) bilden dann und nur
dann eine Basis von ® , wenn keine der Deter- { K K

. . . 2 21 22
minanten A,,..., 4, in den (quadratischen)
Diagonalkdstchen K,,,..., K,. durch p, da- .

g N g K, Kgp | Kss

gegen jedes Element aller Kistchen K, unter

der Diagonale (u >v) durch p*v—*u teilbar vst.
Wir zeigen zuerst die Notwendigkeit der angegebenen Bedingung. Da die

Invarianten (4,),...,(4,) von ® eindeutig bestimmt sind, konnen
B,,..., B, wegen (B,)=--.=(B,) nur dann eine Basis von  bilden,
falls (B,)=(4,) (G=1,2,...,n) (4)
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ist. Daraus folgt unmittelbar die Notwendigkeit der auf die Kistchen
K,, mit u>v aufgestellten Bedingung :

ay—&g Xg—0 5
P P @gse ey @iy s PMTY L | T

falls (4;) = p*, (+ = 1,...,n), da diese ersichtlich gleichbedeutend mit

(B,) = (4)) (t=1,...,n) (5)
ist.
Die Notwendigkeit der fiir die Determinanten angegebenen Bedingung

folgt so. Bilden B,,..., B, eine Basis von ®, so existieren die Dar-
stellungen :

A1 :bn B1 +"'+b1n Bn

An::bnlBl ++bnan .

Ersetzt man hier B,,..., B, durch ihre Darstellungen in (3), so erhilt
man durch Vergleichung der Koeffizienten von 4, in beiden Seiten der
t-ten Gleichung :

Cir = X ba, = (1) (mod (A);)), falls zjllj ist.
1=1 7=

Da p|(4,) ist, gelten diese Kongruenzen a fortiori mod p, d. h. besteht
fir die entsprechenden Determinanten die Kongruenz :

ICix]| = 1bix] - @] =1 (mod p) .

Andererseits folgt aber aus der schon bewiesenen Eigenschaft der Kést-
chen K,, (u>v) der Matrix ||a,,|| und aus dem Laplaceschen Ent-
wicklungssatz :

la,|=4,...4, (mod p) . (6)

Nach beiden vorigen Kongruenzen ist wirklich 4,540 (mod p) (j =
L,...,7r), w.z.b.w.

Die Bedingung im Satz 2 ist aber auch hnreichend. Ist diese ndmlich
erfiillt, so folgt zundchst aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz die
Richtigkeit von (6), d. h. auch von

lag| =0 (mod p) . (7)
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Es gelten auch die Ungleichungen (5). Andererseits gibt es unter den
Koeffizienten a,,...,a;, einen in das Diagonalkédstchen K, fallenden
a;,, fir welchen p } a,, da im entgegengesetzten Fall jedes Element
einer Zeile in K; durch p teilbar wire, was wegen p 4 4, nicht geht.
Dann ist aber die Ordnung von

B;=a,4,+ - -+a,4,+---+a;,4,

= (4,) = (4,). Daraus und aus (5) folgt die Giiltigkeit von (4).

Bezeichnet man den zum Element a,, gehorenden adjungierten Minor
der Determinante |a,,| mit d,;, so erhilt man nach dem wohlbekannten
Verfahren beim Beweis der Cramerschen Regel aus (3):

dy B, +dy By +---+d, B, =|a,|d, (k=1,...,n).

Da es aber nach (7) ein ¢ mit ¢-|a,;, | = 1 (mod (4,)) gibt, es gilt die
Darstellung

A, =cdy B, +---+cd B, (k=1,...,n).

Daraus folgt, dal B,,..., B, die Gruppe ® erzeugen. Sie bilden zu-
gleich eine Basis von ®, denn ihre Unabhéngigkeit wird durch die aus
(4) erhaltene Relation (B,)...(B,) = (4,)...(4,) = & gesichert. Da-
mit ist Satz 2 bewiesen.

Nun ist eine Losung unseres Hauptproblems leicht zu gewinnen. Diese
ist ndmlich im folgenden Satz enthalten: -

Satz 3. Bilden die Elemente A,, A,,..., 4, (in der durch (2) fesi-
gelegten Anordnung) eine Basis von ®, und mimmt man eine beliebige *)
Basis Bj, B,,..., Bl, von § mit der Darstellung

B; :a’{l A, +- - '+a’{n 4.,
S j (m <n) ) (®)
B;n:a;nlAl—,— e +a’1,nnAn

(B) =---=(Bp) =0 (B =" "= (Bpin)=0" ..,
s = (B;n) b paf’

4) Wir werden namlich sehen, da8 falls obige Bedingung fiir eine Basis von $ gilt, sie
auch fiir jede Basis von § erfillt ist.

5) Der Fall m = n ist namlich trivial: § = ®.

120



so ist § dann und nur dann evn direkter Teiler von ®, wenn folgende Be-
dingung erfullt ist : Die Koeffizientenmatriz ||ai.|| lipt sich (wie die Figur
vm Fall r=3 zeigt) in rechteckige Kdistchen

ny ng ng eintetlen (wober unter den ,,Hohen m,,...,m,

—— —— ———  der einzelnen ,,Zonen” einige auch Null sein

, kénnen) so, dafy jedes Element aller Kdstchen

™ K K., unter der Diagonale (u >v) durch p***u

! , - teilbar ist, dagegen jedes Diagonalkdstchen K ; ;

2 W etne durch p nicht teilbare Determinante m-ter
ms: K; K; K; Ordnung enthdlt (j = 1,2,...,7).

Bemerkung. Wegen der notwendigen Bedin-
gung (1) ist offenbar m; <n; (j =1,...,7).

Wir zeigen einerseits, daf} diese Bedingung fiir jede Basis eines direkten

Teilers § von ® erfiillt ist. Im Fall & = § + 5 148t sich ndmlich eine
beliebige Basis (8) von § durch Hinzunahme von 7 —m Elementen

(einer Basis von SS) zu einer Basis von ® erginzen. Folglich entsteht die
Koeffizientenmatrix ||aj;|| in (8) durch Weglassen einiger Zeilen aus
einer quadratischen Matrix, die der Bedingung im Satz 2 geniigt. Somit
ist die Bedingung des Satzes 3 a fortiori erfiillt, denn die Teilbarkeit
simtlicher Determinanten m;ter Ordnung im Késtchen Kj; durch p
dieselbe fiir die Determinante n;,-ter Ordnung im Diagonalkéstchen K;;
der quadratischen Matrix nach sich zieht.

Andererseits beweisen wir folgendes : Besitzt die Untergruppe $ von
® auch nur eine Basis (8) von der im Satz 3 angegebenen Eigenschaft, so
laBt sich diese zu einer Basis von ® ergiinzen, mithin ist § ein direkter
Teiler von @ . Das ist aber gleichbedeutend damit, daBl man eine Matrix
llail], die der Bedingung im Satz 3 geniigt, durch Einschalten von
n — m neuer Zeilen immer zu einer quadratischen Matrix mit der im
Satz 2 angegebenen Eigenschaft erginzen kann. Diese Erginzung 148t
sich folgendermaBen durchfiihren. Es geniigt offenbar den Fall betrach-
ten, wenn die Determinante A} gebildet aus den ersten m,-Spalten im
Diagonalkistchen K /; durch p nicht teilbar ist ¢). Fiigen wir dann zu den
m; Zeilen der j-ten ,,Zone“ der Matrix ||a;,|| noch =, — m; neue
Zeilen (bestehend aus einem einzigen 1, sonst lauter 0) nach folgender
Anordnung hinzu :

) %) Dies kann man namlich durch Spaltenumordnung in || a’;z || (innerhalb der
olnzelnen »Késtchenspalten!) immer erreichen.
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3

(Das Rechteck enthilt das Kistchen Kj;.) So erhalten wir eine quadra-
tische Matrix, die offenbar der Bedingung im Satz 2 geniigt, denn die
Determinante ihres j-ten Diagonalkistchens ist gleich A; 55 0 (mod. p).

Aus dem so bewiesenen Satz 3 folgt nun leicht (im Spezialfall » =1
einer reguldren Gruppe ®) die Richtigkeit des Satzes 1. Gesetzt ndmlich,
es sei fiir die Basis (8) von $

(B) =(By) =---=(By)=p*, (x=a), (m<n)®, (9

so miissen wir nur zeigen, da die Matrix ||a;,|| eine durch p nicht teil-
bare Determinante m-ter Ordnung enthilt (da sie im Fall » =1 nur
,,aus einem einzigen Kistchen besteht*). Daraus folgt nach Satz 3, dab
$ ein direkter Teiler von @ ist. Wiire die Behauptung falsch, so ist z. B.

/ !
Gyg - - - Oy

dy= | - . | 0 (modp), s<m, (10)

!/ /

Qgy + - - By |

dagegen jede, in der Matrix ||a .|| enthaltene Determinante von der
Ordnung s + 1 durch p teilbar. Dann erhielten wir

/ / /
ay ... O B
pa—-l . = 0. (11)
/ / B/
Ay - .. Gy By
!/ / !/
Qpy « -+ O By,

Dies folgt ndmlich durch Einsetzen der in (8) gegebenen Werte von B;,
denn es 148t sich dann diese Determinante auf n solche zerspalten, von
denen die s ersten gleich 0 sind, die n — s letzten aber nach Voraus-
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setzung durch p teilbar sind. Durch Entwicklung von (11) nach der letzten
Spalte entsteht eine Gleichung

p*td, B, +---=0,

welche der vorausgesetzten Unabhingigkeit der Basiselemente Bj,...,
B,, wegen (9) und (10) widerspricht. Dieser Widerspruch zeigt, daB
$=m ist, w.z. b. w.

Die Richtigkeit der anderen Aussage des Satzes 1 folgt so. Hat ® zwei
verschiedene Invarianten p**, p* (a; > a,), so ist in (1) (pM~*2A4,) = p*e,
d. h. die zyklische Untergruppe § = {p**~*2A4,} geniigt der Bedingung
(1), nicht aber der Bedingung des Satzes 3 ; (1 Késtchen, m; = 1, jedes
Element, d. h. jede Determinante erster Ordnung durch p teilbar). Folg-
lich ist § kein direkter Teiler von &.

Aus Satz 1 erhdlt man unmittelbar eine andere Losung unseres Haupt-
problems, ndmlich den

Satz 47). § ust dann und nur dann ein direkter Teiler von ® , falls beide
Gruppen etne direkte Zerlegung

®:®1+"'+(ﬁla 53:551++55z

in lauter regulire Gruppen zulassen, wober §, € ®, ist?), und $, in Ver-
bindung mit &, der Bedingung (1) geniigt (¢ = 1,...,1).

(Eingegangen den 20. Januar 1948.)

Bemerkungen. Als ich meine Arbeit schon fertig hatte, habe ich be-
merkt, dafl sich ein Kriterium fiir die direkten Teiler einer endlichen
Abelschen p-Gruppe auch aus einem Satz von H. Priifer (Untersuchungen
iber die Zerlegbarkeit der abzihlbaren priméren Abelschen Gruppen,
Math. Zeitschrift 17, 1923, S. 35—61.) gewinnen laBt. Priifer betrachtet
in seiner Arbeit Abelsche Gruppen mit (endlichvielen oder) abzihlbar

7) Dieser Satz ist praktisch nicht so brauchbar als Satz 3, ermoglicht aber einen tiefen
Einblick in das Wesen der Sache. Andererseits ist er giiltig fiir beliebige endliche Abelsche
Gruppen (nicht nur fiir p-Gruppen).

®) Einige $, konnen offenbar gleich {0} sein. Ubrigens ist es klar, daB jede endliche
Abelsche Gruppe eine solche ,,regulire Zerlegung besitzt.
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unendlichvielen Elementen, in denen jedes Element eine Potenz einer
festen Primzahl p zur Ordnung hat. Er nennt eine Untergruppe $ einer
solchen Gruppe ® eine ,,Servanzuntergruppe‘ von &, wenn fiir jedes
Element H von § die Gleichung p*X = H entweder in $ losbar oder
in ® unlosbar ist. Aus seinen allgemeineren Satzen ergibt sich fiir den
Spezialfall einer endlichen p-Gruppe ® folgendes Kriterium: § ist dann
und nur dann ein direkter Teiler von ®, wenn sie eine Servanzunter-
gruppe von ® ist. Aus diesem schonen Resultat folgt unser Satz 1 un-
mittelbar.

Es sei noch erwahnt, dafl sich unser Satz 2 auch aus den Satzen 1,
2 in einer Arbeit von K. Shoda (Uber die Automorphismen einer end-
lichen Abelschen Gruppe, Math. Annalen 100, 1928, S. 674—686.) ab-
leiten lieBe.
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