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Ûber die direkten Teiler
der endlichen Abelschen Gruppen
Von T. Szele, Szeged (Ungam)

In dieser Note wird folgendes Problem iiber endliche Abelsche Gruppen
mit additiver Schreibweise behandelt : Was ist die notwendige und hin-
reichende Bedingung dafur, daB eine Untergruppe £> der gegebenen
Grappe © ein direkter Teiler in © ist, d. h. eine direkte Zerlegung ©

S + § von © existiert1). Da © kommutativ ist, kann man das Problem
auch so formulieren : Was ist die notwendige und hinreichende Bedingung

dafûr, daB sich die Faktorgruppe ©/§ durch Elemente von ©
,,representieren" lâfit, d. h. daB in jeder Nebenklasse von © nach jr> ein
Elément ausgezeichnet werden kann, so daB die ausgezeichneten
Elemente eine Gruppe bilden.

Es wird natiirlich eine praktisch gut brauclïbare Bedingung gemeint,
denn anderenfalls besitzt das Problem offenbar die folgende triviale
Lôsung : § ist dann und nur dann ein direkter Teiler von ©, wenn es in
(5 eine Untergruppe $ mit (£)•(£) - (©), ô n S {°} £ibt2)-

Die Gruppe © besitzt, wie bekannt, eine eindeutig bestimmte direkte
Zerlegung © ©x +• * • + ©&, wobei (®x),..., (®fc) sâmtlich Poten-
zen voneinander verschiedener Primzahlen sind3). Ist £>=£)i + * * * +•&&
eine àhnliche Zerlegung mit (§t)|(©t) (i 1, 2,..., fc) (wobei einige
§t gleich {0} sein kônnen), so ist £) offenbar dann und nur dann ein
direkter Teiler von ©, falls $>t fur aile i ein solcher von ©t ist. Das folgt
aus der Eindeutigkeit der Zerlegung von ©. Somit kônnen wir uns bei
der Lôsung unseres Problems auf solehe Gruppen © beschrânken, fur
welche (©) pe (p Primzahl) ist.

x) Entsprechend der additiven Schreibweise in (5 lafit sich das direkte Produkt ,,direkte
Summe" nennen und durch g -f § (anstatt §X§) bezeichnen.

2) Durch ((§) bzw. (A) wird ûblicherweise die Ordnung einer Gruppe bzw. eines Grappen-
elementes, durch {o} die aus dem ,,Einselement" 0 von (5 allein bestehende Untergruppe
bezeichnet.

8) Dièse Zerlegung ist praktisch leicht zu gewiimen, denn die Untergruppen (5t be-
stehen einfach aus den Elementen, deren Ordnungen Potenzen einer und derselben Primzahl

sind.
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Aus der Eindeutigkeit der Invarianten ergibt sich unmittelbar folgende
notwendige Bedingung :

Die Invarianten von $> bilden eine Teilmenge der Invarianten von (5(1).
Nennt man eine Gruppe mit lauter gleichen Invarianten regulâr, so

wird sich zeigen, daB im Falle einer regulâren © die Bedingung (1) auch
hinreicht. Aber nur in diesem Fall! Es gilt nàmlich der

Satz 1. Die Bedingung (1) ist dann und nur dann immer hinreichend
dafiir, dafi <r> ein direkter Teiler von © ist, falls © eine regulâre Gruppe ist.

Das wird sich als Nebenresultat aus den folgenden Untersuchungen
ergeben. Wir beginnen mit folgendem, an und fur sich interessanten
Problem. Sei Al9 A2,..., An eine Basis der p-Gruppe © nach abneh-
mender Ordnung geordnet, d. h.

>ocr, n2 \- nr n (2)

Wir fragen nach der notwendigen und hinreichenden Bedingung dafiir,
daB die beliebig angegebenen Elemente

B1 -=a11

Bn

(BJ ^ • • • è (Bn)

1 H \-annAn

(3)

n2

eine Basis von © bilden. Um dièse Bedingung aufstellen zu kônnen,
teilen wir die Koeffizientenmatrix 11 alk \ | in r2 rechteckige Kâstchen
ein, wie die Figur (im Fall r 3) zeigt, und
bezeichnen die einzelnen Kâstchen mit Kuv.
(u ist Zeilenindex, v ist Spaltenindex.) Dann
gilt der

Satz 2. Die Elemente (3) bilden dann und nur
dann eine Basis von ©, wenn keine der Deter-
minanten Ax,...,Ar in den (quadratischen)
Diagonalkâstchen Klt,. Krr durai p, da-

gegen jedes Elément aller Kâstchen Kuv unter
der Diagonale (u>v) durch p^v-^u teilbarist.

Wir zeigen zuerst die Notwendigkeit der angegebenen Bedingung. Da die

Invarianten {Ax),..., (An) von © eindeutig bestimmt sind, kônnen

Bt,..., Bn wegen (BJ ^ • • • ^ (Bn) nur dann eine Basis von © bilden,

falls
(Bt) (At) (»= 1,2,...,») (4)
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ist. Daraus folgt unmittelbar die Notwendigkeit der auf die Kàstchen
Kuv mit u>v aufgestellten Bedingung :

p"!-") | atl,. atni, jP*-«> | a, ni+1,. at ni+7l2

falls (At) 2>a?, (i 1, • • •, n), da dièse ersichtlich gleichbedeutend mit

(Bt)£(At) (f l,...,n) (5)
ist.

Die Notwendigkeit der fur die Determinanten angegebenen Bedingung
folgt so. Bilden B1,.. Bn eine Basis von ©, so existieren die Dar-
stellungen :

A, =bnB1+-..+ blnBr,

Ersetzt man hier B1,.. Bn durch ihre Darstellungen in (3), so erhàlt
man durch Vergleichung der Koeffizienten von Ak in beiden Seiten der
i-ten Gleichung :

(mod (A7j), falls ist.

Da p\ (Ak) ist, gelten dièse Kongruenzen a fortiori mod p, d. h. besteht
fur die entsprechenden Determinanten die Kongruenz :

|ctfc| \btk\ • \alk\ l (mod p)

Andererseits folgt aber aus der schon bewiesenen Eigenschaft der Kàst-
chen Kuv (u>v) der Matrix ||atfc|| und aus dem Laplaceschen Ent-
wicklungssatz :

\alk\=Ax...Ar (mod p) (6)

Nach beiden vorigen Kongruenzen ist wirklich A} ^k 0 (mod p) (j
1,..., r), w. z. b. w.

Die Bedingung im Satz 2 ist aber auch hinreichend. Ist dièse nâmlich
erfullt, so folgt zunachst aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz die
Richtigkeit von (6), d. h. auch von

\atk\aà0 (modp). (7)
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Es gelten auch die Ungleichungen (5). Andererseits gibt es unter den
Koeffizienten atli..., atn einen in das Diagonalkastchen K}3 fallenden
athJ fur welchen p Jf ath, da im entgegengesetzten Pall jedes Elément
einer Zeile in Kn durch p teilbar ware, was wegen p Jf Ay nicht geht.
Dann ist aber die Ordnung von

Bi allA1-{ \-athAh-\ h ain An

^ (Ah) (Ax). Daraus und aus (5) folgt die Gûltigkeit von (4).
Bezeichnet man den zum Elément alk gehôrenden adjungierten Minor

der Déterminante \atk\ mit dlk,so erhàlt man nach dem wohlbekannten
Verfahren beim Beweis der Cramerschen Regel aus (3) :

Da es aber nach (7) ein c mit c • | alk \ 1 (mod (Ak)) gibt, es gilt die

Darstellung

Ak cdlk Bx +• • • +cdnkBn (k 1,.. ,,n)

Daraus folgt, da6 Bt,..., Bn die Gruppe © erzeugen. Sie bilden zu-
gleich eine Basis von ©, denn ihre Unabhângigkeit wird durch die aus

(4) erhaltene Relation (Bt).. ,(J5n) (At).. .(An) © gesichert. Da-
mit ist Satz 2 bewiesen.

Nun ist eine Lôsung unseres Hauptproblems leicht zu gewinnen. Dièse
ist namlich im folgenden Satz enthalten :

Satz 3. Bilden die Elemente Al9 A2,..., An (in der durch (2) fest-

gelegten Anordnung) eine Basis von ©, und nimmt man eine beliebige*)
Basis B'x, Bf2,. B'm von § mit der Darstellung

:
• • (m<n)b)

¦¦¦ (B'mi) p*, (B'mi+1) (B'mi+m)

(8)

4) Wir werden namlich sehen, daÛ falls obige Bedingung fur eine Basis von § gilt, sie

auch fur jede Basis von § erfûllt ist.
6) Der Fall m — n ist namlich trivial : § ©.
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so ist £) dann und nur dann ein direkter Teiler von ©, wenn folgende
Bedingung erfullt ist : Die Koeffizientenmatrix 11 a[k \ \ lafit sich (wie dieFigur

im Fall r 3 zeigt) in rechteckige Kastchen

n
einteilen (wobei unter den ,,Hohen" ml9. rar
der einzelnen ,,Zonen" einige auch Null sein

konnen) so, dafi jedes Elément aller Kastchen
Kruv unter der Diagonale (u>v) durch pOL'l-<Xu

teilbar ist, dagegen jedes Diagonalkastchen Kfn
eine durch p nicht teilbare Déterminante m3-ter
Ordnung enthalt (j 1, 2, r).

Bemerkung. Wegen der notwendigen Bedingung

(1) ist offenbar m} ^ n3 (j 1,..., r).

Wir zeigen einerseits, daB dièse Bedingung fur jede Basis eines direkten
Teilers § von © erfullt ist. Im Fall © § -f § lâBt sich namlich eine

behebige Basis (8) von § durch Hinzunahme von n — m Elementen

(einer Basis von §) zu einer Basis von © erganzen. Folglich entsteht die
Koeffizientenmatrix | \a!xl\ | in (8) durch Weglassen einiger Zeilen aus
emer quadratischen Matrix, die der Bedingung im Satz 2 genugt. Somit
ist die Bedingung des Satzes 3 a fortiori erfullt, denn die Teilbarkeit
samthcher Determinanten m,-ter Ordnung im Kastchen Kfn durch p
dieselbe fur die Déterminante no-ter Ordnung im Diagonalkastchen K3J
der quadratischen Matrix nach sich zieht.

Andererseits beweisen wir folgendes : Besitzt die Untergruppe <r> von
® auch nur eine Basis (8) von der im Satz 3 angegebenen Eigenschaft, so
iaBt sich dièse zu einer Basis von © erganzen, mithm ist £> ein direkter
Teiler von ©. Das ist aber gleichbedeutend damit, daB man eine Matrix
ll^tfcllî die der Bedingung im Satz 3 genugt, durch Einschalten von
n — m neuer Zeilen immer zu einer quadratischen Matrix mit der im
Satz 2 angegebenen Eigenschaft erganzen kann. Dièse Erganzung lâBt
^ch folgendermaBen durchfuhren. Es genugt offenbar den Fall betrach-
ten, wenn die Déterminante â\ gebildet aus den ersten ra3-Spalten im
Diagonalkastchen K'J7 durch p nicht teilbar ist6). Fugen wir dann zu den
w, Zeilen der ?'-ten ,,Zone" der Matrix H^H noch n} — m3 neue
Zeilen (bestehend aus einem einzigen 1, sonst lauter 0) nach folgender
Anordnung hinzu :

6) Dies kann man namlich durch Spaltenumordnung m
©mzelnen ,,Kastchenspalten"f) immer erreichen.

| a %]q | | (mnerhalb der
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0 1 0 0

0 0 1 0

1 0

(Das Rechteck enthàlt das Kàstchen K^.) So erhalten wir eine quadra-
tische Matrix, die ofîenbar der Bedingung im Satz 2 genugt, denn die

Déterminante ihres j-ten Diagonalkâstchens ist gleich A^^àO (mod. p).
Aus dem so bewiesenen Satz 3 folgt nun leicht (im Spezialfall r 1

einer regulâren Gruppe (5) die Richtigkeit des Satzes 1. Gesetzt nàmlich,
es sei fur die Basis (8) von §

[) (B'2) ^••.= (* oc,) (m<n) (9)

so miissen wir nur zeigen, daB die Matrix 11 a!ik \ \ eine durch p nicht teil-
bare Déterminante m-ter Ordnung enthàlt (da sie im Fall r 1 nur

,,aus einem einzigen Kàstchen besteht"). Daraus folgt nach Satz 3, daB

§ ein direkter Teiler von © ist. Wàre die Behauptung falsch, so ist z. B.

& ae

e^e0 (mod p) s<m (10)

dagegen jede, in der Matrix 11 arik \ | enthaltene Déterminante von der

Ordnung s -f- 1 durch p teilbar. Dann erhielten wir

«il a,

.a88 u%

Cb^a JLJ^ms m

(11)

Dies folgt nâmlich durch Einsetzen der in (8) gegebenen Werte von B%,

denn es lâBt sich dann dièse Déterminante auf n solche zerspalten, von

denen die s ersten gleich 0 sind, die n — s letzten aber nach Voraus-
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setzung durch p teilbar sind. Durch Entwicklung von (11) nach der letzten
Spalte entsteht eine Gleichung

welche der vorausgesetzten Unabhangigkeit der Basiselemente JS(,...,
B'm wegen (9) und (10) widerspricht. Dieser Widerspruch zeigt, daB
s m ist, w. z. b. w

Die Richtigkeit der anderen Aussage des Satzes 1 folgt so. Hat © zwei
verschiedene Invarianten p*1, pa* (oc1>a2), so ist m (1) (pOCl~OC2A1) pa*,
d. h. die zyklische Untergruppe § {pOLl~ct2 Ax) genugt der Bedingung
(1), nicht aber der Bedingung des Satzes 3,(1 Kastchen, m1 1, jedes
Elément, d. h. jede Déterminante erster Ordnung durch p teilbar). Folg-
hch ist § kem direkter Teiler von ©.

Aus Satz 1 erhalt man unmittelbar eine andere Losung unseres Haupt-
problems, namlich den

Satz 4 7). § ist dann und nur dann em direkter Teiler von ©, falls beide

Gruppen eine direkte Zerlegung

m lauter regulare Gruppen zulassen, wobei $t £ ©t ist8), und §a in Ver-

bindung mit ©t der Bedingung (1) genugt (i — 1,. l).

(Eingegangen den 20. Januar 1948.)

Bemerkungen. Als ich meine Arbeit schon fertig hatte, habe ich be-
merkt, daB sich ein Kriterium fur die direkten Teiler einer endlichen
Abelschen p-Gruppe aueh aus einem Satz von H. Prûfer (Untersuchungen
uber die Zerlegbarkeit der abzahlbaren primaren Abelschen Gruppen,
Math. Zeitschrift 17, 1923, S. 35 — 61.) gewinnen laBt. Prufer betrachtet
in seiner Arbeit Abelsche Gruppen mit (endlichvielen oder) abzahlbar

7) Dieser Satz ist praktisch nicht so brauchbar als Satz 3, ermoghcht aber einen tiefen
Einblick m das Wesen der Sache. Andererseits ist er gultig fur behebige endhche Abelsche
Gruppen (nicht nur fur p- Gruppen).

8) Einige §t konnen ofïenbar gleich {0} sein. Ûbrigens ist es klar, dafi jede endhche
Abelsche Gruppe eine solche ,,regulare Zerlegung" besitzt
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unendliehvielen Elementen, in denen jedes Elément eine Potenz einer
festen Primzahl p zur Ordnung hat. Er nennt eine Untergruppe £> einer
solchen Grappe © eine ,,Servanzuntergruppe" von © wenn fur jedes
Elément H von § die Gleiehung jfX-^ H entweder in ir> lôsbar oder
in © unlôsbar ist. Aus seinen allgemeineren Sâtzen ergibt sich fur den

Spezialfall einer endliehen ^-Gruppe © folgendes Kriterium : § ist dann
und nur dann ein direkter Teiler von ©, wenn sie eine Servanzunter-

gruppe von © ist. Aus diesem scliônen Résultat folgt unser Satz 1 un-
mittelbar.

Es sei noch erwàhnt, dafi sich unser Satz 2 auch aus den Sàtzen 1,

2 in einer Arbeit von K. Shoda (Ûber die Automorphismen einer end-
lichen Abelschen Gruppe, Math. Annalen 100, 1928, S. 674 — 686.) ab-
leiten lieBe.
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