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Ein geometrisches Minimumproblem
Von Hans Bieri, Bern

Ein Problem von Steiner lautet :

,,Zu drei Punkten Al9 A2, As soll ein vierter Punkt P so gefunden
werden, daB die Summe der Entfernungen PA1 + PA2 + PAZ môg-
lichst klein wird."1)

Dièse schône Aufgabe ruft nach einer Verallgemeinerung. Wir erwei-
tern die Zahl der Punkte auf n und lassen auch Geraden und Ebenen zu.
Gesucht wird also ein Punkt, dessen Gesamtentfernung von nt festen Punkten,

n2 festen Geraden und n3 festen Ebenen môglichst klein wird.
Die vorliegende Arbeit fuBt auf der Théorie der Extrema einer Funk-

tion mit mehreren unabhangigen Variablen2). Der Satz von WeierstraB
gestattet zum vornherein weitgehende Aussagen. Es wird bewiesen, dafî
die Abstandsfunktion im allgemeinen genau ein relatives Minimum be-
sitzt. Dièses Minimum ist hier auch ein absolûtes. Auf das Punktproblem
wird genauer eingegangen.

Eine elementare Ûberlegung gestattet, diejenigen Fàlle aufzufinden,
wo sich jegliche Rechnung erûbrigt. Die Verwendung von Vektoren maeht
es môglich, die Bedingungen fur das Extrem in ein geometrisches Gewand
zu kleiden. Aus der Differentialgeometrie brauche ich einige elementare
Formeln3). Die Bezeichnungen stammen aus W. Blaschke : Vorlesungen
ùber Differentialgeometrie I3).

*) Vergleiehe E. Courant und D. Hilbert, MethodendermathematischenPhysikl,
2. Auflage, S. 141 und E. Czuber, Vorlesungen ûber Differential- und Integral-
rechnung I, 4. Auflage, S. 288—291. Lôsung : Erraient kein Innenwinkel des Dreiecks
^\A2AZ den Wert 2 tt/3 so fâllt das Minimum in denjenigen Punkt im Innern, von dem
aus die Seiten unter dem Winkel 2 tt/3 gesehen werden. Andernfalls liefert derjenige Eck-
punkt den kleinsten Funktionswert, fur welchen die Summe der anstoBenden Dreieck-
seiten am kleinsten ausfâllt.

2) Vollstàndig dargestellt in C. Caraihéodory\ Variationsrechnung, 1. Teil, S. 6—7,
2. Teil, S. 164—189.

3) 4. Kapitel, S. 85—89, S. 114—115. Dazu tritt noeh die Indexrechnung.
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§ 1. Die Àbstandsîunktion und der WeierstraBsche Satz

Die Herleitung der Abstandsfunktion ist elementar und mag deshalb
unterbleiben. Man findet4) :

I. nx Punkte.

1=1

at Stùtzvektor des i-ten Punktes.

II. n2 Geraden.

(j^ Stùtzvektor der i-ten Geraden.

bt Einheitsvektor in Richtung der i-ten Geraden.

III. n3-Ebenen.

Vv(3) __ - n _ l b — —- • c /Sf(3) v v (\x a b ~\c )2 (*$)

at Stùtzvektor der i-ten Ebene.

bt, tt orthogonale Einheitsvektoren in der i-ten Ebene.

S zV(x- atr + sV[x- a,,btf + X V([x - o,, bj c,)« (4)

Wir fassen eine Kugel ins Auge, welche aile tix Punkte im Innern ent-
hâlt. Auf dieser beschrânkten und abgeschlossenen Punktmenge 51 ist S

stetig und nimmt nach dem erwâhnten Satz mindestens ein Minimum
und ein Maximum an* Indem man die Kugel hinreichend groB wahlt,
kann erzwungen werden, daB auf dem Rande von Si kein Minimum liegt.
S ist ferner nur auf 51 — CE stetig differentierbar, wo (£ aus den gegebenen
Punkten, Geraden und Ebenen besteht. Dieser Umstand muB scharf im
Auge behalten werden.

§ 2. Die elementaren Fâlle

Die vorgegebenen n Elemente verteilen wir auf zwei Klassen. Es be-

deuten :

4) Zur Entlastung des Druckes werden die verschiedenen Stutz- und Einheitsvektoren
nur dann gesondert bezeichnet, wenn es unvermeidlich ist. Aus dem gleichen Grunde wird
die Summationsbezeichnung kunftig vereinfacht.
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9Jlt Abgeschlossene Menge der Punkte, fur welche S seine untere Grenze
bezuglich der Elemente der ersten Klasse erreicht.

9ft2 Dito fur die zweite Klasse.

D Durchschnitt von 9Jl1 und 50î2.

33 Vereinigungsmenge von 3R1 und S0t2.

Man kann folgende Klassifikation vornehmen :

/ D 1 Punkt.
a) D nicht leer /\ î) unendliche Punktmenge 5).

b) D leer.

Im Falle a) erreicht 8 seine untere Grenze auf der Punktmenge !D.
Von Interesse ist eigentlich nur der Unterfall mit D 1 Punkt. 8 be-
sitzt alsdann im Innern der oben eingefuhrten Kugel genau ein eigent-
liches Minimum6). Viel anziehender, aber auch ungleieh sehwieriger zu
realisieren ist der Fall b), besonders dann, wenn kein Punkt von 35

Minimumeigenschaft besitzt.

§ 3. Parameterdarstellung, Formeln

Aus den n Elementen greifen wir m willkurlich gewâhlte heraus und
betrachten die Flachen konstanter Abstandssumme von denselben. Ver-
mittelst zweier Parameter u, v geht man zur uniformisierten Darstellung
uber und erhalt :

ï x{u, v, w) ; 8 w + J£ a[x(u, v, w)] (5)

Die Formeln

a^* A* • *a + ^.* • 9t ; « 4f • i - x • i2. n 7) (6)

6) Der Fall î) endliche Punktmenge kann nicht emtreten.
6) Ungerade Zahl von Punkten auf emer Geraden, eine Anzahl Geraden, deren kurzeste

Abstande sich in einem Punkte schneiden oder beruhren, eine Ebenenschar durch emen
Punkt u a. m.

7\ ^2 X ^ o „') xlk -=—^ — n aufiere Normale.

EU E, £J12 F, JEJ22 ^, Fn L, F12 M, F22 N.

r% __
i / a^xfc a^x? aj^ti \ Xl

i*«""Y\"lST+ aWfc " a^x"/
In der Ebene tritt an die Stelle von u, v der Kurvenparameter t.
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wiirden gestatten, die analytischen Bedingungen fur Extrême von S ohne
Spezialisierung aufzustellen. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit ist es

angezeigt, im gegebenen Augenblick Cartesische-, Zylinder-, râumliche
Polarkoordinaten bzw. gewôhnliche Polarkoordinaten einzufûhren.

§ 4. Das râumliche Problem

In Spezialfàllen ist die Abstandsfunktion leicht zu uberblicken ; der

allgemeine Fall liegt nieht komplizierter, gilt doch der

Satz: Entweder besitzt S im Innern von 51 genau ein eigentliclies
relatives Minimum, oder S erreicht auf einer einfach zusammenhàngenden
Teilmenge 5tx von 51, die keine Randpunkte von R enthâlt, genau ein

uneigentliches Minimum 8).

Wàre dieser Satz nicht richtig, so mûBte S infolge der Stetigkeit min-
destens ein relatives Maximum annehmen. Es mu8 also bewiesen werden,
da8 keine Maxima vorkommen. Dies geschieht mit Hilfe von zwei Hilfs-
sâtzen.

Hilfssatz 1 : S nimmt auf innern Punkten von Si — (£ kein Maximum an.

GemàB der allgemeinen Théorie sind folgende Ausdriicke zu bilden :

S =x y (x""Qt) v[^?6t][^-û,,bt1 v([s«,bJcJ([g-q,,b,]ct)

8 =x y <g-tt») +y[^>6J[3era^b]

Ors Xrs 2* y I" J^ "
y ~ I" ^ Iy=

[[3E - at,6J c8, [Xr, bj ct] [[g — a,, bt] ct, [t,, bt] c,]

8) Die Alternative kommt tatsachlich vor. Sind von 4 Ebenen je 2 parallel, so bleibt
^(3) auf dem ganzen Parallelepiped konstant. Âhnlich hegen die Verhaltnisse fur S(2K

wenn 3 Geraden ein gleichseitiges Dreieck bilden.
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Soll ein Extremum eintreten, so mùssen die Ausdrûcke (7) verschwin-
den. Dièse Bedingung wird zweckmâBig so geschrieben :

cos <$ + S V[XU, b,]2 cos vf + E V([xu, b,] O2 cos X? 0

\/G~E cos <pf + E V[x^bJ2 cos rpf + E l^(Lï,,b,]c)«0OB %f 0 (9)

V7^E cos çf + X VKJiï cos yf> +^ V([ïw,b/IO2 cos ^ - 1

Dann vereinfachen sich aber die zweiten Terme von Suu, Svv, Slcw, die
allein beriicksichtigt werden miissen, zu

sin^> r».,b,]»sinV11> ([ï., b.] Ctr sin2 z«
~ l/(ï-ot)2

sin2 çf [i,, b,l2 sin2 yf ([*„, bt] Q2 sii
G 2-^- +£___ +J£ 7/=

r

und bei Wahl cartesischer Koordinaten verschwinden die ersten Terme
der erwàhnten GrôBen9). 8XX9 Syy, 8ZZ sind also positiv définit oder
hôchstens positiv semidefinit. Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Hilîssatz 2: S nimmt auf (g kein Maximum an.

Beweis. GemâB 1) ist :

V2

x y

- 2^(68168 +cgcg)-2y*(6S6S + cSc8)-2za:(6g6ff +

Wir schlieBen die elementaren Fâlle des § 2 aus10), legen den Nullpunkt
des Koordinatensystems in einen Punkt von (£ und entwickeln 8 in der

*) Bei Wahl der in § 3 erwâhnten Koordinaten. stellt man mûhelos fest, daÛ die 1. Terme
von Suu, Svv und 8WW positiv ausfallen. Man benôtigt 6) und 9).

Sonst wûrden nàmlich Komplikationen entstehen.
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1^

~2"

Umgebung dièses Punktes nach Potenzen von x, y, z, was immer môg-
lich ist. Wàhrend nun die linearen Glieder bei Wechsel des Nullpunktes
gewisse Modifikationen erleiden, bleiben die Absolutglieder und die qua-
dratischen Glieder formai unverândert. Das Ergebnis der elementaren
Reehnung lautet :

y* {a^

^

%fz

Nun betrâgt die Summe der Koeffizienten von x2, y2, z2

2
in der 1. geschweiften Klammer : —7jr

in der 2. geschweiften Klammer : X —^ > 0 >

in der 3. geschweiften Klammer : 0

Also mu8 mindestens einer dieser Koeffizienten positiv sein. Dies hat
aber zur Folge, daB die fiir Extrema von S mafigebende quadratische
Form weder negativ définit noch negativ semidefinit ist. Damit sind Hilfs-
satz und Satz bewiesen11).

Der festgestellte Sachverhalt ist âuBerst bequem. Da nâmlich die

Existenz des absoluten Minimums gesichert ist und es genau ein relatives
Minimum gibt, so ist mit dem letzten zugleich das erstere gefunden.

In der Ebene sind selbstredend nur Punkte und Geraden zulâssig. Aile
Formeln vereinfachen sich wesentlich. Prinzipiell tritt kein neues
Moment auf.

11 Es erscheint natùrlicher, S in der Umgebung einer vorgegebenen Geraden nach

Potenzen von r und 2, in der Umgebung eines Punktes aus (£ nach Potenzen von r allein

zu entwickeln; an dieser Stelle ist dies aber nicht nôtig, da die Nichtexistenz eines
Maximums sehon gesichert ist.
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§ 5. Das Punktproblem in der Ebene

Wir lassen die Geraden und Ebenen in Punkte ausarten und befassen

uns mit dem Problem, die Summe der Abstânde eines Punktes von n
festen Punkten zu einem Minimum zu machen. 4) schreibt sich in Polar-
koordinaten :

S r + X l/r2 — 2at r • cos(<p — <xt) + a\ 12) (4')
2

Es sei M der Punkt mit der in Frage stehenden Minimaleigenschaft.
Unter welchen Bedingungen fàllt M mit einem der Punkte Pk aus (£ zu-
sammen? Dièse Fragestellung erfordert Entwieklung von S nach Poten-
zen von r. Das Résultat ist :

S=Zal + r.k + Çzsin2(l-«') + ...; (11')

h 1 — X cos (cp — ocj

Fur ein Minimum von S ist demnach notwendig und hinreichend, da8 h
nicht negativ sei. Nun erreicht die genannte GrôBe fur

v sin oct
tg <p* ¦

X cos oct

ihren kleinsten Wert

fe* 1 - \/(£ cos «JM- (V sin a,)2

Ist also in Pfc die Ungleichung

l/(i: cos aj2 + (X sin aj2 < 1

erfiillt, so nimmt die Funktion ihr Minimum tatsàchlich in Pk an. Der
Fall r ¦=£ 0 ist viel schwieriger zu behandeln. Wegen

Xr Xfp 0 ; tf 4 r* ; 0 ^=1
geht 9) iiber in

r X cos <pf 0 ; v cos ç><3) +1 0, (9')

wâhrend (10) sich zu

sin2 ©?} sin2 fJLÏI 0 ; X
V(x - a,)2

12) <Xt a% (cos ott, sin at). ç? —a.i ist derjenige Winkel, unter welchem (x — at) vom
Nullpunkt Px aus gesehen wird.

13 XJm kein Gleichheitszeichen berucksichtigen zu mùssen, ist nur der triviale Fall
auszuschliefîen, wo aile Punkte auf ein und derselben Geraden liegen.
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vereinfacht. Infolge der Voraussetzung r =fi 0 richtet sich das Haupt-
augenmerk auf das Gleichungssystem

n

n

2

J£ cos ç><3> +1 0, X sin ffi 0 (9*)
2 2

<^3) ist derjenige Winkel, unter welchem at von M aus erscheint. Dièse
Winkel qf® sind fur unser Problem charakteristisch.

Wir addieren zur 1. Gleichung (9*) die mit i }/— 1 multiplizierte
2. Gleichung eben daselbst. Die modifizierte Minimumbedingung lautet
dann :

(Je 2, 3 n) (9**)

Bei Wechsel des Nullpunktes reproduziert sich die linke Seite von
(9**) bis auf einen Exponentialfaktor von endlichem Betrag. Es ist also

nichts beizufugen14).
(9**) laBt folgende Deutung zu.
Die n — 1 Zahlen zk genugen einer Gleichung vom Grade n — 1,

der Form

wobei die n — 2 Koeffizienten der nachfolgenden Potenzen von z so

gewahlt werden mussen, da8 aile zk auf dem Einheitskreise liegen. Nun
geben wir n — 3 Wurzeln der genannten Gleichung vor. Es gilt dann
die Zerfallung

zn-l _|_ zn-2 _|_ azn~3 _| ^ (^-3 „ ^ ^-4 ^ (_ ^n pj Q _)_ ^
Q ==Z2 + z(l+pi) + (a_V2) ;

2?t Z-te elementare symmetrische Funktion.
Das Restpolynom R kann immer identisch zum Verschwinden ge-

bracht werden15). Die fehlenden Werte z mussen nun der quadratischen
Gleichung

genugen und naturlich auf dem Einheitskreise liegen. Die Auflosung von

(12) ist

14) Vergleiche die entsprechende Stelle m § 6.

15) Semé Koeffizienten gleich Null gesetzt gestatten emdeutige Auflosung nach «n-3»

an_4 o0. Dièse werden Funktionen der pe, und somit ist die gesuchte Gleichung von
Fall zu Fall festgelegt, sofern e%_3 a emdeutig bestimmbar ist.
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s5" hat dann und nur dann den Betrag 1, wenn folgende Bedingungen
erfullt sind :

a) Die komplexe Zahl z* — I ô-^I liegt nicht imÀuBern16) des
Einheitskreises ^Einheitskreises.

b) Die komplexe Zahl z* 1/1 ^M + P2 — a ^ gleich der halben

Kreissehne im Endpunkte von z* 17).

Damit beherrschen wir die Verteilung der Sehwinkel um M vollstân-
dig, und folgende Behauptung erfolgt zu Recht :

,,Zu vorgegebenem M und n — 2 passend gewàhlten Punkten kônnen
immer weitere zwei PunJcte konstruiert werden, so dafi die Abstandsfunk-
tion in M ihr absolûtes Minimum annimmt"

Sind aber umgekehrt aile Punkte vorgegeben und sucht man M, so ist
die Situation weniger gûnstig. Das eigentliche Problem ist nâmlich bei
allgemeiner Lage der Punkte Pt nur fur n ^ 4 lôsbar18).

§ 6. Das Punktproblem im Raum

Das râumliche Problem ist erwartungsgemâB heikler. Mit raumlichen
Polarkoordinaten wird

X r (cos u - sin v, sin u • sin v, cos v) ;

at at (cos ut • sin vt, sin ut • sin ve, cos vt) ;

at x r at • cos ^ ;

cos ^t (cos ut - sin vt • cosu sin v + sint^ • sin vt-sinu sin v + cos vt cost;)

Genau wie in der Ebene ist der Naehweis der Minimaleigenschaft eines
Punktes Pk aus (g elementar, so daB sich die Wiedergabe eriibrigt. Unter
Weglassung des Paktors r^O wird aus (9)

16) Gilt | z* | 1, so tritt ein Doppelpunkt auf. Fur z* 0 bleibt fur 2* ein Freiheits-
d erhalten.
17) Setzt man etwa %\ sin /5. e*w, so folgt : a sin2 p - e2!^ — cos2 p - e* (2<*>+tt) 4. p2,

^lso eindeutige Bestimmung.
18 Ausnahmefalle sind die in § 2 namhaft gemachten Punktverteilungen, sowie die fur

ungerades u nicht tnvialen Konstellationen, welche sich auf ein regulares n-Eck reduzieren
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n
cos vt 0;

n
COS %, • sin vt 0;

n
sni u i • sm vt 0 (9**)

Ohne weiteres ist ersichtlich, da6 die Gleichungen (9**) invariant
sind gegenuber Drehungen des Koordinatensystems, drucken sie doch

n
das Verschwinden des Vektors £ PtM, also auch seines Betrages aus

Man kann infolgedessen von jedem beliebigen Punkte P% ausgehen.

Die Komponenten des Vektors m £ MPt bezuglich der x,y,z-
Achse genugen der Gleichung n-ten Grades

wn + an_2 w"~* + ««-s ut»-* + • • • a0 O19)

Nun seien auf der Einheitskugel der Nordpol (0, 0, 1) sowie n -— 3

weitere Punkte in beliebiger Lage vorgegeben. Die Komponenten der

zwei noch fehlenden Vektoren mussen dann nach den Ûberlegungen des

§ 5 der Gleichung

genugen, wo die pt die gleiche Bedeutung haben wie fruher. Die Losung
von (12r) ist

2^^ rrr (130

Sie kann noch vorteilhaft umgeformt werden :

a) 0 n_2

w* -Pi cos2 ij
an_2 - ft + ri (^

2 lj\ 20)sin2

b) {^- p\ Sin2

19) Gleichung und Losung gelten selbstredend m der Weise, dafî jeder Komponente im
allgemeinen verschiedene Werte von px und p2 zukommen.

20) Die Schreibweise ist symbohsch Es handelt sich um drei unabhangige Winkel $t,
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Die Lôsung des Problems zeichnet sich jetzt ab. Die zwei fehlenden
Vektoren sind Einheitsvektoren. Deshalb handelt es sich im Parameter-
raum der 6 um zwei Ellipsoide, die zum Schnitt gebracht werden mûssen.
AbschlieBend darf folgendes behauptet werden :

i,Zu vorgegebenen n — 2 passend gewâhlten Raumpunkten gibt es immer
eine einparametrige Schar von Punktepaaren mit der Eigenschaft, dafi (9**)
erfûllt ist und die Abstandsfunktion in M ihr absolûtes Minimum an-
nimmt"

Das eigentliche Problem ist fur die regulâren Polyeder lôsbar. LàBt
man das Tetraeder beiseite, so handelt es sich sogar um elementare
Fâlle21). Was den letztgenannten Kôrper betrifft, so ist leicht zu sehen,
daB den Gleichungen (9**) Geniige geleistet wird durch die sechs im
Kugelmittelpunkt angebrachten Vektoren

m! 0 0 1) ; *„-= (1,0,0)

m2^(^2, 0,-1); *,- (0,1,0)

V% 1/2 1\
\~T' "j/f """à/ ;

/ ]/2 1/2

m

m,

Es gelten die sechs Gleichungen mt mk —-1/3 mit der Konsequenz

cosx= —1U> Damit ist sogar bewiesen, da6 bei jedem Kôrper, dessen

vier Ecken die Koordinaten X% m% ; 0 < X% <cx> besitzen, derjenige Punkt
Minimaleigenschaft besitzt, von dem aus die sechs Kanten unter ein
und demselben Winkel % arccos (— 1/3) gesehen werden.

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB infolge der einfachen Struktur der
Minimumbedingung im Rn keine weitern Schwierigkeiten auftreten werden.

§ 7. tlbertragung auf Flâchen

Das am SchluB des § 4 formulierte Problem behâlt auf Raumflàchen
einen Sinn. Man hat nur die Abstânde lângs geodâtischer Linien zu
messen. Es bedeutet dann eine groBe Vereinfachung, die Geraden nicht
durch irgendwelche Flàchenkurven, sondern ebenfalls durch geodâtische

21 Sie besitzen Diagonalen, die sich im Kugelmittelpunkt schneiden.

8 Commentera Mathematici Helvetici ***



Linien zu ersetzen. Allerdings werden die technischen Schwierigkeiten
immer noch groB sein. Eine Ausnahmestellung nehmen diejenigen Flâchen
ein, die sich so auf die Ebene abbilden lassen, daB die geodàtischen Linien
in die Geraden der Ebene ubergehen. Nach einem Satze von Beltrami
besitzen die Flâchen mit dieser Eigenschaft konstante GauBsehe Kriim-
mung. Auf der Kugel wird sieh also vermittelst der stereographisehen
Projektion ebenso viel erreichen lassen wie in der Ebene.

(Eingegangen den 19. Dezember 1947.)

114


	Ein geometrisches Minimumproblem.

