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Ein Mittelwertsatz
fur Funktionen einer komplexen Verânderlichen

Von Heinz Hubeb, Zurich

I.
Zwischen der Ableitung und dem Differenzenquotienten einer reellen

differenzierbaren Funktion f(x) besteht bekanntlich eine intéressante
Beziehung, welche den Inhalt des Mittelwertsatzes der Differentialrech-

nung bildet. Man kônnte versucht sein, diesen Mittelwertsatz folgender-
maBen auf Funktionen einer komplexen Verânderlichen zu iibertragen :

/ (z) sei regulâr in 51 :

| z — z0 \<r
Dann gibt es zu jedem z c $t ein

derart, daB

/(2)-/(*o)_

DaB dieser Satz nicht richtig ist, zeigt schon die Funktion ez. (Man nehme

z0 0, z 2Tri!) Weil aber die differenzierbaren Funktionen einer
komplexen Verânderlichen bedeutend mehr innere GesetzmâBigkeiten
aufweisen als diejenigen einer reellen Verânderlichen, so ist zu vermuten,
daB auch bei komplexen Funktionen enge Zusammenhânge zwischen
Ableitung und Difïerenzenquotient bestehen. In der Tat hat Dieudonné1)
eine intéressante Beziehung zwischen den Bildgebieten von Ableitung
und Differenzenquotient gefunden, und Montel hat einen Satz2) bewie-

sen, der gewissermaBen als Umkehrung eines Mittelwertsatzes anzusehen
ist.

*) [2] p* 354 (Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am
Ende dieser Arbeit.)

2) [3] p. 17.
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Dies ailes drângt die Frage auf, ob unter gewissen Einschrânkungen
nicht doch ein Analogon zum reellen Mittelwertsatz auch fur Funktionen
einer komplexen Verânderlichen gilt. Wir stellen uns folgendes Problem :

f(z) sei regulàr fur z z0. Gibt es dann eine Umgebung 95 von z0 der-
art, daB

1. zu jedem z € 93 ein f existiert, welches die Gleichung (I) erfullt,

2. uber die Lage dièses £ eine ûbersichtliche Aussage gemacht werden
kann, welche die Bezeichnung ,,Mittelwertsatz" verdient?

Eine erste Orientierung ergibt sich sofort mit Hilfe des Satzes uber
implizite Funktionen :

a) Wenn ff(z0) ^ 0 ist, so gibt es zwei Umgebungen 93 und 93* von z0,
so daB gilt : Zu jedem z e 93 existiert genau ein £ e 93*, welches die
Gleichung (I) erfullt.

b) Wenn ff(z0) 0 ist, so gibt es zu jeder Umgebung 93* von z0 eine

Umgebung 93 von z0, so daB gilt : Zu jedem z e 93 existieren mehrere

| e 93*, welche die Gleichung (I) erfûllen.

Es scheint plausibel, daB im Falle b kaum ubersichtliche Resultate
uber die Lage der £ zu erhoffen sind. Damit dùrfte motiviert sein, daB wir
im folgenden ff(z0) ^ 0 annehmen. — Ist dièse Voraussetzung aber
erfullt, dann gibt es eine Kreisscheibe

S: \z -zQ\<S S>0
derart, daB

Bekanntlich bildet dann f(z) dièse Kreisscheibe S und aile ganz in ihr
liegenden Kreisscheiben schlicht und konvex ab3). In Abschnitt II wird
gezeigt, daB innerhalb einer solchen Kreisscheibe S tatsàchlich ein
Analogon im oben prâzisierten Sinne zum reellen Mittelwertsatz gilt : Zu
jedem z e S gibt es genau ein | £ (z) e S, welches die Gleichung (I)
erfullt (Satz 1), und es kônnen ubersichtliche geometrische Aussagen uber
die Lage dièses | gemacht werden. (Sâtze 1, 3, 4.) Es ergibt sich auch,
daB | f (z) eine in Q regulâre Funktion ist (Satz 2). Ferner wird ge-

3) [1] p. 513, [5] p. 109—111.
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zeigt, da8 die Beschrânkung unserer Untersuchungen auf Kreisscheiben
S mit der genannten Eigenschaft nicht etwa kunstlich, sondern dem
gestellten Problem durchaus angemessen ist.

Als wesentliches Hilfsmittel bei unsern Beweisen dient ein sonst sehr

wenig benutzter Integralsatz von WeierstraB4). Er sei daher hier formu-
Kert in der speziellen Fassung, in welcher wir ihn benutzen werden :

Es sei © ein abgeschlossenes konvexes Gebiet der w-Ebene, g(t)
u(t) + iv(t) eine im Intervall a ^t ^6 stetige Funktion, und es

gelte : w g (t) e © ftir a < t ^ b. — Dann gehôrt der Punkt

dem abgeschlossenen Gebiete © an.

Zum Schlusse môchte ich Herrn Prof. W. Saxer meinen besten Dank
aussprechen fur seine wertvollen Ratschlâge wâhrend der Abfassung
dieser Arbeit.

II.

Wir bezeichnen mit Q die offene Kreisscheibe \z — zo\<8, 8>0.
Es sei z e S, z =£ z0. Dann gibt es genau zwei (abgeschlossene) Kreis-
scheiben (3R1{z), $Dl2(z) mit folgender Eigenschaft : Ihr Rand geht durch
die Punkte z0 und z und beruhrt den Rand von S. Der Durehschnitt

4) [4] p 66—68.
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ist ein symmetrisches Kreisbogenzweieck mit den Ecken z0 und z (vgl.
Fig. 1). Mit Hilfe der eben eingefuhrten Bezeichnungen formulieren wir
jetzt den

Satz 1. Die Funktion f(z) sei regulâr auf der Kreisscheibe S und
ihre Ableitung f'(z) bilde S auf ein konvexes Gebiet ab. Dann gibt es zu
jedem z c S genau einen Wert £ Ç(z) e S derart, daB

/(g)—/fa) =///fl
2 — z0

und es gilt :

wenn

Beweis. 1. Die Ableitung w /'(z) bildet S auf ein Gebiet S* in
der w-Ebene ab, welches konvex, also a fortiori schlicht ist. Daher gibt
es zu jedem w e S* genau einen Wert z <p{w) € S, so daB fr(z) w
ist, und die so definierte Funktion cp (w) ist regulâr in S*.

2. Es sei nun zr ^ z0 ein beliebiger Punkt von <S, und R eine ab-

geschlossene Kreisscheibe, welche die Punkte z0 und z! enthâlt und ganz
in S liegt. 5^ wird durch w — f'(z) auf ein abgeschlossenes Gebiet
51*c S* abgebildet, welches ebenfalls konvex ist5).

3. Wie man sich sofort ûberzeugt, gilt

î
Q=m=zM.= ff'(zo+t(z>-zo))dt

z zo J

wobei ûber das réelle Intervall 0^£^l zu integrieren ist. Wenn nun
die réelle Variable t von 0 bis 1 lâuft, so beschreibt der Punkt zo+t(zf-—zo)
die Strecke [zQ, zf] c R. Folglich beschreibt der Punkt

einen Kurvenbogen, welcher ganz im abgeschlossenen und konvexen
Gebiet Si* liegt. Nach dem in der Einleitung erwâhnten WeierstraBschen

Integralsatz6) liegt daher auch der Punkt Q in il*.

5) [5] p. 110.

6) Vgl. auch [6] p. 362.
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4. Aus Q c il* folgt naturlich erst recht Q c S*. Deshalb gibt es

nach 1. genau einen Wert £ <p(Q) € S derart, daB

z' — z0

wird, und dièses | muB, da Q in Si* liegt, sogar in Si liegen.

5. Es gilt sogar : | e 90^ (z'). In der Tat : Wurde der Punkt £ € <5

nicht in ffll^z') liegen, so kônnte man — wie leicht einzusehen ist — eine

abgeschlossene Kreisscheibe Si finden, welche ganz in S liegt und die
Punkte zQ und zr enthâlt, nicht aber den Punkt £. Das ist aber ein Wider-
spruch zum bisher Bewiesenen. — Ebenso zeigt man, daB £€5R2(z').
Alsoist |€9K1(z/)n9K2(2j/) 3(2/)î q. e. d.

6. Es bleibt uns noch der Fall z z0. Das zugehôrige |(z0) muB
dann der Gleichung

d. h. der Gleichung f'(z0) f(£) genugen. Wegen 1. ist aber | z0 das

einzige | c <S, das dièse Bedingung erfiillt. Bamit ist Satz 1 vollstândig
bewiesen.

Aus unserer tîberlegung folgt noch

Satz 2. f £ (z) ist eine in S regulàre Funktion. In der Tat : Fur
z c S gilt ja

Nun ist aber w Q(z) eine in S regulàre Funktion, die dort nur Werte
annimmt, welche nach 3. und 6. in den Regularitâtsbereich S* von <p{w)

fallen. Daraus folgt aber die Behauptung. 'Wenn man beachtet, daB dank
der ûber f(z) gemachten Voraussetzung f(zQ) ^ 0 ist, so kann man
mit Hilfe von (1) leicht schliefien, daB

*'(*•)=*. (2)

Wegen Satz 2 kann man nun £(«) in eine ûberall in S konvergente
Potenzreihe mit dem Mittelpunkt z0 entwickeln :

«o
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Hieraus entnehmen wir sofort :

a) Die Funktion

ist regulâr in S und es ist © (z0) 0.

Es gilt ferner :

b) | 0(2)| <| fur aile ze S

In der Tat : Beachtet man, dafi J(z0 + z) der Mittelpunkt der Strecke
[z0, z] ist, so folgt aus Satz 1 sofort

1 l(z) - *(s0 + *) I < 4 I « ~ *o I d. h. | 0{z) |<1. q. e. d.

Die Eigenschaften a und b erlauben uns, 0(z) mit Hilfe des Schwarz-
schen Lemmas abzuschâtzen. Wir finden

oder wenn wir wieder zu £(z) zurûckkehren :

—«bl1,

Satz 3. Mit den Voraussetzungen von Satz 1 gilt :

Wir bezeichnen mit Si (z) die (abgeschlossene) Kreisscheibe mit dem

Radius -r-^r | z — z0 |2 und dem Mittelpunkt \ (zQ + z). Kombinieren

wir jetzt die Sâtze 1 und 3, so folgt

Satz 4. Mit den Voraussetzungen von Satz 1 gilt :

wenn z € S so ist Hz) € 3 (z

Man iiberzeugt sich sofort, daB Satz 4 eine Verschârfung sowohl von
Satz 1 als auch von Satz 3 darstellt (vgl. Fig. 2).
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Bemerkungen. 1. DaB wir unsere Untersuchungen auf Kreisscheiben
S : | z — zQ | <S beschrânken, welche durch f(z) konvex abgebildet
werden, ist nicht etwa eine kûnstliche Einschrànkung, sondern ist viel-
mehr in der Natur der Sache begrûndet. Es existieren nâmlich Funk-
tionen /(z), bei welehen das zugehôrige |(z) auf dem Rande von S
Singularitâten (sogar Verzweigungspunkte) aufweist.

Beisjnel : Die Funktion

1—^^(z-Zq) 8>0 ; f(zo) O (3)
— (Z Z)

z — z0

ist offenbar in S regulâr, und ihre Ableitung

bildet S auf die Halbebene 9t (w) >— |, also auf ein konvexes Gebiet ab.
Die der Gleichung

— za

geniigende und in © regulàre Funktion | (z) kann hier explicite angege-
ben werden :

- (Z - Z0) [log s_fz_Zo)YZ0 + S

Dièses | (z) hat aber offenbar in z z0 + S, also auf dem Rande von S,
einen logarithmischen Verzweigungspunkt. q. e. d.

2. Ùber die Schârfe der entwickelten iibersichtlichen Abschàtzungen
von | (z) gibt uns folgende kleine Betrachtung einen gewissen AufschluB :

Wenn
lim | |(z0 + reiq>) — z0 \ 0 < (p<27t

existiert7), so folgt aus unsern Sâtzen, daB dieser Limes ^ S ist. Die
Funktion (4) zeigt nun gerade, daB dieser Limes nicht besser (nach oben)

abgeschâtzt werden kann. In der Tat folgt ja aus (4) sofort

lim

7) Dies ist fur fast aile <p der Fall, da ja $(z) nach Satz 1 beschrânkt ist.
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3. Es ist ferner bemerkenswert, daB es die gewonnenen Abschâtzun-

gen erlauben, bei einer einfachen Klasse von Funktionen das zugehôrige
|(z) vollstandig zu bestimmen. Wir beweisen namlich mit alleiniger Be-
nutzung der Sâtze 1 und 3 folgenden

Satz 5. Es sei f(z) eine ganze Funktion ; ihre Ableitung f{z) bilde
jede Kreisscheibe \z — zQ\<r, r>Q auf ein konvexes Gebiet ab. Dann
gilt:

1. Zu jedem endlichen z gibt es genau einen endlichen Wert £ f (z)

derart, daB

/(g)— /(go) ^/-/m

2. Es ist

Beweis. Es sei zf ^ z0 8). Wir betrachten die Kreisscheiben

ftn: \z — zo\<rn, rn 2n\zr — zQ\ n=l,2,...
Dann ist

a) zA€5ln fiir n^l
und nach Voraussetzung gilt

b) f(z) bildet 5ln, n^l, auf ein konvexes Gebiet ab.

Aus a und b folgt nach Satz 1 : Es gibt genau einen Wert £

S{z')€Stn derart, daB

z z0

Da dies fur aile n^l gilt und weil rn->oo fur n->oo, so ist damit
Behauptung 1 bewiesen.

Aus a und b folgt ferner nach Satz 3 :

\Hz')-\{z^z')\^Z'-rZf ==^-=^, n>\.

8) Fiir z — z0 ist die Behauptung trivial.
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Hieraus folgt, da die linke Seite von n unabhangig ist, £(zF) \(zQ + z;) •

Damit ist auch Behauptung 2 bewiesen. Dieser Satz 5 lâBt sich natûrlich
sofort reehnerisch verifizieren, wenn man bedenkt, daB jede Funktion.
welche seine Voraussetzungen erfûllt, ein Polynom zweiten Grades ist.

4. Ich vermute, daB (unter den Voraussetzungen von Satz 1) die zu
f(z) gehôrige Funktipn i(z) die Kreisscheibe S schlicht abbildet. Ein
Beweis fur den Fall, daB die Koeffizienten der Potenzreihe f(z)

00

JS an(z ~~ zo)n reeU sind, wird andernorts erscheinen.
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