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Dreikreisesatz und Zentrumproblem
Von Hubert Cremer, Aachen

Das Zentrumproblem, das ist die Frage nach notwendigen oder hin-
reichenden Bedingungen dafur, daB die analytische Funktion der kom-
plexen Verânderlichen z

f(z) aiz + a2z*+--- |aj 1 (1)

in der Umgebung des Nullpunktes als transformierte Drehung, d. h. in
der Form

/(«) ç> («!?-*(*)) (2)
mit

z (p(w) cx w + c2w2 + • * *
> Ci # 0 (3)

dargestellt werden kann, ordnet sich in zwei groBe Ideenkreise organisch
ein. Der eine ist die Théorie der Itération der rationalen und der ganzen
Funktionen, welche insbesondere von Julia und Fatou entwickelt worden
ist; die lange ungeloste, erst jetzt durch Siegel1) entschiedene Haupt-
frage dieser Théorie nach der Existenz nichtkonstanter Grenzfunktionen
der Folge der Iterierten hangt auf das engste mit dem Zentrumproblem
zusammen. Der andere ist die Uniformisierungstheorie ; hier fand das
Problem bei einem Versuch, die Abbildbarkeit der korperlichen Ecke auf
die Kreisflâche zu beweisen, bereits das Interesse von H. A. Schwarz2).

Siegel bewies 19421), daB die Schrôdersche Funktionalgleichung (2) fur
fast aile Multiplikatoren, nâmlich diejenigen, fur welche

log 1 anx - 1 | 0 (log n) (n-> oo) (4)

gilt, immer lôsbar ist. Jede Funktion (1), deren Multiplikator /'(()) at

x) C. L. Siegel, Itération of analytic functions, Annals of Mathematics 43 (1942)
S. 607 ff.

a) Eine Darstellung dieser Zusammenhànge sowie ausfuhrhche Literaturangaben zur
Geschichte des Zentrumproblems findet der Léser in der Arbeit des Verf.: H. Cremer,
Uber die Schrodersche Funktionalgleichung und das Sehwarzsche Ecken-
abbildungsproblem, Leipziger Benchte 84 (1932) S. 291—324.
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der Bedingung (4) genugt, lâBt sich also als transformierte Drehung dar-
stellen. Zu allen Multiplikatoren, welche die Bedingung

lim sup — log | a" — 11 oo (5)
n=i,2,... n

erfiillen, lassen sich dagegen3) Funktionen (1) konstruieren, fur die (2)
unlôsbar ist. Die der Bedingung (4) genûgenden Multiplikatoren um-
fassen aile Punkte des Einheitskreises mit Ausnahme einer Menge % vom
Lebesgueschen MaBe Null. Die Multiplikatoren von % haben die Eigen-
schaft, da6 ihre Potenzen a", n 1,2,... die 1 besonders gut approxi-
mieren. Fur solche Multiplikatoren und verschiedene Klassen von
Funktionen hatte der Verf. schon fruher2) die Unlôsbarkeit der Schrôderschen

Funktionalgleichung bewiesen.
Im Hinblick auf das Siegelsche Résultat durfte ein kurzer Beweis des

folgenden Satzes von Interesse sein, welcher — grob formuliert — besagt,
daB eine nichtlineare ganze Funktion g (z) sich jedenfails dann nicht in
der Form (2) darstellen lâBt, wenn ^'(O) ax gewissen, nur vom Wachs-
tum von g(z) abhângenden Teilmengen von 51 angehôrt4). Dieser
Beweis wird durch die Anwendung des Hadamardschen Dreikreisesatzes5)
besonders einfach und durchsichtig.

oo

Satz. Eine ganze Funktion g(z) Jj£ av zv, die sich
î

(/) in der Umgebung des Nullpunktes als transformierte Drehung, d, h.
00

in der Form g(z) y {ax <p-x (z)) mit <p(z) ]£cvzv, cx ^ 0 darstellen

B/it, 1

(II) die langsamer wachst als eine vorgegebene (monoton wachsende)

Vergleichsfunktion F(r)>r (d.h. filr aile genilgend grofien r der Un-
gleichung Max | g(z) \ <F(r) genûgt), und

(///) deren Multiplikatorpotenzen a\ gf(0)n die 1 gemafl der filr grofle

r giiltigen, nur von F(r), d.h. von der vorgegebenen Schranke fur das

Wachstum von \g(z)\ abhângenden Bedingung

lim înf | a? — 1 | Fn (r)log f 0 (6)
n-1,2,...

^besonders gutu approximieren, ist linear : g(z) atz.
8) H. Cremer, XJbei die Hàufigkeit der Nichtzentren, Math. Ann. 115 (1938)

S. 578, (Formel 8).
4) Vgl. Cremer, Leipziger Berichte 84 (1932) S. 299 fï.
6) Cf. J. Hadamard, Selecta (Paris 1935), p. 94—95, FuÔnote 2. — E. Landau, Dar-

stellung und BegrùndungeinigerneuererErgebnisse der Funktionentheorie,
Berlin 1916, S. 76.
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F{r) soll hierbei eine im ûbrigen frei vorgebbare positive Funktion
der positiv-reellen Variabeln r, Fn (r) ihre n-te Iterierte bedeuten

(Fn(r) =^(^i(r) > F^r) =F(r))
Die Menge der Zahlen al9 die der Bedingung (6) geniigen, ist auf dem
Einheitskreis iiberall dicht und besitzt die Mâchtigkeit des Kontinuums
(bei jeder Wahl von F(r)

Auf Grand des eben formulierten Satzes lassen sich u. a. leicht Bei-
spiele ganzer Funktionen jeder Ordnung und jedes Typus mit | g'(0) | 1,

gf(0)n 7^1, n 1,2,... angeben, die keine Darstellung (2) gestatten.
Nach dem Siegehchen Satze kann man aber dureh eine beliebig kleine
Ànderung von ax g'(0) allein (wobei die Bedingung | ax \ 1,

aj*^l, n 1,2,... erfiillt bleibt) fur die abgeanderte Funktion eine
solche Darstellung erreichen.

Beweis des Satzes : Es genugt zu zeigen, da8 fur eine passende Teilfolge
gnv (z) der Iterierten von g (z) in der ganzen Ebene

lim gnv(z) z (7)
V-> 00

gilt. Denn aus g(zx) g(z2) folgt gn(zx) gn(z2) und hieraus dann
wegen (7) zx z2, also die Einwertigkeit und aus dieser die Linearitât
von g(z).

Aus der Gultigkeit von (2) gewinnen wir zunàchst eine Abschâtzung
fur Mn(r) Max | gn(z) — z \ in der Nàhe des Nullpunktes. Durch

|z|rf
z q) (w) wird ein passender, zum Nullpunkt konzentrischer Kreis 51 der
t^-Ebene auf eine Umgebung 3 des Nullpunktes der z-Ebene schlicht ab-
gebildet. Einem kleineren (mit 51 konzentrischen) Kreise Six entspricht
hierbei eine ganz im Innern von 3 enthaltene Umgebung 3i des
Nullpunktes. Da q>f(w) in der abgeschlossenen Huile von 5^ beschrànkt ist,
gibt es eine Schranke Kl9 derart, dafi in 5^

gilt. Nun ist gn (z) <p (aj1 w) (z in 3) also haben wir fur aile z in 3i
I 9nk*) - * I I VK w) - <Piw) I <Ki \a^w~w\<K\a!l-l\

Die eben bewiesene Abschâtzung

2fn(r)<Z|aî-l| (8)

gelte fur r^ g, 0 < g < 1
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Fur groBe r gilt
Mn(r)<Fn(r) + r<2Fn(r) (9)

Der Beweis lâBt sich nun mit Hilfe des Hadamardachen ,,Dreikreise-
satzes" sofort erbringen. Dieser gestattet eine Abschâtzung des absoluten

Betrages M (r) Max | / (z) \ einer in einem Kreisring rx <J | z | ^ r%

l«l-r
regulâren und eindeutigen analytischen Funktion f(z), wenn Schranken
fur M(rx) und M(r2) bekannt sind. Ist nâmlich
M(r2) fg Jf2, so gilt nach Hadamard5) fur t-j <^ r ^g r2 :

log log

^Mx r* • M2 ri (10)

Wegen (8) und (9) liefert (10) mit rx q, r2 3rg unmittelbar

log 3 Iog3 logr

Mn(rQ) ^ KlogZr\aï — ljlog3f [2^n(3r^)]log3r (11)

und hieraus folgt wegen (6) nach einer leichten Umformung (man ersetze
dabei in (6) r durch Sr) die Behauptung (7).

(Eingegangen den 7. Juli 1947.)
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