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Un théorème concernant le nombre

total des bases d'un groupe d'ordre fini

Par Sophie Piccabd, Neuchâtel

Soit G un groupe d'ordre fini. Soit v un entier > 1. Nous dirons que G

est à base d'ordre v s'il existe au moins un système 1) a1,a2,.. .,av
formé de v éléments indépendants1) de G, tel que tout élément de G

s'obtient par composition finie des éléments 1), alors qu'aucun système formé
de moins de v éléments de G ne jouit de cette propriété. Si G est à base

d'ordre v, nous appellerons base de G tout système de v éléments indépendants

de G qui engendrent le groupe G tout entier par composition finie.
Soit B [al9 a2,..., av] une base de G et soit a un élément quelconque
de G. Posons aata-x a[2). Alors Bf [a[, a2,..., afv] est également
une base de G. Nous dirons que B' est la transformée de B par a et nous
écrirons Bf a Bar1.

Soient B± [ax, a2,..., av] et B2 [b1, b2 > • • • > &v] deux bases de G.
Nous dirons que ces bases sont distinctes si un élément au moins de
l'ensemble {a±, a2,..., av} ne fait pas partie de l'ensemble {b1, b2,..., bv}
et vice versa. Nous dirons que les bases Bx et J32 sont indépendantes si

j?! yéz aB2a~1, quel que soit l'élément a de G.
Nous dirons que les bases Bx, B2,..., Bm d'un groupe G constituent

un système complet de bases indépendantes de G si elles sont indépendantes

deux à deux et si, pour toute base B de G, il existe un indice i
compris au sens large entre 1 et m et un élément a de G, tels que B
aBiOr1. Le nombre m des éléments qui constituent un système complet
de bases indépendantes de G est un invariant du groupe G. Nous l'appellerons

l'ordre d'un système complet de bases indépendantes de G.

Remarque 1. Soit G un groupe d'ordre fini N à base d'ordre v et soit
B [al9 a2,..., av] une base de G. Soit E l'ensemble des éléments de G

qui transforment la base B en elle-même. Montrons que E est un groupe.

*) Dont aucun ne peut être obtenu par composition finie des autres.
s) Les éléments successifs de la composition sont à effectuer de droite à gauche.
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En effet soient a et 6 deux éléments quelconques de E. On a donc a Ba~l
B et bBb-1 B, d'où baBa^b'1 6J56-1 J5, ce qui prouve

que ba e E. Donc E est bien un groupe. Soit v l'ordre de E. On a v > 1,

puisque 2? contient en tout cas l'élément unité de G. Comme E est un
sous-groupe de G, n est un diviseur de N. Soit Ec le centre de G et soit fi
Tordre de Ec. Montrons qu'on a v<v\/ll. En effet, soit il9 i2i. ..,i9
une permutation quelconque des nombres 1, 2,..., v et soit Eii iz iv
l'ensemble des éléments de E qui transforment ax en aH, a2 en aî2,..., av
en atw.

Si l'ensemble EHi% %v
n'est pas vide, il comprend fi éléments. En

effet, supposons que cet ensemble n'est pas vide et soit c un élément
quelconque de EiiH lv. On a donc cahc~x ¦=¦ ath, quel que soit h 1,

2,..., v, et, quel que soit l'élément d de Ec, on a cdahd~xc~x cahc~x

Donc cd eEHH iv et, comme les éléments cd(deEc) sont au

nombre de /i, il s'ensuit que -Ë?tlta< .t|?>/^3). Soient maintenant c un
élément fixe et c; un élément quelconque de EHH tv Montrons qu'il
existe un élément d de i?c, tel que cf cd. En effet, comme c et c'

appartiennent à EHH tv en a cahc~x ath et c'a^'-1 a%h, A

1,2,...,?;. Donc cahc~x — c'a^"1. D'où cr^cfahcf~xc ah, h

l,2,...,v. Donc c"1^ est permutable avec aft, quel que soit A —

1, 2,..., v. Et comme jB [ax, a2,..., av] est une base de G, il s'ensuit

que c"1^' est permutable avec tous les éléments de G. Donc crxc e Ee.
Soit cr^c1 d, d e Ec. On a donc bien cf cd, où d e Ec. On voit
donc bien que si l'ensemble EH H %v

n'est pas vide, E%1 H %v /^.
Et comme i7 SEHH iv la sommation 2" s'étendant à toutes les

permutations possibles ix, i2,..., iv des nombres 1, 2,..., v, et que les

ensembles 1?H H tv sont disjoints deux à deux, il s'ensuit que l'ordre v
de E vérifie bien l'inégalité v<v\[x.

Proposition 1. Quel que soit le groupe G d'ordre fini N, il existe un
entier n diviseur de N et tel que le nombre total des bases de G est un

multiple de —n
Démonstration. — En effet, soit G un groupe d'ordre fini N à base

d'ordre v, soit m l'ordre d'un système complet de bases indépendantes de
G et soit B± 9 B2,..., Bm un système complet de bases indépendantes
de G.

s) Le symbole E désigne la puissance de l'ensemble E.
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Soit Et l'ensemble des éléments de G qui transforment la base B% en
elle-même et soit nt Tordre de Et(i 1,2,..., m). D'après la remarque
1, on a l<nt<v\fj,f où p désigne Tordre du centre de G, E% est un
groupe et n% est un diviseur de N.

Soit i un nombre quelconque de la suite 1, 2,..., m. Montrons que le

nombre total de transformées distinctes de la base B% par les éléments
N

de G est égal à —
nt

En effet, soit c un élément de E%. On a cBtc~1 Bt, par définition
de Et. Soient maintenant d un élément quelconque de G — Et et soit
dBtd~x — B[. On a B[ ^ B%, puisque d i Et et, quel que soit Télément
c de £t, on a dcB%c~xd~x dBtd~x B[. Donc les nt éléments de

(c e Et) de G — Et transforment Bt en B[. Montrons maintenant que si

un élément /de G — Et transforme Bt en B[, il existe un élément c de

E%y tel que / de. En effet, par définition de /, on a fBJ'1 B[
D'autre part, on a dcB%c~xd~x B[, quel que soit c e Et. Soit cx un
élément fixe quelconque de E%. On a donc fBlf~1 d^B^^d-1. On en
déduit f~1de1B%cî1àr1f Bt. Donc f^dc^E^ Soit h Télément de Et,
tel que f^1dc1 h. On a donc / dcji'1 et, comme cX€ Et, h e E%

et que Et est un groupe, on a h~x c Et et c^"1 e Et. Soit c^"1 c

On a donc bien / de, où c e Et. Ainsi nt éléments et nl seulement de
G — E% transforment B% en B[. On peut donc répartir les éléments de G

N
en — ensembles G1== E%> G2,..., GN disjoints deux à deux, compre-

nant chacun nt éléments et tels que tous les éléments de Gl transforment
N

B% en la même base B^ de G, quel que soit l ¦= 1, 2,..., — et les bases

(#)
Bti jB(f,..., B%n* sont toutes distinctes. Notre assertion est

ainsi démontrée.

Et comme les bases Bl9 B29>.., Bm forment un système complet de

bases indépendantes du groupe le nombre total n des bases de G est

N N N
nx n% nm

Soit n le plus petit commun multiple des nombres nx, n2,..., nt et
soit n n^, i 1, 2,..., m.

Comme nl9 n2,..., nm sont les diviseurs de N9 il en est de même de n
et on a, d'après 2),
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n K + ni + • • ¦ + <) ^
ce qui démontre la proposition 1.

Remarque 2. Si le groupe G est abélien, quelle que soit la base B de G
et quel que soit l'élément a de G, on a aBa~x B. Dans ce cas nx
?&g —. 7&m n N et la proposition 1 ne donne aucune indication
sur le nombre total n de bases de G.

D'autre part, si G est tel que toute base de G admet N transformées
distinctes au moyen des éléments de ff, on a nx n2 • • • nm
n 1 et le nombre total des bases de G est un multiple de N. Tel est, par
exemple, le cas du groupe G d'ordre 18 engendré par trois éléments a, 6, c
liés par les relations fondamentales a2 62 c2 1, aba bab,
aca cac, bcb cbc, (a6c)2=l4).

Ce groupe est à base du troisième ordre et chacune de ses bases admet
18 transformées distinctes au moyen des éléments de G. Donc, d'après
la proposition démontrée, le nombre total des bases de ce groupe doit
être un multiple de 18. Et, en effet, ce nombre est 504 18x28.

Pour le groupe symétrique d'ordre N k où k est un entier > 3(k \le groupe alterné d'ordre N ~-~-, k>&\ on a n 2 et le nombre

total des bases de ce groupe est un multiple de —~ (—j~I •

D'une façon générale, il résulte de la proposition 1 et de sa démonstration

que le nombre total n de bases d'un groupe G d'ordre fini N vérifie

les inégalités —-t— < n < mN
VI [l

Pour le groupe symétrique d'ordre N>6, on a v 2, [x 1 et il
existe des bases de deux espèces : les unes admettent N transformées
distinctes au moyen des éléments de G, les autres n'en admettent que

NJ2, de sorte que l'on a en tout cas les inégalités —-— <n < mN
Si G est abélien, en a /i N et n m.

(Reçu le 10 juin 1947.)

4) II existe un groupe de substitutions caractérisé par ces relations.
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