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Note sur les bases du groupe symétrique
Par Sophie Piccard, Neuchâtel

Remarque 1. Soit n un entier > 3 et soit Qn le groupe symétrique
d'ordre n dont les substitutions portent sur les éléments 1, 2,..., n.

Il existe, comme on sait, des couples de substitutions de Qn — appelés
bases de Qn — qui engendrent le groupe Sn tout entier par composition
finie.

Soit A, B une base de Qn et soit n Tordre de A. Alors, quels que
soient les entiers i et j, compris au sens large entre 1 et n, les deux
substitutions A et AlBAj forment également une base de Qn, puisque
A et B s'en déduisent aussitôt par composition finie et que A, B est une
base de S».

Proposition 1. Quel que soit l'entier n > 4, quelle que soit la substitution

circulaire A du groupe Qn et quelle que soit la substitution B de

<5n qui forme avec A une base de Sn, les n2 substitutions AiBA1 (i,
j 1, 2,..., n) sont distinctes.

Démonstration. Pour des raisons de symétrie, il suffit de traiter le cas
où A (1 2 n). Soit B une substitution de Sn qui forme avec A
une base de Qn et supposons, contrairement à ce qu'il s'agit de démontrer,
qu'il existe quatre entiers ir, jr, i/;, jrf, compris au sens large entre 1 et n,
vérifiant l'une au moins des inégalités t) i' # i;/, ?' t^ ?" et tels que
1) ^'A^'^^'j?^''.

De 1) on déduit 2) B Air-irfBA^-i".
Et comme on a l'une au moins des inégalités f), l'un au moins des

nombres i! — i/;, j' — f n'est pas congru à zéro modulo n.
Soit

if — i11 i (mod n), 1 ^ i ^ n

jf __ j* ^ (mo(j n) y l ^.j ^.n

On a donc 3) B A*BA*.
D'après la remarque précédente, l'un au moins des nombres i, j est

< n. Montrons que les deux nombres i et j sont < n. En effet, supposons,
par exemple, que i n, donc j<n. Alors de 3) il résulte que A* 1,
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ce qui est impossible, puisque la substitution A est circulaire d'ordre n.
On voit de même qu'on ne saurait avoir j=n. Donc \<i< n, l</< n.
Montrons que D(n,i) D(n, j)*).

En effet, soit

4) D(n,i) l w n;Z i ifl
5) D(n,y) Z', n n"ï' ?T.

De 3) on déduit JS 4W2L4*', quel que soit l'entier k^l. En particulier

f) A*riBA*'i jbj ^n//ijs^n//,- 5

et comme n'i i'n'Z 0 (mod n), d'après 4), et

n"j y V7' 0 (mod n)

d'après 5), il résulte de f) que

6) A»'* 1 ^n//*

Et comme A est circulaire d'ordre n, il résulte de 6) que

7) nrj 0 (mod n) et n^i 0 (mod n)

Or, comme n n'i et que n ti'T (voir 4) et 5)), les congruences 7)

impliquent que j est un multiple de l et que i est un multiple de V. Soit
l" le plus petit commun multiple de l et de 1'. Comme chacun des deux
nombres l et V est un diviseur de n, de i et de j, on doit avoir

8) D{n,i)^V
et

9) D(n,j)^l"
Mais de 4), 5), 8) et 9) il résulte que 1 1' =1".

Soit

l 2 ...nU
où &J&2... 6w est une permutation des nombres 1,2,...,%.

-1) « et t? étant deux entiers, Z)(m,v) désigne leur plus grand commun diviseur.
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Soit h un entier quelconque compris au sens large entre 1 et n. B
transforme h en bh. D'autre part, A1 transforme h en h + j2), B transforme
h + j en bh+j et Ai transforme bh+$ en bh+j + i2). Donc AiBAi transforme

A en 6A+i + * et, d'après l'égalité 3), on a

10) bn+i bh — i (mod n)

quel que soit h 1, 2,..., n.
Deux cas sont maintenant à distinguer :

I) D(»,t) D(n,y) l.
Alors chacune des deux suites de nombres

11) 1 ,1 + ,' ,1 + 2; ,...,1 + (n- l)j
et

12) 61,61_i,61- 2i,...,61- (»- l)i
réduits modn, comprend tous les nombres de la suite 1,2,...,9t.
Dans ce cas

&1+w &! — Ai (modw), fc= 1, 2,...,n
et

où bx est un nombre de la suite 1, 2,..., n.
Soit v le nombre de la suite 1, 2,..., n, tel que vj 1 (mod n) et

soit — vi k (mod n), 1 ^ k ^ n.
Alors

13) 2»=;i 2 -n
tous les nombres ôi + Aîfc (A=l,2,...,n--1) devant être réduits
mod n, de façon à être compris au sens large entre 1 et n.

Soit r l'ordre de la substitution B.
Montrons qu'on a les relations

14)

2) h + / et bh+j -\- i doivent être réduits modulo n de façon à être compris au sens
large entre 1 et n.
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En effet, d'après 13), on a

1 2 n«
-l)Â;2/ '

Comme jBr 1, on doit avoir

(&! — 1) (1 + h + Jk2 H h if"1) 0 (mod n) et Af 1 (mod n)

Soit p un nombre quelconque de la suite 1, 2,..., n.
jB^ transforme p en &! + (^ — 1) (k + fca H h M1-1) + (p — 1) kh et

ii**J8* transforme p en ôj + fa - l)(fc + k2 -\ h A^"1) + pkh.
D'autre part, A transforme p en p + 1 et UM. transforme p ©n

On a donc bien les relations 14), quel que soit h 1, 2,..., r. Mais
alors le groupe (A, £) engendré par les deux substitutions A et JB ne
comprend que des substitutions de la forme Ah/Bh (hr 1, 2,..., n,
h 1, 2,..., r). Donc le groupe (-4, i?) est d'ordre ^wr. Et comme
B e Sw, on a r <(n -— 1)!, quel que soit n > 4.

Donc l'ordre du groupe (-4, B) est < w

Il s'ensuit que si on a la relation 3), A et B ne sauraient constituer une
base de Sn, contrairement à notre hypothèse sur ces deux éléments3).

II) Soit D(n,i) D(n,j) q>l.
Montrons que dans ces conditions les substitutions A et B sont

imprimitives.

En effet, soit i ifqi j jfq} n n'q.

8) La condition que n > 4 est essentielle. En effet, si n — 3 et si A (123) et
-B (13), on a ABA B. Or, (A,B) <58.
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On a, d'après ce qui précède,

et, d'après 3) et 10), bh+hfj bh — h'i (mod %), ft=l,2,...,g,
A' 1,2,...,%'- 1.

Donc, comme i i'q, quel que soit l'entier h (1 ^ h ^ g), les nombres

6^, 6A+i,..., bh+{n,_1}j sont congrus deux à deux modulo q et, comme
61, 62,..., bn est une permutation des nombres 1, 2,..., %, il s'ensuit
que si l'on appelle ch l'entier compris au sens large entre 1 et q, tel que
bh ch (modg), alors cl5c2,...,cfl est une permutation des nombres

1,2,...,g.
Et comme j fq, quel que soit l'entier h vérifiant les inégalités

1<^<<7> lesnombresfe, h + j\.. -, h + (nr — 1)/ sont congrus deux à
deux modulo q. On peut donc répartir les nombres 1,2,...,% en g sous-
ensembles

<?,*= {h,h + q,h + 2q,...,h + (n' - 1) g} A 1,2,..., g,

disjoints deux à deux, d'ordre nf chacun et tels que chacune des
substitutions A, B transforme ces ensembles Ch les uns dans les autres. Notamment

A transforme Ch en Ch+1, h 1, 2,..., g — 1 et Ca en Cx, alors

que jB transforme Ch en OCA, A 1, 2,..., g. Donc les substitutions J.
et B sont imprimitives et, par suite, elles entendrent un groupe imprimitif.

Or le groupe Sn est primitif et, par suite, (A, B) ^ (Sn, ce qui est
contraire à notre hypothèse que A, B est une base de Sn.

On voit donc bien que, si n ^ 4, si J. est circulaire et si B est une
substitution de Qn qui forme avec A une base de Sw, les n2 substitutions
AlBAj (i,j= 1,2,...,%) sont bien distinctes, c. q. f. d.

Corollaire 1. Quel que soit l'entier n ^ 4 et quelle que soit la base

A, B du groupe Qn, dont l'une des substitutions A est circulaire, les

couples A, AiBAj (i, j 1,2,...,%) constituent %2 bases distinctes
du groupe Qn.

Démonstration. Soit % entier ^4 et soit A, J5 une base du groupe
Qn, telle que A est circulaire. D'après la proposition 1, les %2 substitutions

A1 BAj (i,j= 1,2,...,%) sont distinctes deux à deux et, d'après
la remarque 1, chacune d'elles forme avec A une base de Qn. Ces %2 bases

sont distinctes deux à deux.
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Proposition 2. Quel que soit l'entier %>4 et quelle que soit la
substitution circulaire A du groupe Qn, le nombre total des bases du
groupe Qn dont Tune des substitutions est A est un multiple de n2.

Démonstration, Soit A (a1a2. • *an) miG substitution circulaire
quelconque du groupe SM (n ^ 4) et soit E l'ensemble des substitutions
de Qn qui forment avec A une base de Sn. L'ensemble E n'est jamais
vide puisqu'il contient en tout cas la substitution (a1a2).

Soit B1 un élément quelconque de l'ensemble E et soit Ex l'ensemble
des substitutions AiBlAi (i,j 1, 2,..., n). D'après la proposition 1,
Ex contient n2 substitutions distinctes et, d'après le corollaire 1, les couples
A, AiB1Ai constituent n2 bases distinctes du groupe Sn. On a donc
E±QE.

Soit maintenant h un entier ^1 et supposons que nous ayons déjà
défini h éléments Bx, B2,..., Bh de E et h sous-ensembles Ex, E2,..., Eh
de l'ensemble E, disjoints deux à deux et tels que Ex se compose des
éléments AiB1Aj (i,j=\,2,...,n), quel que soit l 1,2,.. ,,h.

h
Si 2, El E, le théorème est démontré. Sinon, soit Bh+1 un élément

quelconque de l'ensemble E — £ Et et soit Eh+1 l'ensemble des substi-

tutions AiBhJt.1Aj (i,j= l,2,...,n). D'après la proposition 1 et le
corollaire 1 les couples A, AiBh+1Aj constituent n2 bases distinctes du

h

groupe @n. Montrons que les ensembles Eh+1 et X ^i ne sauraient avoir

aucun élément commun. En effet, supposons le contraire. Il existerait
alors quatre entiers il9 jl9 i2, j2 compris au sens large entre 1 et n ainsi

qu'un entier l (1 < l < h), tels que A^B^1 AÎ2Bh+1AJ'2, d'où il
résulterait que Bh+1 A%x%2BlA11 ?2, donc Bh+1€Et, contrairement

h
à notre supposition que Bh+1 € E — ]£ Et.

h i-i
On a donc bien Eh+1 Jg Ex 0. Cela étant quel que soit l'entier h > 1

h i=i
et tel que E — J£ J3j ^ 0, il s'ensuit que l'ordre de i? est bien un mul-

tiple de n2, c. q. f. d.

Proposition 3. Quel que soit l'entier impair n ^ 5, le nombre total
des bases de Sn, dont Tune des substitutions est circulaire, est un multiple

de n2.

Démonstration. Soit n un entier impair ^ 5. Alors, comme toute sub-

147



stitution circulaire du groupe <5n est de classe paire, deux telles
substitutions ne sauraient constituer une base du groupe Sn. Il y a en tout
(n — 1)! substitutions circulaires du groupe Sn. Soit A (a1a2.. ,an)
une quelconque de ces substitutions. D'après la proposition 2, le nombre
total des bases de Qn dont Tune des substitutions est A est un nombre
de la forme kn2, où k désigne un entier positif indépendant de A, Et
comme deux substitutions circulaires différentes ne sauraient faire partie
d'une même base de Qn9 le nombre total des bases de Sn, dont l'une des
substitutions est circulaire est égal à Jcn2(n — l)\ Ce nombre est bien un
multiple de n2, c. q. f. d.

Remarque 2. Pour n 5, on a k 2 et, pour n 7, on a k 51.

Remarque 3. Le proposition 3 est en défaut pour le groupe Qn, si n est

un entier pair ^ 4. Ainsi, pour n 4, le nombre total des bases de <34

dont l'une des substitutions est circulaire est 84 et ce nombre n'est pas
un multiple de n2 16.

Bases du groupe S7, dont Vune des substitutions est circulaire.

Dans notre livre ,,Sur les bases du groupe symétrique" (Librairie Vui-
bert, Paris 1946) nous avons indiqué (p. 98—100) un système complet de
bases indépendantes du groupe Sn pour n — 3, 4, 5 et 6. 4)

Voici, pour n 7, l'ensemble des substitutions du groupe Q7 qui
forment avec la substitution circulaire ^4 (1234567) une base du

groupe S7.

1) (abcdef)
où a, b, c, d, e, f sont six nombres quelconques de la suite

t) 1, 2, 3, 4, 5,6,7
à l'exception des substitutions (aa -\- 2a -\- la -{- 5a + 3a -{- é) et
(aa + 4a + 3a + 5a + 1# + 2), où a est un nombre quelconque de

la suite f) et où les nombres > 7 doivent être réduits mod 7.
Ces substitutions forment, avec A, 826 bases distinctes de Q7.

4 Relevons les erreurs d'impression qui se sont glissées à la page 99.

Première colonne : la base IV, (152) (346) a été omise ;

ligne 26, lire (123) (45), (16) (24)
ligne 37, lire (123) (45), (134) (256)
ligne 38, lire (123) (45), (143) (265)

Seconde colonne : ligne 23, lire V, (14) (23) (56).
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2) (ab)(cd)(ef)i
où a,b, c,d, e, f sont six nombres quelconques de la suite f), à l'exception

des substitutions (aa+ l)(a+2 a + 6) (a + 3 a -f 5), où a est

un nombre quelconque de la suite |). Les substitutions de ce type forment,
avec .4,98 bases distinctes de S7.

3) (a b c d),

où a, 6, c, d sont quatre nombres quelconques de la suite f). Ces
substitutions sont au nombre de 210.

4) (ab),

où a et 6 sont deux nombres quelconques de la suite f). Ces substitutions
sont au nombre de 21.

5) (a b) (c d e),

où a, b, c, d, e sont cinq nombres quelconques de la suite f). Ces
substitutions sont au nombre de 420.

6) (ab)(cdefg),
où a, b, c, d, e, /, g est une permutation quelconque des nombres 1,2,3,
4, 5, 6, 7. Ces substitutions sont au nombre de 504.

7) (abcd){efg),
où a, b, c, d, e, f, g ont la même signification que ci-dessus. Ces
substitutions sont au nombre de 420.

Le nombre total des bases du groupe S7 dont l'une des substitutions
est A est égal à 2499 51 • 49.

Le nombre total des bases du groupe S7 dont l'une des substitutions
est circulaire est égal à 1 • 799 • 280.

(Reçu le 10 juin 1947.)
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