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Zur inhomogenen Eliminationstheorie

Von Walter Habicht, Schafifhausen

Einleitung
Die formale Eliminationstheorie geht aus von einem System von n

allgemeinen Polynomen fl9.. .,fn in m Variablen xx,..., xm von vor-
geschriebenen Graden und sucht nach Kriterien fur die Lôsbarkeit des

Gleichungssystems fk 0 (Je — 1,..., n) bei Spezialisierung der un
bestimmten Koeffizienten in einem algebraisch-abgeschlossenen Kôr-
perJ.1). Das Hauptresultat dieser Théorie bezieht sich auf den Fall
m n — 1 ; es besagt, daB in diesem Fall ein Polynom in den unbe-
stimmten Koeffizienten existiert, dessen Verschwinden bei einer Spezialisierung

in A notwendig und hinreichend ist dafur, daB entweder die
Polynôme fk oder ihre hôchsten homogenen Bestandteile hk%) im affinen
Koordinatenraum iiber A eine gemeinsame Nullstelle besitzen.

Dièses Polynom, die Résultante des Systems (/i,...,/n), wird auf
formalem Wege durch Elimination aller x{ (i 1,..., n — 1) gefun-
den. Ist F der Kôrper der rationalen Zahlen und fassen wir die unbe-
stimmten Koeffizienten unter der Sammelbezeichnung u zusammen, so
ist die Résultante R(u) einerseits im Polynomring F[u, xlf..., #n_i]
als lineare Verbindung der fk darstellbar, d. h. sie ist Elément des Ideals
f ^ (/i>- • •» /n) > anderseits ist jedes Polynom aus f, das nur von den u
abhângt, in F[u\ durch R(u) teilbar (vgl. § 1, 1, 2).

Es ist naheliegend, den EliminationsprozeB beim zweitletzten Schritt
abzubrechen und nach solchen Polynomen des Ideals f zu fragen, welche

nur noch von einer der Variablen x{, und zwar linear, abhângen. Unter
diesen gibt es «triviale'*, welche durch Multiplikation von R(u) mit
einem Linearpolynom aus F [u, xl9..., #n_J entstehen. Im ersten
Paragraphen der vorliegenden Arbeit werden wir zeigen, daB es auch
nichttriviale gibt, falls nicht aile fk Konstanten aus F[u] sind. — Dies
ist an sich bemerkenswert, denn es bedeutet, wie man sich leicht iïber-

x) Wir schliefien uns hier und im folgenden an die Darstellung der Eliminationstheorie
in B. L. v. d. Waerden, Moderne Algebra II (Berlin 1940), Kap. XI, an.

2) Entweder-oder im nicht ausschliefienden Sinn. Unter einer Nullstelle des Formen-
Systems (ht,,. ,,hn) verstehen wir immer eine nichttriviale Nullstelle.
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zeugt, die Existenz eines mit R(u) teilerfremden Polynoms S(u) in
den u allein, so da8 gewisse dieser Linearpolynome zusammen mit R(u)
das Idéal 8(u)-\ erzeugen.

Wichtig und intéressant wird unser Ergebnis aber erst durch die An-
wendung auf Système von n allgemeinen Polynomen fx,..., fn in n
Variablen xl9..., xn (n^2) mit unbestimmten Koeffizienten v (§ 2). —
Aus dem Résultat von § 1 wird die Existenz von n Polynomen der Ge-

stalt
Fi eiXi + d< (xn) (t=l n-1)
Fn= dn(xn)

hergeleitet, welche einerseits im Idéal f (fl9..., fn) des Polynomrings
F[v, xl9..., xn] enthalten sind, andererseits bis auf einen von Null ver-
schiedenen Faktor aus F[v] eine Basis dièses Ideals bilden. Ein der-
artiges System (Ft,..., Fn) hat noch eine wesentliche Eigenschaft : ist
nâmlich g ein weiteres allgemeines Polynom in den xi mit unbestimmten
Koeffizienten w, so gibt es einen (rein quadratischen) Faktor a aus

F[v] und ein Polynom G aus F[v,w, xn], so daB a -g und 0 derselben
Restklasse des Ideals (Fx,..., Fn) aus F[v, w, xx,..., xn] angehô-
ren. — Dièse rein formalen Ergebnisse sind im ersten Reduktionssatz
(cf. § 2, 4) zusammengestellt.

Im dritten Paragraphen wenden wir die Sàtze des § 2 an auf spezielle
Polynomsysteme mit Koeffizienten aus einem Kôrper K. Wir denken

uns ein solches spezielles System (/*) (f* ,...,/*) aus dem
allgemeinen System (/) (/l5..., fn) durch Spezialisierung der unbestimmten

Koeffizienten in K hervorgegangen ; zu (/) konstruieren wir das

System (F) (Fx,..., Fn) nach § 2 und fûhren die Spezialisierung
der v sodann in den Koeffizienten der F€ durch, wodurch wir ein System
(F*) {F* 9..., jP*) mit Koeffizienten aus K erhalten. Man erkennt
nun den Sinn unserer Konstruktion aus der Tatsache, daB die Système
(/*) und (F*) bei ,,fast allen" Spezialisierungen3) im n-dimensionalen
affinen Koordinatenraum Rn liber K genau dieselben, endlich vielen Null-
stellen haben, welche ûberdies bezûglich beider Système einfach sind und
sich aus den F* explizit bestimmen lassen (§3, 2, Satz 7).

Wir haben damit das System (/*) durch ein anderes, (F*), ersetzt,
welches in viel einfacherer Weise von den Variablen abhângt und eine
wesentliche Eigenschaft mit (/*) teilt. — In Weiterverfolgung dièses

Gedankengangs stellt sich natiirlicherweise die Frage, ob sich feinere

8) Das soll heiBen: es gibt ein von Null verschiedenes Polynom <P(v) in den v allein,
dessen Nichtverschwinden bei einer Spezialisierung der v fur die erwâhnten Eigenschaften
hinreichend ist.
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Eigenschaften eines Polynomsystems ebenfalls in einem so einfach struk-
turierten Ersatzsystem widerspiegeln. Diesem Problem ist der restliche
Teil von § 3 gewidmet ; und zwar tragen die untersuchten Eigenschaften
reell-algebraischen Charakter. Dementsprechend werden wir von hier an
den Korper K als angeordnet voraussetzen4).

Wir betrachten nun nebeneinander Système (/*) von n Polynomen
und Système ((/*)) von n + 1 Polynomen in n Variablen mit Koeffi-
zienten aus K. Sie definieren Punktabbildungen des Bn uber K in den Rn

resp. Rn+l uber K, indem dem Punkt £ (Çl9.. fj der Punkt
/*(f) (/* (f),.. /* (£)) (m n resp. n + 1) zugeordnet wird wir
wollen sie kurz als (n, 7&)-Abbildungen resp. (n, n + 1)-Abbildungen be-
zeichnen. Als Projekhon einer (n,n + 1)-Abbildung /* bezeichnen wir
die (n, w)-Abbildung /*, die aus /* durch Weglassung der letzten Kom-
ponente /*+1 entsteht.

Sei f* (f* ,...,/*) eine (n,n)-Abbildung und | eine einfache Null-
stelle von /* im Rn uber K5). Dann verstehen wir unter dem Index
j(f*,i) von /* im Punkte f das Vorzeichen der Funktionaldeterminante
des Systems (f*,...,/*) im Punkte |6). — Weiter sei /* eine (n,n+ 1)-

Abbildung, /* ihre Projektion und Q eine Punktmenge des J?w, auf welcher

/* keine und / * hochstens endlich viele, und zwar lauter einfache Null-
stellen besitzt (dièse Bedingungen sind fur fast aile (vgl. Anm. 3) Poly-
nomabbildungen erfullt ; vgl. § 3, 3, Satz 8). Dann verstehen wir unter
dem Indikator von /* bezuglich Q die Summe

erstreckt uber aile auf Q liegenden Nulïstellen von /*. Der Indikator ist
also im Sinne der Abbildungstheorie eine doppelte Schnittzahl7), ge-
nauer : die Summe der Schnittzahlen des Bildes f*(Q) mit zwei dia-
metralen Halbstrahlen vom Nullpunkt des Rn+1 aus.

Beispiele : K sei der réelle Zahlkorper, /* eine (2,2)-Abbildung, f eine
einfache Nullstelle von/*. Dann ist der Index +1 oder — 1, jenachdem
ein positiv umlaufenes infinitésimales Quadrat um | durch / * in ein posi-

4) Vgl. hierzu : B L v. d. Waerden, Moderne Algebra I (Berlin 1941), Kap. X.
5) D. h. es ist /* (£) 0 (k 1, w), und die Nullstelle ist bezuglich des

Systems (/f ,...,/*) einfach.
6) Wir definieren den Index also nur fur emfache Nulïstellen und vernachlaBigen

ein durch die Orientierung des Rn gegebenes Vorzeichen. Dies genugt fur die Zwecke
der vorhegenden Arbeit; ubngens lafit sich der m § 3 beschriebene ReduktionsprozeB
bei Speziahsierungen mit mehrfachen Nulïstellen uberhaupt nicht mehr durchfuhren.

7) Vgl.: A.Alexandroff-H.Hopf, Topologie, Kap. XIII.
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tiv oder negativ umlaufenes Parallelogramm um den Nullpunkt ûber-
fûhrt wird (positive oder négative tîberdeckung des Nullpunkts durch

/* im Punkte f — Sei /* eine (2,3)-Abbildung, Q eine Punktmenge der
euklidischen Ebene, p*(Q) die Zentralprojektion von /*(Q) auf die
Oberflâche einer Kugel um den Nullpunkt des R3. Dann ist der Indikator
gleich der algebraischen Anzahl der Ûberdeckungen des Nordpols und
des Sudpols (/* /* 0) durch p*{Q).

Wir konstruieren nun in § 3, 3, 4 zu einem System ((/)) von n + 1 all-
gemeinen Polynomen ein Ersatzsystem ((F)), welches wieder sehr einfach
von den Variablen abhàngt, so daB bei fast allen Spezialisierungen die
zugehôrigen Abbildungen /* und F* bezûglich einer beliebigen Punktmenge

Q des Rn denselben Indikator haben. — Daraus ziehen wir in
§ 3, 4 eine wichtigeKonsequenz : aus ((F)) lâBt sich nâmlich ohne weite-
res ein System (h) von n Polynomen ableiten, so daB bei allen zulàssigen
Spezialisierungen der Indikator der (n,n+ l)-Abbildung /* gleich der
Indexsumme der (n, n)-Abbildung h*, erstreckt uber Q, ist (§ 3, 4, speziel-
ler Reduktionssatz). Aus diesem Résultat ergeben sich im Palle eines

reell-abgeschlossenen Kôrpers K8) intéressante Folgerungen fur die
Théorie der Polynomabbildungen, welche in einer spâteren Arbeit aus-
fuhrlich dargestellt werden sollen. An dieser Stelle diene lediglich das

obige Beispiel zur Erlàuterung :

Wir betrachten eine (2,2)-Abbildung /* im Innern und auf dem Rand
eines einfach geschlossenen Polygons der euklidischen Ebene ; auf dem
Rand liège keine, im Innern hôchstens endlich viele Nullstellen von /*.
Dann ist nach dem Kroneckerschen Abbildungssatz 9) die Indexsumme,
erstreckt uber das Innere des Polygons, gleich der Schnittzahl des Rand-
bildes mit einem Halbstrahl vom Nullpunkt der Bildebene aus ; nun
definiert aber /* gewisse (1,2)-Abbildungen der Randstrecken, und die
vorige Schnittzahl ist gleich der halben Summe der Indikatoren dieser

Abbildungen bezûglich der Randstrecken. —- Der Kroneckersche
Abbildungssatz fûhrt also die Indexsumme einer (2,2)-Abbildung zuriick
auf die Indikatoren gewisser (1,2)-Abbildungen, und analog fur hôhere
Dimensionen. — Unser Reduktionssatz fur Polynomabbildungen stellt
ein Gegenstûck zum Abbildungssatz dar ; beide Sâtze zusammen erlauben
es, unter gewissen Voraussetzungen uber die geometrische Beschaffenheit
der Punktmenge Q den Indikator einer (2,3)-Abbildung auf eine Summe

von Indikatoren gewisser (1,2)-Abbildungen zuruckzufiihren, und analog
fur hôhere Dimensionen.

8) Vgl. a. a. O.4), Kap. XI, § 67.
9) Vgl. a. a. O.7).
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§ 1. Système von wPolynomen in n-1 Variablen

l10). Esseien

/* tt*i • x[* + uk2 - x1*-1 • x2 + • • + ukœ • (h 1,. .,n) (1)

n allgemeine Polynôme in m Variablen xx,.. xm von den Graden

lx,..., ln ; d. h. es sollen in ihnen aile môglichen Potenzprodukte mit
unbestimmten Koeffizienten auftreten. Die letzten Koeffizienten sind da-
bei durchwegs mit dem zweiten Index co bezeichnet. Die ukj resp. x4
fassen wir im folgenden unter der Sammelbezeichnung u resp. x zu-
sammen.

Définition l11). Ein Polynom t in den u und den x, welches sich in der
Form

t E qjk (2)

darstellen lâfit, wobei die qk ebenfalls Polynôme in den u und den x bedeuten,

heifie ein Trâgheitspolynom des Systems (/1?..., fn).

Die Tragheitspolynome bilden im Polynomring F[u, x]12) das Idéal
f (/i,. /n). Der Grad eines Trâgheitspolynoms in den x heiBe seine

Ordnung.

2. Unter den Trâgheitspolynomen nehmen diejenigen militer Ordnung
eine besondere Stellung ein. Zunâchst kann man zeigen, da8 sie fiir
m <g n — 1 im Ring F[u\ ein nichtverschwindendes Hauptideal
bilden13). Weiter gilt

Satz 1. n allgemeine Polynôme in n — 1 Variablen haben eine Résultante

R, die ein unzerlegbares ganzzahliges Polynom in ihren unbestimmten

Koeffizienten ist, und als Basis des Ideals der Tragheitspolynome nullter
Ordnung definiert werden kann. Die Résultante ist homogen in den Koeffizienten

von fx vom Grade Lx l%.. .ln usw. zyJclisch ; sie ist der grôjite
gemeinsame Teiler in F[u] von n bekannten Determinanten Dl9..., Dn.
Das Verschwinden von R bei einer Spezialisierung der u in einem alge-

10) Vgl. zu den ersten drei Abschnitten: a. a. O.1), §§ 81, 82 (9—15).

n) Etwas allgemeiner als bei v. d. Waerden (a. a. O. 70); vgl. auch: A. Hurwitz, Ûber
die Trâgheitsformen eines algebraischen Moduls, Ann. mat. 20 (1913).

12) r bedeute hier und im folgenden den rationalen Zahlenkôrper.
18 Dièse und die folgenden leicht beweisbaren Tatsachen, welche in Satz 1 zusammen-

gestellt sind, zitieren wir ohne Beweis nach v. d. Waerden (a. a. O. x, 9—15), mit dem
Unterschied, dafî wir sie nicht fur Formen, sondern fur Polynôme aussprechen.
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braisch-abgeschlossenen Kôrper A ist notwendig und hinreichend dafûr, dafl
entweder die spezialisierten Polynôme oder ihre hôchsten homogenen Be-
standteile1*) eine NulUtelle mit Koordinaten aus A besitzen.

3. Die in Satz 1 genannten Determinanten Dl9..., Dn gehen aus-
einander durch zyklische Vertauschung der Polynôme fx,..., fn hervor.
Dn D wird dabei folgendermaBen erhalten15).

Wir setzen n

X (lk - 1) l - 1

Die Gesamtheit der Potenzprodukte der xt vom Grade ^l lâfit sich
folgendermaBen anordnen :

Zuerst aile Potenzprodukte, die x1^ enthalten ;

sodann aile, die x\2, aber nicht x1^ enthalten ;

usw. ; schlieBlich aile iibrigbleibenden.
Die so erhaltenen Potenzprodukte bezeichnen wir mit

Hu • x{\ H2, • *{¦,... Jîn-.lf, • afe Hn3 (3)

Insbesondere kommen in der letzten Kategorie nur Potenzprodukte von
einem Grad < lx in xl9.. .,< ln_x in xn__x vor; die letzte Kategorie
umfaBt also genau lx • l2... ln_x Potenzprodukte. Unter diesen kommt
genau eines, nâmlieh

fltt0 — Xi U/2 ' ' ' ^n-l '
vom Grade

nE(h-l) l-lnk=l

vor, welches wir als singulâres Potenzprodukt fur spâtere Zwecke aus-
zeichnen wollen ; aile ûbrigen Potenzprodukte der letzten Kategorie sind
von kleinerem Grad. — Wir bilden nun aile Polynôme

dies sind gleieh viel Polynôme wie Potenzprodukte (3), und sie sind aile
von Oraden ^l, ihre Koeffizientenmatrix ist also eine quadratische,

14) Vgl. Anmerkung 2.

15) Die folgende Konstruktion, fast wortlich zitiert nach v. d. Waerden (a. a. O. 13),
ist fur das Folgende grundlegend und setzt keine Vorkenntnisse voraus.

84



derenDéterminante bei der Spezialisierung fk xj* (Je 1,.. n — 1),

fn 1 den Wert 1 erhâlt, also nicht identisch verschwinden kann. Mul-
tipliziert man die Gleichungen

w

v l
mit den Minoren Mk3- der letzten Spalte von D und addiert, so kommt

ZMk3Hk3 •/* />; (6)
M

D ist demnach ein Trâgheitspolynom militer Ordnung des Systems
(/i>- • •> /n)? homogen in den Koeffizienten jedes einzelnen Polynoms /fc,

und zwar insbesondere in den Koeffizienten von fn vom Grad Ln

4. Satz 2. Ist (fx,..., fn) ein System von n allgemeinen, nicht sâmt-
lich konstanten Polynomen in xt,.. xn_1, so gibt es n — 1 Trâgheits-
polynome der Oestalt

h cQ(u)'Xx + cx(u) (i 1,. ,.,n—l) ; (7)

dabei hângt tt aufier von den u nur von xx ah, und der gemeinsame Linear-
Jcoeffizient co(u) der tx besitzt in F[u] mit der Résultante R(u) keinen
gemeinsamen Teiler.

Beweis. Wir kônnen annehmen, daB fn nicht vom Grade 0 ist. —

Unter den Minoren Mki der letzten Spalte von D (cf. 3) greifen wir den

zum singulâren Potenzprodukt jHTn0 gehôrigen Mn0 heraus und bezeichnen
ihn als singulâren Minor. Wir beweisen zunachst den

Hilfssatz.
Der singulâre Minor Mn0 verschwindet nicht identisch.

Wir spezialisieren wie in 3 fk zu x\k (k 1,. n — 1), hingegen /„
nur zu

wo die vv unbestimmt bleiben. Bezeichnen wir die spezialisierten Deter-
minanten durch Sterne, so geht (6) dabei iiber in

*
*, ¦ Hti) ¦ x^ + (sM*rHni) ¦ (- "iV*v+ 1) D* • (6*)

j I/ l
85



Wir fassen nun die Hnj nach absteigenden Graden in Kategorien zu-
sammen :

Dabei enthâlt die erste und die letzte Kategorie nur je ein Potenzprodukt.
Jetzt vergleichen wir in der Identitàt (6*) links und rechts die Koeffi-
zienten aller Potenzprodukte H%] (X l — Zn,...,l) und erhalten so

fur jeden Minor M$* eine rekursive Beziehung

(8)

wobei k gewisse Zahlen zwisehen 1 und n — 1 durchlâuft und die
Summe nicht leer ist, und fur den letzten

(8*)

Aus (8*) erhâlt man durch sukzessive Anwendung von (8) :

dabei bedeutet y eine nicht verschwindende Form in den v mit natur-
lichen Zahlenkoeffizienten. D* verschwindet auch nicht. da es bei der

Spezialisierung vx • • • vn__1 0 den Wert 1 erhâlt (cf. 3). Also ver-
schwindet M*Q und somit auch Mn0 nicht identisch, womit der Hilfs-
satz bewiesen ist.

Wir suchen nun unter den Polynomen (4) diejenigen heraus, welche in
den x{ vom Maximalgrad l sind. — Unter den Potenzprodukten (3) vom

^ï sind diejenigen vom Grad l aile in den ersten n — \ Katego¬
rien ; in der letzten Kategorie kommt

genau eines, nâmlich das singulâre, mit
dem Grad l — ln vor, wàhrend die
andern von kleinerem Grade sind. Ist
deshalb r die Anzahl aller môglichen
Potenzprodukte vom Grad l, so gibt es

genau r+1 Polynôme (4) vom Grad Z,

welche wir im Gleichungssystem (5) an
den Anfang stellen wollen. Ist s die

Ordnung der Koeffizientenmatrix, so

bilden dann die letzten s — r — 1-

Zeilen eine Teilmatrix, welche nur in
r Spalten von Null verschiedene Glieder enthâlt.

Q

0 c°

ï
1

i
'/////////A

den letzten s
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Die aus diesen Zeilen und Spalten gebildete Matrix heiBe (£, der Minor
ihrer letzten Spalte c0 (vgl. das nebenstehende Schéma). Nun entsteht
aus D durch Streichung der singulâren Zeile und der letzten Spalte der
singulâre Minor Mn0, und nach Vorigem zerfâllt er in das Produkt zweier
Determinanten, wovon eine c0 ist : Mn0 — Q • c0. Da nach dem Hilfssatz
Mn0 nicht verschwindet, kann also auch c0 nicht verschwinden.

Multiplizieren wir nun die s — r — 1 letzten Gleichungen (5) mit den
(s — r — 2)-reihigen Minoren von c0, welche durch Streichung der zu xt
(i 1,..., n — 1) gehôrigen Spalte entstehen, und addieren, so erhalten
wir n — 1 Gleichungen

E ?»*/* c0- xt + ct (i 1 n — 1) ; (9)

dabei bedeuten die qtlc Polynôme aus F[u, x], die c% Formen aus
F[u], und zwar insbesondere ct (i 1,..., n — 1) den zur Spalte xt
gehôrigen Minor von G. Die Polynôme c0 • x% + c% sind demnach nicht ver-
schwindende Trâgheitspolynome des Systems (/i,. ..,/„), welche wir mit
tt bezeichnen.

Da unter den letzten r — s — 1-Gleichungen (5) genau lx-l2.. Jn_i— 1

mit dem linksseitigen Faktor fn auftreten, ist der Homogenitâtsgrad von
c0 in den Koeffizienten von fn gleich l± • l2... ln-\ — 1

• Andererseits ist
die Résultante R in diesen Koeffizienten vom Grad lx • l2... ln_x und un-
zerlegbar (cf. 1, Satz 1) ; also haben c0 und R im Ring F\u\ keinen
gemeinsamen Teiler. Damit ist Satz 2 bewiesen.

§ 2. Système von n Polynomen in n Variablen ; Transîormationssâtze

1. Sei (/) (/l5..., fn) (n^2) ein System von n allgemeinen
Polynomen in n Variablen xx,..., xn, deren unbestimmte Koeffizienten mit
v bezeichnet seien. Ein solches System geht aus einem System (1) von
Polynomen in n — 1 Variablen mit denselben Gradzahlen folgender-
maBen hervor : gehôrt der unbestimmte Koeffizient uk\ in (1) zu einem
Potenzprodukt vom Grade m, so ersetze man ihn durch ein allgemeines
Polynom des Parameters xn vom Grade lk — m; so verfahre man mit
allen Koeffizienten von (1). Man bemerkt, daB die hôchsten homogenen
Bestandteile lhx,...,}in der Polynôme (1) von dieser Substitution un-
beruhrt bleiben (genauer : ihre Koeffizienten werden durch algebraisch-
àquivalente Unbestimmte ersetzt) ; sie bilden ein System von n
allgemeinen, vom Parameter xn unabhângigen Formen in n — 1 Variablen.
Ist deshalb A ein beliebiger algebraisch-abgeschlossener Erweiterungs-
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kôrper von F(v), so haben h1,...9hn bei keiner Spezialisierung des
Parameters xn aus A eine gemeinsame nichttriviale Nullstelle im Rn~l
ûber A.

Bei dieser Substitution geht die Résultante R des Systems (1) liber in
einPolynom R{xn) der Variablen xn mit Koeffizienten aus F[v], dessen
Verschwinden bei spezieller Wahl von xn aus A naeh Satz 1 (cf. §1,2)
und dem Vorigen hinreichend ist dafur, daB die spezialisierten Polynôme
/£ im Rn~x eine gemeinsame Nullstelle haben.

Die in § 1, 4 konstruierten Polynôme tt (i 19.. .,n — 1) gehen bei
der Substitution ûber in Polynôme der Gestalt

h(%i, xn) co(t;, xn)-xt + c{(v, xn) ; (7')

sie sind Trâgheitspolynome des Systems (/). Wir fassen nun R(xn) und
co(xn) auf als Polynôme in xn mit Koeffizienten aus F[v] und beweisen :

Hilfssatz 2. R(xn) ist liber dem Koeffizientenkôrper F(v) irreduzibel
und nicht durch co(xn) teilbar.

Beweis. Wàre eine der beiden Behauptungen nicht erfullt, so wâre
R(xn) auch im Ring F[v,xn] zerlegbar resp. durch c0 (xn) teilbar;
R(0) wâre also in F[v] zerlegbar resp. durch co(O) teilbar ; dies ist nicht
der Fall, da dièse Ausdrûcke aus den ursprïinglichen R(u), co(u) da-
durch hervorgehen, daB man das System der Unbestimmten u durch ein
algebraisch-âquivalentes System gewisser anderer Unbestimmten (der
Absolutglieder der oben eingesetzten Polynôme) ersetzt.

2. Définition 2. Unter einem Fundamentalpolynom (bezûglich xn) des

Systems (/) verstehen wir ein Trâgheitspolynom des Systems von der Gestalt

J^cftO-^ + d^sJ (10)

wobei c(v) ein nicht verschwindendes Polynom aus F\v\, d(v, xn) ein
Polynom aus F[v, xn] und i einen Index zwischen 1 und n — 1 bedeutet.

Zu den Fundamentalpolynomen rechnen wir ferner noch die Résultante

R(xn) des Systems.

Den Faktor c(v) bezeichnen wir oft kurz als Linearkoeffizient.
Die Fundamentalpolynome zerfallen nach dem Index i in n — 1-

Klassen ; dazu kommt noch die aus R(xn) allein gebildete Klasse. Ein
System (F) (Fx, F2,..., Fn) von n Fundamentalpolynomen heiBe ein
Fundamentalsystem von (/), wenn es aus jeder Klasse einen Reprâsen-
tanten enthâlt.
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Satz 3. Sind nicht aile Polynôme des Systems (/) konstant, so gibt es ein
zugehôriges Fundamentalsystem (F).

Beweis. Wir konstruieren nach Satz 2 (cf. §1,4) die Polynôme (7')
(cf. 1). Nach dem zweiten Teil von Hilfssatz 1 verschwindet die Sylvester-
sche Résultante c(v) der beiden Polynôme B(xn) und co(xn) nach xn
nicht. Nun gibt es in F[v, xn] zwei Polynôme p(xn) und q(xn), so da8

c(v) p(xn)-c0(xn) + q(xn)'R(xn)

Wir bilden nun die Trâgheitspolynome

F%{xt, xn) p{xn)-tt(xt, xn) + q{xn)-R(xn) c{v)-xt + dt(v, xn) ;

(i l,...,n- 1) ;

sie bilden zusammen mit R(xn) ein Fundamentalsystem.

3. Définition 3. Ein System von n Polynomen (P1,...,Pn) ans
F[v, x] heijie eine F(v)-Basis des Systems (/), wenn sich jedes Polynom fk
in der Form

darstellen lâ/ît, wobei die ak nichtverschwindende Polynôme
Qkl Polynôme aus F[v, x] bedeuten.

ans F[v], die

Satz 4. Jedes Fundamentalsystem des Systems (/) ist F(v)-Basis von (/).

Wir beweisen zuerst den

Hilfssatz 2. Diejenigen Trâgheitspolynome von (/), welche aufier von den
v nur von xn abhangen, bilden in F[v, xn] ein Hauptideal mit der Basis

Beweis. Das Polynom P(v, xn) erfûlle die Voraussetzungen des

Hilfssatzes. Ist A ein algebraisch-abgeschlossener Kôrper iiber F(v) und
£n eine beliebige Nullstelle von R(v, xn) aus A, so besitzen die speziali-
sierten Polynôme fk(v,xl9..., xn_ly fn) nach 1 im R71'1 iiber A eine ge-
meinsame Nullstelle ; da P (v, xn) sich als Trâgheitspolynom in F[v, x]
als lineare Verbindung der fk darstellen làBt, so mu8 P(v, |J ver-
schwinden; demnach ist P(v, xn) in F(v)[xn], also auch in F[v, xn]
durch R(v, xn) teilbar, q. e. d.
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Nun sei

F, ctxt + d,(xn)

ein Fundamentalsystem und zunachst pt(v, x) ein beliebiges Polynom
aus F[v,x], welches auBer von den v nur von xt,...,xn abhângt

(l^i^n — 1). Dann gibt es eine naturliche Zahl q und ein Polynom q
aus F\v, x], so daB

ce%Pi~q'Ft Pt+1 (11)

wobei 2>l+i auBer von den t; nur noch von xt+1,..., #w abhângt.
Ist nun fk ein Polynom des Systems (/) (1c 1,..., w), so erhâlt man

durch sukzessive Anwendung des Reduktionsprozesses (11):

(fc=l, ,n) (12)

Dabei sind die Qkl und Pfc Polynôme aus F[v, x], und zwar hângt Pk
auBer von den v nur von xn ab. Da die fk und die Ft Trâgheitspolynome
sind, so auch die Pk ; also sind die letzteren nach Hilfssatz 2 in F[v, xn]
durch B(xn)=Fn teilbar :

Pk Qk,n-Fn (i= 1, ,n) (13)

Aus den Gleichungen (12) und (13) folgt nach Définition 3 die Behaup-
tung von Satz 4.

Zusatz zu Satz 4. Die Faktoren ak (cf. Def. 3) kônnen als Potenzprodukte
der Linearkoeffizienten ct des Fundamentalsystems gewàhlt werden.

Sei (F) ein Fundamentalsystem von (/), g ein weiteres allgemeines Polynom

in den x mit unbestimmten Koeffizienten w, und g das von den

Polynomen F% im Ring F\v, w, x] erzeugte Idéal. Dann folgt durch das-
selbe Reduktionsverfahren wie oben :

Satz 5. Zu dem allgemeinen Polynom g gibt es in F[v] ein Polynom a
und in F[v, w, x] ein duper von den v, w nur von xn abhdngiges Poly¬

G, so dafi in F[v, w, x] die Kongruenz

a- g 0 (mod.
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gilt. Dabei kann a dis Potenzprodukt der Linearkoeffizienten ct des zugrunde-
gelegten Fundamentalsystems gewâhlt werden, und zwar etwa mit lauter ge-
raden Exponenten.

Wir fassen die Ergebnisse dièses Paragraphen zusammen im
1. (allgemeinen) Beduktionssatz. Zu n allgemeinen, nicht sâmtlich

konstanten Polynomen /i ....,/„ in n Variablen xx,..., xn mit unbe-
stimmten Koeffizienten v gibt es n Polynôme Fx,..., Fn in den v und den

x mit folgenden Eigenschaften :

Ft ctxt + dt(xn) (i= l,...,n-1)

wobei die ct von den x, die d% und R von xx,..., xn_x unabhangig sind ;
R (xn) ist die Résultante von ft,..., fn nach xx,..., xn_x.

2. In F[v,x] gelten zwei Système von Identitâten

«*•/*=- S Qui' Fi (fc= 1 ,n)
i=i

wobei die ak nicht verschwindende Polynôme aus F[v] bedeuten.

3. Jedes weitere allgemeine Polynom g in den x mit unbestimmten
Koeffizienten w lâflt sich in F\v, w, x] bis auf einen nicht verschwindenden
Faktor a aus F[v] mod. (Ft,.. Fn) auf ein von xl9..., xn_1 unab-
hàngiges Polynom 0 reduzieren :

a-g G (Fl9... ,Fn)

a kann dabei als Potenzprodukt der ct mit lauter geraden Exponenten
gewâhlt werden.

Der Satz gilt trivialerweise auch noch ftir n 1.

§ 3. Ânwendungen
1. Im folgenden sei K ein Kôrper von der Charakteristik 016) und

(/*) ein System von n Polynomen /f ,...,/* in n Variablen xx,..., xn
mit Koeffizienten aus K (n ^ 2).

16 Man konnte auf dièse Voraussetzung verzichten, da m den Koeffizienten der in § 2
konstruierten Polynôme nur ganze Zahlen auftreten. Dies ist jedoch fur die Anwendungen
unwesentlich.
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Définition 4. Das System (/*) heifie reduzibel, wenn es im Ring K[x]
n Polynôme der Gestalt

F* e* ¦ xt + d* (xn)

i&£, welche in K[x] das Idéal (/*,...,/*) erzeugen :

Das System (F*) heifie ein zugeordnetes Linearsystem.

Satz 6. Ist das System (/*) reduzibel und (F*) ein zugeordnetes Linearsystem,

so kaben die Système (/*) tmd (J?7*) im n-dimensionalen affinen
Koordinatenraum Rn uber K genau dieselben Nullstellen.

Denn aus Définition 4 folgt, daB sich in K[x] die /* linear in die F*
und umgekehrt die F* linear in die /* transformieren lassen.

Ist ein zugeordnetes Linearsystem durch (10*) gegeben, so lassen sich
sâmtliche Nullstellen von (F*) und damit von (/*) explizit bestimmen :

man wâhle nâmlich fur |n irgendeine Wurzel des Polynoms F* d% (xn)
aus K ; dièse lâBt sich auf genau eine Weise zu einer Nullstelle (f von
(F*) ergânzen, indem man setzt

it ^dl^L (i=i, ...,n-l) (14)
c

Die Reduzibilitât impliziert also, daB das System in einer Hyperebene
xn |w hôchstens eine Nullstelle besitzt.

2. Définition 5. Das System (/*) heifie einfach, wenn es reduzibel ist
und im Rn lauter einfache Nullstellen besitzt17).

Satz 7. Zu einem System (/) von n allgemeinen, nicht sâmtlich konstan-
ten Polynomen existieren zwei Polynôme Ë^v) resp. &(v) in den unbe-
stimmten Koeffizienten, deren Nichtverschwinden fur spezielle Werte der v
aus K hinreichend ist fur die Reduzibilitât resp. Einfachheit des spezialisier-
ten Systems (/*). Ein zugeordnetes Linearsystem erhalt man in beiden Fâllen
durch Spezialisierung aus einem Fundamentalsystem (F) von (/).

17 Eine Nullstelle heifit einfach, wenn m îhr die Funktionaldetermmante des Systems
nicht versehwindet.
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Beweis. Sei (F) ein Fundamentalsystem von (/) (cf. § 2, 2) und
seine Linearkoeffizienten. Dann gelten im Polynomring F(v)[x] uber
dem rationalen Funktionenkorper F(v) zwei Reihen von Identitàten

Ft - S ?,*•/* (* 1, n)

— V f)f JP (h 1 <w\ •

Nenner aus jT[v] treten dabei nur in den Koeffizienten der Qfkl auf, und
zwar kônnen dièse nach dem Zusatz zu Satz 4 (cf. § 2, 3) als Potenz-
produkte der cl(v) gewàhlt werden. Man setze nun

n-l
&x (v) n ct (v)

Versehwindet &± bei einer Spezialisierung der v in K nicht, so auch kein
ct(v), und die Identitàten (15) gehen uber in Identitàten in K[x] ; (F*)
wird also zugeordnetes Linearsystem von (/*), womit der erste Teil von
Satz 7 bewiesen ist.

Es ist insbesondere Fn R(v, xn) die Résultante von (/) nach

a?!,..., xn_1. Nach dem ersten Teil von Hilfssatz 1 in § 2, 1 ist R{v, xn)
irreduzibel uber F(v) ; seine Diskriminante <£2(v) ist also von Null ver-
schieden. Versehwindet 02 bei einer Spezialisierung der v in K nicht, so
besitzt das spezialisierte Polynom R(xn) in K nur (endlich viele) einfache
Wurzeln. Wir setzen nun

0(v) <Pi(t;) • <P2(V)

und betrachten eine solche Spezialisierung von (/), bei welcher &(v)
nicht versehwindet. Fur die spezialisierten Polynôme gelten dann in
K[x] die Identitàten

sowie die Formeln (10*) (cf. 1), wobei insbesondere d* (xn) R(xn) zu
setzen ist ; nach Konstruktion besitzt d* (xn) hochstens endlich viele
Wurzeln, welche aile einfach sind.

Ist nun (|) (lu..., |w) eine Nullstelle von (/*) und (F*) im Rn, so

fùhren wir neue Variable y ein durch

y, xz — f, {i 1,..., n)
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und entwickeln die Polynôme /* F* q*k nach aufsteigenden Potenzen
der y18) :

n

/* Z**iyi (mod. i)2) (Jb 1, ,n-l)
J\* ct* y, + 6,* yn (mod. 9») (c* # 0, »= 1, n-1)
J* <£ y. (mod. g») (cJ^O)
&* y.* (mod-

(16)

Aus (15*) folgt nun durch Vergleichung der Glieder ersten Grades :

c* V% + b* yn JE y»* a^ ¦ Vi (» 1, n — 1)

und daraus ergibt sich durch Koeffizientenvergleichung fur die Determi-
nanten \\ylk\\ und 11 oj, 11 :

lin* II ¦ II < \\=e*e*...e* #0 (17)

also insbesondere 11 a*\\ \ =£ 0; da 11 a*t \ \ die Funktionaldeterminante
des Systems (/*) an der Stelle ist, so ist damit Satz 7 bewiesen.

Zusatz 1. Verschwindet 0 bei einer Spezialisierung nicht, so sind die
Nullstellen von (/*) und (F*) auch bezuglich (F*) einfach.

Denn mit den gleichen Bezeichnungen wie oben ist die Funktional-
determinante von (F*) an einer Nullstelle gleich c* c* ,,c* =£ 0.

Zusatz 2. Ist A(v,x) die Déterminante der linearen Polynomtransfor-
mation, welche (/) in (F) ûberfûhrt, und verschwindet 0 bei einer Spezialisie¬

nicht, so verschwindet A*(x) an keiner Nullstelle von (/*) und (F*).

Denn es ist cf. 2 ((15) und (15*)) : A 11 qtk \ |, also A* 11 q*k \ \ ; an
einer Nullstelle wird also mit den obigen Bezeiehnungen nach Formel
(17): A* \\yik\\ ^0.

3. Im folgenden nehmen wir zu einem System (/*) von n Polynomen
aus K[x] (n^2) ein weiteres Polynom f*+1 aus K[x] hinzu, betrachten
also Système (/*,...,/*, f*+i) von n + l Polynomen in n Variablen.

18) t) bedeutet das Idéal (ylf..-tyn) aus K[y],
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Wir werden ein solches System durch eine Doppelkammer symbolisieren :

(/i* • • •, /n+i) ((/*))• Das System (/*) (/*,...,/*) bezeichnen wir
als Projektion, das Polynom f*+1 zuweilen als Applikate des Systems

Das System ((/*)) heiBe bezûglich einer Punktmenge Q des Rn ûber K
définit, wenn an keiner Nullstelle seiner Projektion in Q seine Applikate
verschwindet ; ein bezûglich des ganzen Rn définîtes System heiBe kurz
définit.

Wir setzen von nun an voraus, daB der Kôrper K angeordnet sei19).

Définition 6. Das System ((F*)) heifie ein àquivalentes Linearsystem
von ((/*)), wenn folgende Bedingungen erfûllt sind:

l. Beide Système sind définit.

2. Die Projektion (F*) ist zugeordnetes Linearsystem der Projektion (/*),
und die gemeinsamen Nullstellen sind bezûglich (/*) und (F*) einfach.

3. Die Applikate F*+1 hângt nur von xn ab.

4. An jeder Nullstelle (|) von (/*) und (F*) gilt

sgn

d(f*) d(F*)wobei _, / und ,:, / die Funktionaldeterminanten der beiden
d(x) d(x)

Projektionen bedeuten.

Nun sei ((/)) ein System von n + 1 allgemeinen Polynomen in n
Variablen ; die unbestimmten Koeffizienten seien wieder mit v bezeich-
net. Die Projektion sei nicht konstant.

Satz 8. Zu ((/)) gibt es ein System ((F)) von n + 1 Polynomen aus
F\v, x] und ein Polynom W aus F[v] mit folgenden Eigenschaften :

1. Die Projektion (F) ist ein Fundamentalsystem der Projektion (/).

2. Die Applikate Fn+1 hângt aufier von den v nur von xn ab.

3. Bei jeder Spezialisierung der v in einem angeordneten Kôrper K, bei

welcher W{v) nicht verschwindet, sind die spezialisierten Système ((/*))
und ((F*)) âquivalent.

19) Vgl. a. a. O. 4)
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Beweis. Sei (F) ein Fundamentalsystem von (/) und A (v, x) die
Déterminante der linearen Polynomtransformation, welche (/) in (F) iïber-
fiihrt. Wir bilden nun in F[v, x] das Polynom

¦g= A{v, x)-fn+1(v, x) ; (18)

es geht aus einem allgemeinen Polynom g vom selben Grad mit unbe-
stimmten Koeffizienten w durch Spezialisierung der w in F[v] hervor.
Zu g konstruieren wir nach dem allgemeinen Reduktionssatz (cf. § 2, 3)
das Polynom G und den rein quadratischen Faktor a aus F[v]. Bei der
Spezialisierung von g zu "g geht G iiber in ein Polynom G aus F[v, xn],
wâhrend a von dieser Spezialisierung nicht beruhrt wird. Wir setzen nun
Fn+1 G ; es gilt dann in F[v, x] die Kongruenz

a.A(x).fn+1(x)=Fn+1(xn) (Flit..,Fn) (19)

Nun sei &z(v) die Résultante des Systems ((/)) (cf. §1,2, Satz 1, an-
gewandt auf den Index n + 1)

wobei 0(v) dieselbe Bedeutung hat wie in Satz 7 (cf. 2). Ferner liège
eine Spezialisierung der v in K vor, bei welcher W(v) nicht verschwindet ;

es verschwinden dann weder &(v) noch <Pz(v). Wir haben nachzu-
weisen, daB die spezialisierten Système die vier Eigenschaften von
Définition 6 erfùllen. — 3) ist nach Konstruktion erfûllt, ebenso der erste Teil
von 1) wegen der Bedeutung der Résultante. 2) ergibt sich aus der
Bedeutung von 0 nach Satz 7 und dem Zusatz 1.

Nach der Konstruktion von 0 (cf. 2, Beweis von Satz 7) und der
Bedeutung von a (cf. § 2, 3, allgemeiner Reduktionssatz) verschwindet a*
nicht und ist ein positives Elément von K ; an einer beliebigen Nullstelle
(|) von (/*) und (F*) kann A* nach dem Zusatz 2 zu Satz 7 nicht
verschwinden, und aus (19) folgt : F£+1(Ç) ^ 0 und

sgn J*(f) sgn /J+1(f) sgnl^+1(£)

Daraus und aus Formel (17) (cf. 2) ergibt sich die Behauptung 4) durch
d {f*) d (F*)

Multiplikation mit sgn J* (f sgn -^f-f ({) sgn -^-f (I)
O \X) O {X)
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4. Die Bedeutung des Âquivalenzbegriffs liegt in den Anwendungen
auf die Théorie der Polynomabbildungen (vgl. die Einleitung). Ein
System ((/*)) resp. (/*) definiert eine Abbildung /* resp. /* des Rn uber
K in den jRn+1 resp. Rn uber K. Ist das System (/*) Projektion des

Systems ((/*)), so ist die Abbildung /* Projektion der Abbildung /*.

Définition 7. Sei (/*) ein System von n Polynomen in n Variablen liber
K und f (f fn) eine einfache Nullstelle des Systems im Rn uber K.
Dann verstehen wir unter dem Index der zugehorigen Abbildung /* im
Punkte | das Vorzeichen

Im folgenden bedeute Q eine beliebige Punktmenge des Rn uber K.

Définition 8. Ist ein System ((/*)) von n + 1 Polynomen in n Varia-
bien uber K bezûglich Q définit und besitzt seine Projektion (/*) in Q hochstens

endlich viele Nullstellen, welche aile einfach sind, so verstehen wir unter dem

Indikator der zugehorigen Abbildung /* bezûglich Q die ganze Zahl

wobei die Summe uber die in Q liegenden Nullstellen der Projektion zu er-
strecken ist.

2. (spezieller) Reduktionssatz. Zu einem System ((/)) von n -\- l allge-
meinen Polynomen in n Variablen x {n ^ 2) mit unbestimmten Koeffi-
zienten v gibt es ein Polynom W{v) und ein System (h) von n Polynomen
aus F[v, x] mit folgender Eigenschaft : bei jeder Spezialisierung der v in
einem angeordneten Kôrper K, bei welcher W(v) nicht verschwindet, be-

sitzen (h*) und die Projektion (/*) von ((/*)) im Rn liber K diesélben

endlich vielen Nullstellen ; dièse sind bezûglich (/*) und (h*) einfach, und
an keiner von ihnen verschwindet die Applikate /^+1 ; der Indikator der

Abbildung f* bezûglich einer beliebigen Punktmenge Q des Rn ist gleich der

Indexsumme der Abbildung h*, erstreckt ûber die auf Q liegenden
Nullstellen.

Beweis. Seien zunâchst nicht aile Polynôme der Projektion (/) Kon-
stanten aus F[v]. Wir konstruieren zu ((/)) das System ((F)) und das

Polynom W(v) nach Satz 8. Dann gilt bei jeder zulâssigen Spezialisie-
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rang bezûglich einer beliebigen Punktmenge Q des Rn nach den Defini-
tionen 6, 7 und 8: ip(f*,Q) und ip(F*,Q) sind definiert, und es ist

- (20)
Jetzt setzen wir

Da F* und J?^+1 ?&w von der einzigen Variablen xn abhangen, haben sie
in K keine gemeinsame Wurzel ; denn eine solche kônnte man nach 1.

zu einer Nullstelle des Systems ((F)) im Rn ergânzen, wâhrend doch
dièses System définit ist. Daraus folgt unmittelbar, daB das spezialisierte
System (h*) und die Projektion (F*) (also nach Satz 6 auch (/*)) im
Rn genau dieselben Nullstellen haben20). Weiter gilt an jeder dieser Null-
stellen :

d(h*) d(F*) m

d(x) d(x) n+1 "

Daraus und aus der Formel (20) ergibt sich die Behauptung nach den
Definitionen 7 und 8.

Der Satz gilt auch noch, falls die Projektion (/) von ((/)) aus lauter
Konstanten besteht ; man setze dann einfach (h) (/) und nehme fur
W das Produkt dieser Konstanten.

Hingegen ist der Satz fiir n 1 nicht mehr richtig ; um den Indikator
eines Systems von zwei Polynomen in einer Variablen auf ahnliche Weise
zu charakterisieren, genugt ein einzelnes Polynom h nicht, sondern es

tritt an dessen Stelle eine ganze Polynomkette. Diesen Fall habe ich in
einer andern Arbeit behandelt21).

(Eingegangen den 14. Mai 1947.)

20 Hier benûtzen wir zum erstenmal, daB n ~ 2 sein soll.

n) W. Habicht, Eine Verallgemeinerung des Sturmschen Wurzelzâhlverfah-
rens, Comm. Math. Helv. dièses Heft, p. 99, insbesondere § 3, Reduktionssatz.
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