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Kennzeichnende Eigenschaften der Kugel als
Folgerung eines Brouwerschen Fixpunktsatzes

Von W. Sùss, Freiburg i. B.

1. Bekanntlich ist die Kugel unter den Eiflàchen durch jede der
beiden folgenden Eigenschaften gekennzeichnet :

I. Aile ihre ebenen Schnitte durch einen festen Punkt P sind ein-
ander kongruent1).

II. Aile ihre Orthogonalprojektionen sind einander kongruent2).
Fur die Kugel ist aueh, wie ich hier hinzufuge, die folgende

Eigenschaft charakteristisch :

III. Aile das Volumen oder die Oberflâche, das Intégral der mittleren
Krummung bzw. das Intégral irgendeiner positiven Funktion des
Ortes auf der Oberflâche halbierenden ebenen Schnitte durch die
Flâche sind einander kongruent.

Aile dièse Aussagen lassen sich sehr kurz und einheitlich, worauf
mieh vor Jahren Herr H.Seifert aufmerksam gemacht hat, mit
Hilfe des folgenden Fixpunktsatzes von L. E. J. Brouwer beweisen :

B) Jede eindeutige stetige Selbstabbildung der Kugelflàche, die zur
Klasse der Identitât gehôrt3), besitzt mindestens einen Fixpunkt4).

Aus diesem Satz werden wir zunâchst (Nr. 2) eine auch an sich
intéressante Folgerung ziehen ùber die Kreisform gewisser einander kon-
gruenter ebener Schnitte durch Eikôrper und einige Erweiterungen an-
fiigen und sodann (Nr. 3) die Sâtze I, II und III beweisen. In Nr. 4 folgt
eine Verallgemeinerung von I fur Ellipsoide.

*) Literatur siehe bei T.Bonnesen-W.Fenchel, Théorie der konvexen Kôrper,
Berlin 1934, Nr. 69.

2) Es genugt schon die Forderung, dafi die Projektionen einander âhnlich sind. A. a. O.x)
3) d. h. : die sich stetig in die identische Abbildung uberfûhren lâfit.
4) tîber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Math. Ann. 71 (1912), 97—115. Siehe auch

bei G.Feigl, Fixpunktsâtze fur spezielle n-dimensionale Mannigfaltigkeiten,
Math. Ann. 98 (1927), 355—398. Oder P.Alexandroff und H.Hopf, Topologie I, Berlin
1935, S. 481.
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2. Satz. Ein Eikôrper E habe die folgende Eigenschaft : Zu jeder
Stellung f im Raiim gebe es eine Ebene (f Normalvektor) derart, daB E
von diesen Ebenen in kongruenten Eibereichen B(Ç) geschnitten wird,
deren Lage stetig von f abhangt. Dann sind dièse Schnittbereiche B
Kreise.

Beweis: Jeder Richtung mit dem Einheitsvektor f ordnen wir den
dazu senkrechten Schnittbereich B($) zu. AuBerdem sei fur f £0 m
B(i0) ein Einheitsvektor rj beliebig gewahlt und mit 2?(f0) starr ver-
bunden. Tragen wir f und 77 von einem festen Punkt 0 aus ab, so ent-
spricht also bei Bewegung des Vektors f aus der Lage |0 heraus jedem
Vektor f ein Vektor r\. Der Vektor rj ist eindeutig festgelegt, sobald fest-
steht, durch welche kongruente Abbildung B(ij0) n -B(f) verwandelt
wird. Daruber konnten Zweifel bestehen, wenn jB(£0) durch andere
kongruente Abbildungen als die Identitat in sich ubergeht. Hat aber B(£o)
die Eigenschaft a, nicht durch der Identitat beliebig benachbarte
kongruente Abbildungen in sich uberzugehen, so ist die kongruente Abbildung

von B(i0) auf B(£) eindeutig festgelegt durch die Forderung, daB
sie stetig von f abhângen soll. Dies gilt zunachst fur eine hinreichend
kleine Umgebung einer beliebigen Stellung, dann aber nach dem Mono-
dromiesatze auch im groBen. Man hat also eine eindeutige stetige Abbildung

| ->iy. Da dabei <£ (f, rj) — ist, laBt sich die Abbildung stetig

in die Identitat uberfuhren, ohne einen Fixpunkt zu besitzen. Dies steht
im Widerspruch zu dem Satz B von Brouwer. Also kann B(£o) nicht die
Eigenschaft a haben, sondern muB durch kongruente Abbildungen in sich
ubergehen, die der Identitat beliebig nahekommen. Das tun aber unter
allen Eilinien nur die Kreise: B(Ç) ist ein Kreis, w. z. b. w.

Bemerkungen : a) Der Beweis hat ersichtlich nicht von allen Voraus-
setzungen des Satzes vollen Gebrauch gemacht, z. B. nicht von der
Konvexitat von E und B oder davon, daB die jB(f) Schnitte von E sein
sollten. Er gilt unverândert auch, wenn uberhaupt kongruente Bereiche

B(i) stetig und eindeutig mit f variieren und wenn dabei zwei feste
Winkela und fi so existieren, daB 0<<% fg <£(£, rj) ^fi<n ist. Die 5(|)
kônnen also auch z. B. irgendwelche Projektionen sein.

b) In den Voraussetzungen des Satzes und seiner Erweiterung a) kann
die Kongruenz der Bereiche B(Ç) durch eine andere geometrische Ver-
wandtschaft, die Bewegungsgruppe etwa durch die Gruppe der ahnlichen
Abbildungen, der Affinitâten, der Kreisverwandtschaften oder der Pro-
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tivitaten ersetzt werden. Unter den Eibereichen B(ij) werden dann
Kreise bzw. Ellipsen gekennzeichnet5).

3. Beweise fur die Satze I, II, III.
Nach 2. sind die Schnitte oder Projektionen J5(£) der Eiflâehe E in

den Satzen I—III stets kongruente Kreise.

I. Es sei 5 die Verbindungssehne der Beruhrungspunkte zweier paralle-
ler Stutzebenen an die Eiflâche E und e die oder eine der Ebenen durch s

und den festen Punkt P des Satzes I Da e die Eiflâche E in dem festen
Kreis B schneidet, ist s Durchmesser dièses Kreises. Aile }5Stutzsehnen" s
sind also gleich dem Kreisdurchmesser. Die Eiflâche E ist demnach von
der konstanten Breite s ; ihre Selbstschattengrenzen sind die Kreise
B(Ç). Da deren Ebenen durch P gehen, ist P ihr Mittelpunkt, also E
eine Kugelflâche.

II. Aile Stutzsehnen haben die Lange des Durchmessers d der Projek-
tionskreise B(£), da E die konstante Breite d besitzt. s sei eine solche

6) Anmerkung von H Kneser Die letzte Schlufifolgerung scheint allerdmgs zunàchst
beidenKreisverwandtschaftenundProjektivitaten ungultig zusem, denn da gibt es neben
den Kreisen bzw. Ellipsen noch andere Eibereiche, die auch durch der Identitat behebig
benachbarte Abbildungen der Gruppe m sich ubergehen Eine bekannte Ûberlegung aus
der Lehre von den endhchen Lieschen Gruppen zeigt aber, dafî man nur eine stetige
Untergruppe auszunehmen braucht. Genauer Die Abbildungen aus der Gruppe <j der
Kreisverwandtschaften oder der Projektivitaten, die emen gegebenen Eibereich in sich
verwandeln, smd die emer bestimmten stetigen Untergruppe f) von g und solche, die der
Identitat nicht behebig nahekommen. Der oben gefuhrte Beweis bleibt gultig, wenn man
ein gerichtetes Limenelement angeben kann, das bei den Abbildungen aus t) fest bleibt;
und dies wird sich sogleich fur jeden nicht kreisformigen bzw nicht elhptischen Bereich
als moghch erweisen. Der Rand des Eibereiches mui3 sich nàmhch aus vollstandigen
Bahnkurven einghedriger Untergruppen von ï) zusammensetzen, und jede dieser Kurven
muâ mit îhrer Richtung bei der ganzen Gruppe ï) erhalten bleiben. Nun kann man als
gerichtetes Limenelement emen Endpunkt der Bahnkurve und ihre dortige Tangente
nehmen, wenn beides vorhanden ist. Bahnkurven ohne Endpunkte sind aber nur die
Kreise bzw. Ellipsen, wie es dem zu beweisenden Satze entspricht; Endpunkte ohne
Tangente treten nur bei den Kreisverwandten der logarithmischen Spirale auf, und dièse
konnen nicht Teile emer Eilmie sem

Der Vollstandigkeit halber seien noch die Eibereiche aufgezàhlt, die durch eme stetige
(nicht nur aus der Identitat bestehende) Gruppe von Kreisverwandtschaften bzw Pro-
jektivitaten m sich ubergehen Bei den Kreisverwandtschaften smd es nur die konvexen
Kreisbogenzweiecke Bei den Projektivitaten smd es die beschrankten projektiven Bilder
der folgenden Bereiche — wobei die notigen uneigenthchen Punkte mit hmzugerechnet
werden mussen.

1) y^e*.
2) a;^0, y^xk (Jc^l).
3) y^xk fur x^lO, y^laxk fur x^SO {h~l> a^O).

Fur k 1 tritt das Dreieck auf, bei dem die Gruppe ï) zweighedrig ist, fur h 2, a 1

unter 3 die Ellipse mit dreighedriger Gruppe f).
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Stûtzsehne; sie steht auf den Stûtzebenen in ihren Endpunkten senk-
recht. Aile Htillzylinder, deren Erzeugenden zu s senkrecht sind, gehen
durch die Endpunkte von s. Der Durchschnitt ihrer Innenbereiche, eine

Kugel, ist der von E berandete Eikôrper, w. z. b. w.

III. Der Durchmesser AB des von E berandeten Eikôrpers ist gleich
dem Kreisdurchmesser d, da mindestens eine der Halbierungsebenen
durch ihn hindurch gelegt werden kann. Pur aile £J_ AB geht aber darni
der Kreis B(Ç) durch A und B, so daB E eine Kugel sein mufi.

4. Das affingeometrische Analogon von I lautet :

Ia. Sind aile ebenen Schnitte eines Eikôrpers E durch einen festen
Punkt P zueinander affin, so ist E ein Ellipsoid. Nach der Bemerkung b)
in 2 sind aile ebenen Schnitte durch P Ellipsen. Nun seien AB, CD zwei
Sehnen von E, die durch P halbiert werden. Dann hat die Schnittellipse
durch A, B,C, D den Punkt P zum Mittelpunkt. T sei Beriihrungspunkt
einer zur Ebene ABCD parallelen Stiitzebene an E. Durch PT gelegte
Schnittellipsen von E haben PT zum Durchmesser. Macht man durch
Affinitât die Ellipse ABCD zum Kreis und PT J_ABCD, so erhâlt man
so ein Drehellipsoid, w. z. b. w.

(Eingegangen den 16. Oktober 1946.)
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