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Grundzûge
einer Zahlentheorie der quadratischen Formen
im rationalen Zahlkôrper I.

Von Martin Eichler, Gôttingen

Meinem Lehrer Heinrich Brandt zum 60. Oeburtstag am
8. November 1946 in dankbarer Verehrung gewidmet. Dièse

Arbeit, die in zwei Teilen erscheinen soll, ist zum groflen TeU

aus seinen Anregungen erwachsen, mehr als es durch Hinweise

auf seine Publikationen zum Ausdruck gebracht werden kann.

Einleitung
Es ist die Aufgabe einer Théorie, die Fûlle der Einzeltatsachen eines

Wissensgebietes nach ihrem Verhâltnis zu wenigen tragenden Funda-
mentalbegriffen zu ordnen. Dièse Fundamentalbegriffe liegen meist nicht
offen zutage, sondern man gewinnt sie erst durch Abstraktion. Ein Bei-
spiel hierfiir ist die Théorie der binâren quadratischen Formen und die
aus ihr durch Verallgemeinerung entstandene Zahlentheorie der alge-
braischen Zahlkôrper und der Algebren. Allein die Benennungen der
Grundbegrifïe wie ,,irrationale Zabi", ,,iniaginâre Zabi", 3,Ideal" kenn-
zeichnen schon genûgend die Rolle der Abstraktion bei der Entwicklung
dieser Gebiete. Wâhrend jedoch hier das begrifïliche Trâgersystem des

Gebâudes lângst erkannt wurde, hat es lange Zeit gebraucht, bis man auf
dem Gebiet der Zahlentheorie der quadratischen Formen beliebiger
Variablenzahl ebensoweit war.

Noch in der umfangreichen Gesamtdarstellung von Bachmann (Die
Arithmetik der quadratischen Formen, Leipzig und Berlin 1889) findet
man meist eine muhsame Betrachtung der einzelnen Erscheinungen. Zahl-
reiche und wenig ubersichtliche Invarianten liefern eine Einteilung der
Klassen ganzzahlig âquivalenter Formen in Ordnungen und Geschlechter.
Ein auf diesen Unterscheidungsprinzipien gegrundeter Weiterbau der
Théorie ist bei den schwerfâlligen Begriffsbildungen, die manchmal
Wesentliches und Unwesentliches nicht genûgend zu unterscheiden
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erlauben, fast unmôglich. Erst die neuere Zeit hat eine Wandlung
gebracht.

Ein einziger Satz von Minkowski, von Hasse in den Jahren 1923|24
erneut aufgegriflfen und prâgnant formuliert1), erlaubt jetzt eine Beherr-
schung der Théorie, wenn man sich nicht auf ganzzahlige Formen und
ganze Werte der Variablen besehrànkt, sondern fur Koeffizienten und
Variable beliebige Zahlen eines Zahlkôrpers zulàfit. Hasses gegeniiber
frûher etwas allgemeinere Auffassung des Geschlechtsbegrifïes und seine

Loslôsung vom Ordnungsbegrifï brachte eine viel einfachere Théorie der
Geschlechter. Gleichzeitig regten Hasses Arbeiten eine Entwicklung an,
die in einer Arbeit von Witt im Jahre 19362) ihren Niederschlag fand. Witt
bemerkte, dafi aile Geschlechtsinvarianten (auBer der Variablenzahl) mit
der Variablenzahl nicht wesentlich in Beziehung stehen und fûhrte Ge-
samtheiten von ,,àhnlichen" Formen ein, welche Formen verschiedener
Variablenzahl aber sonst gleicher Geschlechtsinvarianten umfassen3). Die
Benutzung dièses Begriffes ermôglicht nunmehr einen Aufbau der Ge-
schlechtertheorie in kaum zu iibertreffender Eleganz. Hierbei zeigt sich
eine Erscheinung, die auch fur das Folgende wichtig erscheint : den Ge-
samtheiten âhnlicher Formen entsprechen gewisse Algebrenklassen im
Sinne von R. Brauer, die Théorie der quadratischen Formen tritt hiermit
in Beziehung zur Algebrentheorie.

Mit den genannten Arbeiten ist nun erst die algebraische Grundlage fur
eine Zahlentheorie der quadratischen Formen im eigentlichen Sinne ge-
legt. Auf ihr wâre unter anderem insbesondere die Lehre von der Dar-
stellung von Zahlen durch Formen und von der Âquivalenz von Formen
aufzubauen. Wollte man dies im alten Stile machen, so muBte man jetzt
wieder den AnschluB an die alte schwerfâllige Geschlechtertheorie suchen

X)H.Hasse, Ûberdie Darstellbarkeit vonZahlen durch quadratischeFormen
im Kôrper der rationalen Zahlen, Journ. reine angew. Math. 162 (1923), S. 129.

Ûber die Âquivalenz von quadratischen Formen im Kôrper der rationalen
Zahlen, ebd. 152 (1923), S. 205. Symmetrisehe Matrizen im Kôrper der rationalen

Zahlen, ebd. 153 (1924), S. 12. Darstellbarkeit von Zahlen durch quadratische

Formen in einem beliebigen algebraischen Zahlkôrper, ebd. 153 (1924),
S. 113. Âquivalenz quadratischer Formen in einem beliebigen algebraischen
Zahlkôrper, ebd. 153 (1924), S. 158.

2) E. Witt, Théorie der quadratischen Formen in beliebigen Kôrpern, Journ.
reine angew. Math. 176 (1937), S. 31—44.

3) Schon vorher hatte H. Brandi das Vorteilhafte einer solchen Betrachtungsweise er-
kannt, allerdings ohne einen geschlossenen Aufbau der Geschlechtertheorie auf dieser
Grundlage der ôffentliehkeit vorzulegen: Diskriminante einer quadratischen Form,
Verh. Intern. MathematikerkongreÛ Zurich 1932, II, S. 10—11; s. besonders die unter n)
zitierte Arbeit, Nr. 9.
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und hâtte somit nur geringen Gewinn von den neueren Ergebnissen. Man
weiB aber auch, da6 sich die Zahlentheorie der Formen vielfach in
mancherlei einzelne Teilergebnisse und Verfahren verlief. Nun haben aber
gerade in diesem Zusammenhang neuere Arbeiten von Hecke4) und
Siegel5) Tatsachen allgemeiner Gultigkeit aufgezeigt, die fruher nicht
bemerkt wurden, und die wiederum, und zwar diesmal von ganz anderer
Seite her, auf eine gewisse Parallelitât zwischen der Formentheorie und
der Algebrentheorie hinweisen.

Jetzt sind es zwei Ideen von Brandt, die weiter fuhren. Seine Zahlentheorie

der quaternâren Formen hatte im Jahre 1928 den entscheidenden
AnstoB zur Entwicklung einer allgemeinen Zahlentheorie der hyper-

komplexen Système gegeben6). Er ging von dem Grundsatz aus, daB die
Zahlentheorie samtlicher Formenklassen einer Ordnung gleichzeitig zu
entwiekeln sei. Die verschiedenen Klassen einer Ordnung sind verknûpf-
bar durch lineare Substitutionen, welche eine Form in das Vielfache einer
anderen uberfuhren. Solche Substitutionen werden imFalle kompositions-
fâhiger Formen durch die Kompositionstheorie geliefert, sie entsprechen
den Idealen der Algebren. Jedoch ist ihre Existenz durchaus nicht an die
Môglichkeit einer Komposition geknupft. Man hat es hier also mit der
sinngemâBen Ûbertragung des Idealbegriffes aus der Zahlentheorie der
Algebren in die Formentheorie zu tun. In zwei kleineren Noten habe ich
diesen Begrifï bei zwei Aufgaben benutzt : Erstens versuchte ich mit
seiner Hilfe, die genannte Entdeckung von Hecke ùber die Darstellung
von Zahlen durch gewisse Système definiter quadratischer Formen be-

grifflich zu klâren, was damais, wenn auch nur in bescheidenem Umfang
gelang7). Zweitens zeigte ich, wie dieser Begrifï es erlaubt, einen gewissen
Gedankengang aus der Algebrentheorie in die Formentheorie zu ûber-

4) E. Hecke, Analytische Arithmetik der positiven quadratisehen Formen,
Kgl. Danske Vidensk. Selsk Math.-fys. Medd XVII, 12 (1940). An dieser Stelle findet man
eine vollstandige tîbersicht uber die Resultate Heckes m dieser Richtung nebst weiteren
Literaturhmweisen. Fur die Normenformen von Quaternionenalgebren wurden Heckes
Resultate direkt, d h ohne Verwendung analytischer Hilfsmittel bewiesen durch H. Brandi,
Ûber die Zerlegungsgesetze der rationalen Zahlen in Quaternionenkorpern,
Math. Ann 117 (1941), S. 899—908, s. auch 27).

5) CL.Siegel, tîber die analytische Théorie der quadratisehen Formen, An-
nals of. Math 86 (1935), S. 527—606. Formes quadratiques et modules des courbes
algébriques, Bull. Sci. Math. 2e série, LXI (1937), S. 1—21. Weitere, hier nicht mehr
aufgefuhrte Arbeiten beziehen sich auf îndefinite Formen und Formen in algebraischen
Zahlkorpern.

6) H. Brandt, Idealtheone in Quaternionenalgebren, Math.Annalen 99 (1928), S. 1—29.

7) M.Eichler, Ûber gewisse Anzahlformen in der Théorie der quadratisehen
Formen, Sitz.-Ber. Bayer. Akad. Wiss., Math.-Nat. Abt. 1943, S 1—24.
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tragen ; hiernach stehen der Satz von A. Meyer8), dafl die Klassenzahl
der indefiniten Formen bei mehr als zwei Verânderlichen i. a. mit der
Geschlechterzahl ubereinstimmt, und der Satz, dafi die Idealklassenzahl
einer normalen einfachen Algebra uber einem algebraischen Zahlkorper
i. a. gleich der Idealklassenzahl ihres Zentrums ist9), in engster verwandt-
schaftlicher Beziehung10).

Die zweite Idée von Brandt ist die, da8 man eine besondere Art von
Formen vor allen anderen bevorzugt behandeln soll ; es sind dies die
Stammformen, welche bei der immer wieder von neuem auftretenden
Parallelitât von Formen- und Algebrentheorie den maximalen Ordnungen
entsprechen, wâhrend die ùbrigen Formen den nieht maximalen Ordnungen

entsprechen11). Ich werde mich im folgenden ausschlieBlieh auf sie

besehrânken.
In der vorliegenden Arbeit soll nun die schon fruher7)10) angekundigte

ausfuhrliche Behandlung der beruhrten Themen erfolgen. Dabei erweist
es sich als ratsam, die Théorie der Geschleehter, wie sie sich nach der ge-
nannten Arbeit von Witt darstellt, nochmals in verânderter Form zu
bringen. Und zwar werde ich die Formentheorie nicht auf die Théorie der
Algebren, sondern parallel neben ihr aufbauen. Dies Vorgehen hat einer-
seits den didaktischen Vorteil, daB die Algebrentheorie nicht voraus-
gesetzt zu werden braucht, zweitens ermoglicht es einen bequemeren
AnschluB des Folgenden. Eine Ûbersicht uber den weiteren Gedanken-

gang soll die nachstehende Gliederung liefern ; eine genauere Aufzâhlung
aller angeschnittenen Einzelprobleme wurde zu weit fuhren. Es erwies
sich als môglich, mit wenigen Voraussetzungen auszukommen, wodurch
die gewâhlte Ûberschrift der Arbeit einê gewisse Rechtfertigung
erfâhrt.

8) A Meyer, Zut Théorie der unbestimmten ternaren quadratischen Formen,
Diss. Zurich 1871. Ferner. Journ. reine angew. Math. 108 (1891), S. 125—139 Ebd. 113

(1894), S. 186—206. Ebd. 114 (1895), S. 233—254. Ebd. 115 (1895), S 150—182. Ebd. 116
(1896), S. 307—325. Dièse Arbeiten beziehen sich auf ternare Formen Die Ûbertragung
auf Formen beliebiger Variablenzahl fîndet sich m der Viertelsjahrsschrift Naturf. Ges.

Zurich 36 (1891), S. 241—250.

9) M. ISicMer, Bestimmung der Idealklassenzahl in gewissen normalen
einfachen Algebren, Journ. reine angew. Math. 176 (1937), S. 192—202 Ûber die
Idealklassenzahl hyperkomplexer Système, Math Zeitschr. 43(1938), S. 481-494

l0) M* JStcMer, Zur Théorie der quadratischen Formen gerader Variablenzahl,
Speiserfestschrift Zurich 1945, S 34.

n) H.Brandt, Zur Zahlentheone der quadratischen Formen, Jahresbencht
Deutsche Math.-Veremg. 47 (1937), S. 149—159.
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Bemerkungen zur Formelschreibweise

Betrachtet werden quadratische Formen

n

/(#!,. Xn) ^ JC fik Xi Xk 9 fik fki •

Die Variablenzahl heiBt stets n. Bezeichnet g die Matrix mit den Ele-
menten fik, x die einspaltige Matrix mit den Elementen xi, und wird
schlieBlich der SpiegelungsprozeB wie ublich durch einen Punkt angedeu-
tet, so ist in Matrizenschreibweise

Da keine Mifiverstàndnisse zu befurchten sind, darf abkûrzend von der
quadratischen Form 5 gesprochen werden.

Handelt es sich um ganzzahlige Formen, so sind die fik ganz und die

fu sogar gerade. Eine Kongruenz

5 © mod m
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fur zwei ganzzahlîge Formen g und © habe stets die Bedeutung, da8

— (5 — ©) die Matrix einer ganzzahligen quadratischen Form ist. Dièse

Bemerkung ist von Bedeutung, wenn es sich um uneigentlich primitive
Formen und geraden Modul m handelt : durch die getroffene Verabredung
entfâllt die Schwierigkeit der Unterscheidung zwischen eigentlich und
uneigentlich primitiven Formen.

Mit grofien deutschen Buchstaben bezeichne ich quadratische Matrizen
ûberhaupt, wobei die Reihenzahl eventuell durch einen oberen Index in
Klammern angedeutet wird. Rechteckige Matrizen sollen durch kleine
deutsche Buchstaben bezeichnet werden, zur Angabe von Zeilen- und
Spaltenanzahl wird, falls erforderlich, ein obères Indexpaar in Klammern
benutzt. Speziell sei (£in) die n-reihige Einheitsmatrix, o{n*m) die Null-
matrix von n Zeilen und m Spalten, O(n) o(w>n). Ferner sei

e(m)\

Tritt die Nullmatrix als Teil einer grôBeren Matrix auf, so wird sie i. a.
ausgelassen werden.

Unter der Diskriminante12) einer Form g<2m> von gerader Variablen-
anzahl wird die Déterminante der Matrix ^(2m) verstanden, wozu noch
ein Vorzeichen kommt ; sie wird stets mit dem Buchstaben D
bezeichnet :

Bei ungerader Variablenzahl dagegen kommt hierzu noch der Faktor

I. Die Théorie der Geschlechter

§ 1. Die Einteilungsprinzipien

1. Wenn auch in dieser Arbeit die Théorie der quadratischen Formen
nur im rationalen Zahlkôrper entwickelt werden soll, so kann doch zur
Erôrterung der Einteilungsprinzipien ein allgemeiner Grundkôrper Te als

gegeben gedacht werden, dem die Koeffizienten aller hier auftretender
Formen und Matrizen angehôren sollen.

12) Nach wiederholtem Vorschlag von H. Brandi, s. n).
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Zwei Formen Si, Ste heiBen àquivalent, wenn mit einer ganzzahligen
Matrix S in Je, deren Déterminante eine Einheit ist, die Gleichung

3fi S & S (1)

gilt. Ich môchte mir erlauben, in der Définition nun anders als ûblich
folgendermaBen fortzufahren : $fi un(i (?2 heiBen verwandt, wenn (1) mit
einer nicht notwendig ganzzahligen Matrix <5 gilt, deren Déterminante
auch keine Einheit zu sein braucht. Dièse Beziehungen der Formen zuein-
ander sind reflexiv, symmetrisch und transitiv. Die Gesamtheiten der
âquivalenten und verwandten Formen heiBen Klassen und Oeschlechter.

Fur Àquivalenz und Verwandtschaft wird die Schreibweise

81 ^ & Si ^ 3f2

gebraucht. Liegt in k keine Ganzheitsdefinition vor, so entfàllt natiirlich
der Âquivalenzbegriff.

Beide Mâle wurde hier die begrifflich einfachste Eigenschaft zur Définition

herangezogen, damit wird der Théorie die Aufgabe zugewiesen, Krite-
rien fur Àquivalenz und Verwandtschaft aufzustellen. Diesem deduktiven
Verfahren steht das induktive gegenuber ; leider hat man sich daran ge-
wôhnt, den Âquivalenzbegriff deduktiv, den Geschlechtsbegriff induktiv
einzufûhren. Es ist an der Zeit, dièse Inkonsequenz zu beseitigen

2. Einem Geschlecht quadratischer Formen in n Variablen kann man
einen metrischen Raum Rn zuordnen2) : sind n Basisvektoren tx,..., ew

gegeben, so definiere man als die Norm eines Vektors

x d x1 H h cn xn
den Ausdruck

wo 5 ^ine Form des Greschlechts ist. Gegenstand der eigentlichen Zahlen-
theorie sind die Gesamtheiten der Vektoren x, deren Normen ganzzahlig
oder bis auf einen konstanten Faktor ganzzahlig sind. Dièse Gesamtheiten

bilden Moduln in bezug auf den Ring 0 der ganzen Zahlen von
k, d. h. 0 -Moduln. Ein solcher Modul soll ein Gitter heiBen, wenn er
vom Rang n ist.

Ein maximales, d. h. nicht mehr erweiterungsfâhiges Gitter von
Vektoren, deren Normen ganzzahlig sind, heiBt ein Kerngitter. Besitzt es eine
Basis ûi,..., an, was z. B. stets der Fall ist, wenn in k die Idealklassen-
zahl gleich 1 ist, so ist die quadratische Form

15
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eine Kernform in derTerminologie von Brandtn). Jedes Gitter ist in einem
Kerngitter enthalten, und das ,,Volumen" der einzelnen Gittermaschen
eines Kerngitters teilt das Volumen der Gittermaschen sàmtlicher in ihm
enthaltener Gitter. (DasMaschenvolumen ist zunàchst durch die gegebene
Metrik nur dann definiert, wenn eine Basis existiert ; allgemein hat man
es als den grôBten gemeinsamen Teiler der Maschenvolumina sàmtlicher
Teilgitter mit Basis zu definieren ; es ist i. a. kein Hauptideal.)

Kerngitter sind auch diejenigen maximalen Gitter, deren Vektoren
ganzzahlige Vielfache eines gegebenen (ganzen oder gebrochenen) Ideals f
als Normen haben ; sie gehôren jedoch i. a. zu einer anderen Metrik, wenn
nâmlich die ursprungliehe Form g und die Form f • 3f nicht zum gleichen
Geschlecht gehôren. In einer Gesamtheit solchermaBen in Beziehung
stehender Gitter gibt es gewisse, die dadurch ausgezeichnet sind, daB ihr
Grundmaschenvolumen der grôBte gemeinsame Teiler der Grundmaschen-
volumina sàmtlicher dieser Gitter ist. Sie heiBen Stammgitter und ihr
Grundmaschenvolumen die StammdisJcriminante. Der Existenzbeweis
fur die Stammgitter zu einem Formengeschlecht wâre zwar noch zu
erbringen, was aber durch ganz elementare Schlusse môglich ist, so daB
ich ihn wohl ùbergehen darf. Besitzt ein Stammgitter eine Basis, was
stets der Fall ist, wenn k die Idealklassenzahl 1 hat, so ist seine
Normenform eine Stammform11).

Der Gedanke, die Kern- und Stammgitter bei der Entwicklung der
Zahlentheorie zu bevorzugen, bedarf keiner besonderen Rechtfertigung
mehr, da Brandt oft genug auf ihn hingewiesen hat.

Wenn die Idealklassenzahl von k grôBer als 1 ist, so gibt es Formen, die
nicht mit einer Kernform oder dem Vielfachen einer Stammform ver-
wandt sind. Jedoch kann man sich in diesem Falle helfen, indem man
Kern- und Stammformen hinsichtlich eines Primideals p betrachtet, d. h.
solche Formen, die bei Erweiterung von k zu dem p-adischen Zahlkôrper
kp Kern- bzw. Stammformen bleiben.

In dieser Arbeit werden hauptsâehlich Gesamtheiten von Stammformen

im rationalen Zahlkôrper von gleicher Variablenzahl, gleicher Dis-
kriminante und von gleichem Sylvesterschen Tràgheitsindex eine Rolle
spielen. Eine solche Gesamtheit soll kurz ein Formensystem heiBen. Die
zu entwickelnde Zahlentheorie verknupft sâmtliche Formen eines solchen

Systems miteinander. Beispiele fur Formensysteme sind die Normen-
formen sàmtlicher Idéale eines quadratischen Zahlkôrpers oder einer
rationalen Quaternionenalgebra ; in diesen Beispielen ist einem Formensystem

jeweils ein hyperkomplexes Zahlensystem umkehrbar eindeutig
zugeordnet.
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3. Das grôbste Einteilungsprinzip verdankt man dem EinfluB der
Àlgebrentheorie, es ist das der Âhnlichkeit von Formen. Zwei Formen
3ri(#i>- • •> xnt) un(i ^(^u- • •> xn2) m ni und n2 Variablen heiBen

âhnlich2), wenn n± n2 mod 2 und wenn

ist ; hinsichtlich 5o2m) vgl- die Bemerkungen zur Formelschreibweise.
Die Gesamtheit àhnlicher Formen bildet einen Formentyp oder Typ
schlechthin. Fiir zwei âhnliche Formen wird 5i '—' S2 geschrieben.

Zwischen den Formentypen làBt sich eine Addition folgendermaBen
erklâren : sind zwei Typen durch je einen Reprâsentanten <S1(xl9..., xni)
und ^2(^1' • • • » xn gegeben, so wird die Summe als der Typ der Form
%1(x1,...,xni) + 52(^+1» • • •> xn1+n2) definiert. Es gilt der folgende
Satz von Witt2):

I. Hauptsatz. Die Âhnlichkeitsbeziehung ist reflexiv, symmetrisch und
transitiv.

Bezuglich der eben erklârtenAddition bilden dieFormentypen eineAbelsche

Gruppe, das Einheitselement ist der Typ der Formen ^m\ m 0, 1,...
Verschwinden die Dislcriminanten zweier Formen gi und g2 gleicher

Variablenzahl nicht, so ist dann und nur dann §i ^ $2 » wenn 5i '—'3^2

ist.
Die Gruppe der Formentypen soll kurz die Wittsche Gruppe heiBen ;

sie ist das Analogon der Brauerschen Algebrenklassengruppe. Witt erklârt
Le. auch eine Multiplikation der Formentypen, die jedoch weniger Be-

deutung zu haben scheint.

§ 2. Die lokalen Invarianten der Formentypen

1. Die Hauptaufgabe des ersten Abschnittes ist die Aufstellung eines

vollstândigen Invariantensystems gegenûber Transformationen (1) mit
beliebigen rationalen Koeffizienten. Es ist praktisch, die Formen hierbei
auf Diagonalgestalt

transformiert anzunehmen und dann kurz mit dem Symbol (ax, a2,... zu
bezeichnen. Dièses sei nicht dem Geschlecht, sondern dem Typ zugeord-
net, d. h. es sei

(a1,Oa,a8,...,Ow) (Ct2^al^asy"yan)
(al9 a2,as,..., an, b, —b)

17
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Formentypen werden auch mit groBen griechischen Buchstaben bezeich-
net, handelt es sich um Typen in einem p-adischen Zahlkôrper, so soll dies
durch den oberen Index p angedeutet werden ; fur die symbolische un-
endliche Primstelle p^, der die gewôhnliche archimedische Bewertung des

rationalen Zahlkôrpers entspricht, gebrauche ich kurz oo als oberen Index.
Eine Verwechslung mit Potenzen ist nicht môglich, da solche nicht vor-
kommen. Wenn ein rationaler Formentyp X bei Erweiterung des rationalen

Zahlkôrpers k zu kv mit einem ^?-adischen Formentyp Sp zusam-
menfâllt, wird kurz

X ~ Sp mod p

geschrieben. Ist X ein rationaler Formentyp, so bedeute Xp stets den
2?-adischen Typ, mit dem X bei Erweiterung von k zu kp zusammenfàllt.

Die Vorgehensweise ist nun die, zuerst die Invarianten der Formentypen

fur aile Primstellen anzugeben. Aus diesen werden dann vollstan-
dige Invariantensysteme fur die Geschlechter aufgebaut werden. Dabei
wird der Schwerpunkt der Untersuchungen bei den Formen und Typen
gerader Variablenzahl liegen ; man kann ja jedem Typ X ungerader
Variablenzahl den Typ X + (1) gerader Variablenzahl zuordnen, dièse

Zuordnung ist nicht nur eindeutig, sondern nach dem I. Hauptsatz auch

eindeutig umkehrbar.

2. Fur die unendliche Primstelle p^, fur welche kp^ der Kôrper aller
reellen Zahlen ist, besitzt ein Typ X als einzige Invariante die Signatur a,
d. h. die Differenz der Anzahlen der positiven und negativen Zahlen av in
der Darstellung X ~ (ax,...). Bezeichnet F den Typ

r=(l, 1) (2)

so gilt also stets fur einen Typ X gerader Variablenzahl

X ~ ^- r mod ^co (3)

Die Wittsche Gruppe der ^-adischen Formentypen fur p p^ ist die
unendliche zyklische Gruppe.

3. Es sei nun p eine ungerade Primzahl. Man kann jeden Typ durch
eine solche Kernform reprâsentieren, welche die Zahl 0 nicht eigentlich
darstellt13), den Typ ausgenommen, welcher dem Einheitselement der
Wittschen Gruppe entspricht. Eine elementare Diskussion liefert folgende
8 Typen gerader Variablenzahl, wobei v einen quadratischen Nichtrest
mod p bedeutet :

18) s. 2), Satz 5 und u), Nr. 9.
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&" W > — >¦)

Hp (1 - y)

Z1» (1 - v p —vp),
0P (p - yp)

/P» (1 - p)

Pp (v -P),
M.P (v — vp)

(4)

Die Wittsche Gruppe wird durch die nachstehende symmetrisch zu er-
gânzende Gruppentafel beschrieben :

Ep h
Hp E

Qp

%

N"p

Hé jL3

Hp E
Tp
0p

pp
Mp
Np

fp tp
P QP

Ep

fp

P QP

Ep

QP

Tp

Ep

QP

Tp
Hp

• jjp
; pp

: N*

:

EP

jjp
pp

Np

jjp

fp

pv
IIp

Qp

Mp
Np

fp

Jip
&P

M,
Np
T~fp

~PP

Tp

Np
Mp
Pp

Tp

Ep

Mp
Pp

QP

Tp

fur p 1 mod 4. (5)

furp 3mod4. (6)

Es handelt sich um Abelsche Gruppen mit den Invarianten 2, 2, 2

(fur p 1 mod 4) bzw. 2, 4 (fiir p 3 mod 4). Erzeugendensysteme
sind Hp, Tp, Hp bzw. H*>, IP>.

4. Bei der Aufstellung der ^-adischen Invarianten fur p 2 bleibt
man am besten bei der Angabe der Formen in Diagonalengestalt, auch

wenn es sich dabei i. a. nicht mehr um Kernformen handelt. Die Typen
gerader Variablenzahl sind

J57* =(1, -1) (3, -3) (5, -5) (7, -7) (2, -2)
(3.2, -3.2) (5.2, -5.2) (7.2, -7.2)

El =(1, -5) (5, -1) (3, -7) (7, -3)
H* (1, -7) (5, -3) (2, -7.2) (5.2, -3.2)

(7)
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n
02

01
n2
JJ2

P2

Pi
M2

(1, -3) (5, -7) (3.2, -2) (7.2, -5.2)
(1, 1, 1, 1) (2, 2, 2, 2)=- -.= (7, 7, 7, 7)

(1, 1, 2, 2) (1, 1, 5, 5) usw.,

(3.2, -7.2) (7.2, -3.2) (2, -5.2)
(5.2, -2) (1, 5, 5, 5) (1, 1, 1, 5) usw.

(3, -5) (7, -1) (3.2, -5.2) (7.2, -2)
(3, -1) (7, -5) (2, -3.2) (5.2, -7.2)
(1, -2) (-l, 2)

(5, -2) (-5, 2)

(1, -7.2) (-5, 3.2)
(5, -7.2) (-1, 3.2)
(5, -5.2) (-5, 5.2)
(1, -5.2) (-1, 5.2)
(5, -3.2) (-1, 7.2)
(1, -3.2) =(-5, 7.2)

Die Gruppentafel ist

E2 El H2 h
7tt2 17»2 172 r.Mi j|e JJJ ±1 % i3

772 T2 1

Hl 1

T2

Tl
02

01

772

ni
P2 •

PI
M2

Ml
N2

NI

fl T2

l2 Tl
'* 02
72 01

E2

rji 2

T2

01
02

El
E2

02

01
E2

El
H2

Hl

01
02

El
E2

Hl
H2
rp21 *
T2

n2

ni
p2

PI
M2

Ml
N2

: ni
E2

ni
ip
Pi
p2

Ml
M2

NI
N2

El
E2

P2

Pi
M2

Ml
N2

NI
772

77|

H2

Hl
T2

Pi
P2

Ml
M2

N\
N2

ni
n2

hi
H2

Tl
rpz

M2

Ml
N2

NI
772

ni
P2

Pi

T2

Tl
02

01
E2

Ml
M2

NI
N2

ni
n2
P2

P2

n
T2

01
02

El
E2

N2

NI
m
ta*
P2

Pi
M2

Ml

02

01
E2

El
H2

Hl
T2

NI
N2

ni
n2

Pi
p2

Ml
M2

01
02

El
E2

Hl
H2

Tl
r£2

(7)

(8)
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Die Tabelle ist symmetrisch zu ergânzen. Es handelt sich also um eine
Abelsche Gruppe mit den Invarianten 2,4,2; ein Erzeugendensystem
ist El, H\ m.

5. Die Typen ungerader Variablenzahl in lcp werden in der Form
Xp + (1) dargestellt, wo Xp sâmtliche Typen gerader Variablenzahl
durchlâuft. Ihre Anzahl ist also genau so groB. Jeder dieser Typen làBt
sich wiederum durch eine die Null nicht eigentlich darstellende Form
repràsentieren13) ; dièse hat jetzt die Variablenzahl 1 oder 3.

Zugleich mit der Aufstellung sâmtlicher ^-adischen Formentypen bzw.
ihrer unâren, binaren, ternâren oder quaternàren Reprâsentanten sind
deren arithmetische Grundeigenschaften in kp zu diskutieren. Es ergibt
sich dabei zunâchst durch eine elementare Einzelbetrachtung der môg-
lichen Fàlle fur die Formen, welche die Null nicht eigentlich darstellen,
der

Hïlfssatz 1. Eine Form ^ in kv in n Variablen ist mit genau einer
Kernform %1 verwandt. Dabei ist D^) durch eine Primzahl p>2
hôchstens zweimal teilbar. Fur n 1 mod 2 gilt dasselbe auch fur
p 2, fur n 0 mod 2 dagegen ist -D(5i) durch 2 entweder keinmal,
zweimal oder dreimal teilbar.

Dieser Hilfssatz lâBt sich leicht auf sâmtliche ûbrigen Formen uber-
tragen. Dièse sind verwandt mit je einer Form

5 &2m) + Si (9)

wo die Summe im Sinne der Wittschen Gruppe, also nicht als Matrizen-
summe zu verstehen ist, und gi eine die Null nicht eigentlich darstellende
Kernform ist. Hierbei gilt

(10)

Man braucht nun nur zu beweisen, daB dièse Formen (9) auch Kern-
formen sind, wenn 3i Kernform ist. Wâre 5 nicht Kernform, so wâre $f

in einer Kernform ^; eigentlich enthalten, es wâre also D($f) mindestens
zweimal weniger durch p teilbar als D(3f). D. h. nach Hilfssatz 1 fur Ci
daB D(50 zu p prim ist oder aber, falls p 2, n 0 mod 2 und
D(5) Omod 8 war, genau einmal durch 2 teilbar. Das letztere kann
bekanntlich nicht zutreffen. Wenn nun aber Dffi) zu p teilerfremd ist,
so miiBte g'mit einer Form g^2m) + (5i verwandt sein, wo D(3fi) auch
zu p prim ist. Dabei ist aber andererseits %[ & g1? was einen Wider-
spruch darstellt. Der Hilfssatz 1 ist damit in vollem Umfange bewiesen.
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Ist eine ganzzahlige Form § im Kôrper k der rationalen Zahlen gegeben,
so kann man fur die einzelnen Primteiler p von .D(3f) nacheinander JJ

enthaltende ganzzahlige Formen aufsuchen, die beziiglich p Kernformen
sind. Das Verfahren bricht bei einer Kernform ab. Dièse braucht nun aber
nicht mehr durch g eindeutig festgelegt zu sein, doch ist ihre Diskri-
minante, die Kerndiskriminante, auch jetzt noch eindeutig bestimmt,
und fur ihre Teilbarkeit durch Primzahlen gilt der Hîlfssatz 1.

Auf Grund der bewiesenen Invarianz der Kerndiskriminante bei Ûber-

gang zu âhnlichen Formen fûhre ich die folgende Définition ein : Eine
Form 3 oder ein Formentyp X im rationalen Zahlkôrper sei an der Stelle p
(rationale Primzahl) verzweigt, wenn p die Kerndiskriminante teilt ; p sei

eine Verzweigungsstelle erster oder zweiter Art, je nachdem p in der
Kerndiskriminante in ungerader oder gerader Vielfachheit aufgeht. Es ist also p
eine Verzweigungsstelle 1. Art fur die Typen ITP, Pp, Mp, Np, eine

Verzweigungsstelle 2. Art fur die Typen Tp, 0p und keine Verzweigungsstelle
fIir die Typen Ep, Hp ; im Falle p 2 sind die mit einem Stern ver-
sehenen zugleich mit denen gleichen Buchstabens und ohne Stern mit-
zuzâhlen, nur H2, H* gehôren jetzt in die 2. Gruppe.

Eine Erklârung darûber, wann die unendliche Primstelle p^
Verzweigungsstelle ist und von welcher Art, kônnte der Vollstândigkeit halber
hinzugefugt werden. Eine Bedeutung hat eine solche Erklârung nicht, und
ich unterlasse sie daher.

§ 3. Das erste Tollstândige Invariantensystem

1. Hilfssatz 2. Ist p>2 eine Primzahl oder p p^ die unendliche
Primstelle, so gibt es im rationalen Zahlkôrper einen Formentyp Qp,
welcher folgende Eigenschaften besitzt und durch sie eindeutig gekenn-
zeichnet ist :

(11)
(12)
(13)

dabei durchlaufe q aile von 2 und p verschiedenen Primstellen des

rationalen Zahlkôrpers einschlieBlich der unendlichen (jP°° 2F).
Beweis. Fur p p^ ist QPoo (1, 1, 1, 1) 2F, fur eine Primzahl

p der Form 4& + 3 jst Qp (1? l, — p} — p) dieser Formentyp,
wie man unmittelbar einsieht.

Es sei nun p 1 mod 4. Es werde vollstândige Induktion angesetzt
und der Hilfssatz fur aile kleineren Primzahlen als p bereits als richtig
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angenommen. Es sei r der kleinste positive quadratische Nichtrest mod p ;

offenbar ist r eine Primzahl. Ist r 2, so ist Qp — (1, — 2
9 p, — 2p)

der verlangte Typ. Ist r>2, so gibt es nach der Voraussetzung ein Qr,
und es ist

(1, — r, p, —rp) fur r 3 mod 4

(1, — r, 2>> — rj>) + £?r fur r 1 mod 4

Das Erfùlltsein von (11) bis (13) lâBt sich in jedem Falle durch Benutzung
von (5), (6), (8) und des quadratischen Reziprozitâtsgesetzes leicht veri-
fizieren.

Hilfssatz 314). Eine Form g in n > 4 Variablen stellt die Null im ratio-
nalen Zahlkôrper dann und nur dann eigentlich dar, wenn sie indefinit ist.

2. Es bezeichne E das Einheitselement der Wittschen Gruppe im
rationalen Zahlkôrper 1c, nâmlich den Typ, dem die Formen 3fo2w) ange-
hôren. Ferner sei fur eine Primzahl

0,= (1, -p) (14)

Durch die Formentypen F (Gl. (2)), Qv (Hilfssatz 2) und <PV wird die voile
Wittsche Gruppe der Formentypen gerader Variablenzahl in k erzeugt.
Es gilt nâmlich der

Satz 1. Es sei X ein Formentyp gerader Variablenzahl der Signatur a.
Dann ist

X U0Pi + ZQVi + 1(0V3 + QH) + |- r (15)

wobei der letzte Term als - -malige Addition von F aufzufassen ist. Hier

durchlâuft px sâmtliche ungeraden Verzweigungsstellen 1. Art, fur welche

X ~ np*, PPl mod p± (16)

ist, sowie px 2, falls 2 eine Verzweigungsstelle 1. Art ist ; p2 durchlâuft

sâmtliche ungeraden Verzweigungsstellen 2. Art :

X ~ T**, 0V* mod p2 ; (17)

p3 durchlâuft sâmtliche ungeraden Verzweigungsstellen 1. Art, fur die

X ~ M**, N** mod pz (18)
ist.

14) s. die erste der unter 1) zitierten Arbeiten.
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Beweis. Die Differenz beider Seiten von (15) werde mit S bezeichnet.
Es ist S E zu zeigen. Nach (5), (6), (11), (12), (14) hat 3 keine un-
geraden Verzweigungsstellen mehr. Nach (8), (13), (14) ist p 2 ent-
weder keine Verzweigungsstelle oder eine Verzweigungsstelle 2. Art. Die
Signatur von S ist NulL Die Kerndiskriminante von 3 ist demnach 1

oder 4.
Ist 3 7^ E, so werde in 3 eine Form / von môglichst kleiner Variablenzahl

gesucht, es ist eine Form, welche die Null nicht eigentlich darstellt13).
Ihre Variablenzahl ist nach Hilfssatz 3 also 4 oder 2. Es beschrânkt die
AUgemeinheit nicht, wenn man / als Kernform annimmt.

Ist die Variablenzahl 4, so ist / Normenform einer Idealklasse einer
rationalen Quaternionenalgebra, da die Diskriminante ein Quadrat ist.
Es kommen dabei wegen des Wertes der Diskriminante nur die Matrix -

algebra und die Hamiltonsche in Frage. Die erste scheidet aus, da dann /
die Null eigentlich darstellen wurde, die zweite, da / nicht définit ist. —

Ist die Variablenzahl 2, so stellt / die Null ebenfails eigentlich dar, da die
Diskriminante ein Quadrat ist. Mithin muB S E sein, und der Satz 1

ist bewiesen.

3. Der Satz 1 lehrt unter anderem, dafl zwischen den lokalen In-
varianten Xp eines rationalen Formentyps X gewisse Bindungen be-
stehen mussen. Um dièse Bindungen aufzustellen, werden homomorphe
Abbildungen der Wittschen Gruppen in k und kv auf Untergruppen der
Wittschen Gruppen in kq vorgenommen. Sie werden durch das Symbol
[Xp]q beschrieben, zu einem Formentyp X wird demnach zuerst die

^-adische Invariante Xq gebildet, und dieser wird dann das Bild [Xp]q
zugeordnet, welches ein g-adischer Formentyp ist. Ich werde dièse

Abbildungen fur Typen gerader Variablenzahl angeben und vervollstàndige
sie durch die Festsetzung

[(X + (l))p]q [Xp]q + (l)q (19)

fur die Typen ungerader Variablenzahl.

Es sei

Eq fur
\ 3 /

(q > 2) (20)
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E2 fur g 0 mod 8

<92 fur or 2 mod 8

T2 fur cr 4 mod 8

H2 fur a 6 mod 8

E* fur U£\ 1, X beliebig,

fur

fur i^\ -1,1 ~£P», P*, Jf», N* mod

(21)

(22)

hierbei werden im Falle p 2 die Typen E% H% bzw. 77|, P%

mit zuE2,H2,... bzw. 772, P2,... gerechnet ;

E*> fur X
H* fur X

mod p
mod p ;

(23)

das Sjmibol [X»]2 fur p > 2 wird am bequemsten durch nachstehende
Tabelle erklârt :

E», H» &*> M?, mod p

[X2]2

E2 E2 T2 T2

E2 El T2 Tl
E2 &2 T2 H2

E2 91 T2 Hl

X2 fur X ~ E2, El, H2, H

x2+n* îurx~n2, m, P2, p

ftir p 1 mod 8

fur p 5 mod 8

ftir p ~7 mod 8

ftir p 3 mod 8

(24)

T2, T%,02, <9* mod 2

M2, M2,N2, Ni mod 2

(25)

wobei X2 der durch X ~ X2 mod 2 erklârte 2-adische Typ ist.
Man ûberzeuge sich zunâchst davon, daB hierbei stets

(26)

gilt. Fur Typen gerader Variablenzahl gelten ferner die folgenden Summen-
rélationen :

Z[Xp]« E« (g 2,3,5,...) (27)
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die Summen sind ûber sâmtliche Primstellen p einschlieBlich der unend-
lichen zu erstrecken ; sie haben einen Sinn, da nur endlich viele der
Summanden von E* verschieden sind. Man braucht nach (15) dièse Rela-
tionen nur fur die speziellen Typen F, Qp, &p zu beweisen, was eine Reihe
elementarer Einzeldiskussionen erfordert. Weitere Relationen als (27) be-
stehen zwischen den lokalen Invarianten Xp eines rationalen Formen-
typs X nicht mehr, wie aus dem folgenden Satz hervorgeht. Eine kurze
Bemerkung werde diesem Satz noch vorausgeschickt :

Offenbar liegt mit den p-adischen Invarianten Xp eines rationalen
Typs X gerader Variablenzahl aueh seine Kerndiskriminante A (X) fest,
und zwar ist sie

A(X) (— l)2 IIp*» (28)
p

das Produkt ist ûber sâmtliche Verzweigungsstellen p von X zu erstrecken,
wobei qp die Art der Verzweigungsstelle ist und im Falle p 2, Q2= I
durch q2 3 zu ersetzen ist. Mit anderen Worten ist fur p > 2 : qp 0,
fur Xp E?, Hp, qp 2 fur X* Tp, G* und qv 1 fur Xp
IIP, Pp, Mp, Np ; fur p 2 ist q2 0 fur X2 E2, El, q2 2 fur X2

H2, Hl, T2, T%, 02, 0% und q2 3 in den ubrigen Fâllen. Die
Summenrelationen (27) fur ein q>2 lassen sich jetzt auch so aus-
drûcken :

(AW£l) li=A\ (*») (29)
2

sie geben also lediglich eine elementare Eigenschaft des Legendre-
symbols wieder.

4. II. Hauptsatz. Die Variablenzahl und der p-adische Typ Xp fur
jede Stelle p bilden ein vollstandiges System von Geschlechtsinvarianten15).

Zwischen den Invarianten bestehen bei gerader Variablenzahl die
Summenrelationen (27), bei ungerader Variablenzahl

Z ([X*]* + (1)) JE* (270
p

Die aus X00 berechenbare Signatur a ist ~ n mod 2. Es ist n ^ | a \ sowie

îi^3,4, falls unter den Xp ein ternàrer oder quaternarer Typ vorkommt.
Nur fur endlich viele p ist Xp ^ E*9 Hp

15) Àquivalent mit diesem Invariantensystem ist auch das folgende: nf [XP]q fur p,
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Zu jedem System p-adischer Invarianten und einer Zàhl n > 0 gibt es ein
Geschlecht quadratischer Formen, wenn die angegébenen Bedingungen erfûllt
sind.

Beweis. Der II. Hauptsatz enthâlt gleichzeitig einen Satz ûber die

Invariantensysteme von Typen. Dieser auf die Variablenzahl n nur inso-
fern Bezug nehmende Teil, als die Fâlle n 0 mod 2 und n 1 mod 2

unterschieden werden, leitet sich im Falle n 1 mod 2 aus dem Fall
n 0 mod 2 in selbstverstàndlicher Weise her. Man hat also nur noch

n 0 mod 2 ins Auge zu fassen.
Zunàchst wird nun der Nachweis gefuhrt, daB es zu einem die Summen-

relationen (27) erfullenden System von Invarianten Xp gerader Variablenzahl

einen rationalen Formentyp X gerader Variablenzahl mit gerade
diesen Invarianten gibt. Dazu bilde ich die Summe (15), wobei die Sum-
manden entsprechend der Erklàrung in Satz 1 zu nehmen sind, und be-

haupte, der so entstehende rationale Formentyp hat die gegebenen
Invarianten Xp. Ersichtlich hat die Signatur den vorgeschriebenen Wert, es

ist also

X '—' X °° mod p^

Es sei p eine ungerade Primzahl, dann kann nach dem Bildungsgesetz der
Summe (17) schon entschieden werden, welchem der folgenden Paare von
Formentypen : JE*, H* ; T?, 0? ; W, P* ; M?> N* X in kp angehôrt. Die

genaue Festlegung von X innerhalb jedes dieser Paare ist durch das

Legendresymbol (29) môglich, welches nach der Bemerkung in Ni*. 3 zu-
gleich mit den Xp zur Verfugung steht. Der Typ von X in kp ist somit
durch das Bildungsgesetz der Summe (15) aus den Xp in eindeutiger Weise

berechenbar, und folglich
X ~ Xp mod p

DaB auch der 2-adische Typ von X bei der Summendarstellung (15) in
richtiger Weise festgelegt wird, folgt aus der Tatsache, daB der Wert von
[X2]2 nach (27) fur q 2 berechnet werden kann, und daB damit wegen
(25) die Invariante X2 zunàchst zweideutig festliegt ; sie wird schlieBlich
durch [X2]2 und die Kerndiskriminante eindeutig fixiert, und dann
kann nur

X~ Z2mod2
sein.

Jetzt muB man zeigen, daB ein gegebener Formentyp X eine Form g
beliebig gegebener Variablenzahl enthâlt, wenn nicht die genannten Aus-
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nahmen vorliegen. Dieser Nachweis macht keine Schwierigkeit : man gehe
von einer Form 5 in X von grôBerer Variablenzahl als n aus. Wenn g die
Zahl Null eigentlich. darstellt, kann man die Variablenzahl um 2 erniedri-
gen13) ; dièse SchluBweise ist genûgend oft zu wiederholen.

Endlich mûBte man umgekehrt beweisen, daB Formen mit gleichem
Invariantensystem verwandt sind ; dièse Tatsache ist von selber klar.

§ 4. Das zweite vollstândige Invariantensystem

1. Das in § 3 aufgestellte Invariantensystem der Geschlechter ist fur
die Anwendung in der Zahlentheorie noch zu unhandlich ; ich leite aus
ihm daher ein zweites her, welches einen bequemeren AnschluB der eigent-
lichen zahlentheoretischen Untersuchungen gestattet. Es unterseheidet
sich ûbrigens einerseits von dem System der Invarianten, auf das in der
âlteren Théorie der Geschlechtsbegriff gestutzt wurde, nicht wesentlich ;

andererseits ist es aber doch viel einfaeher, da der hier zugrunde gelegte
Geschlechtsbegriff nicht an den alten Ordnungsbegriff geknupft ist und
somit eine ganze Anzahl von Invarianten wegfallen.

Zunachst beschrânke ich mich auf gerade Variablenzahl. Dièse, die
Signatur a, die Kerndiskriminante A(X) und das System der Charaktere

1 fur
-1 fur

1 fur

-1 fur

• Ep, H*, TP, Np mod p
ÎT*, 0^, Pp M^ mod p

E*,E19H*9HI,1I*9NI, \ M* mod 2

T\ T%, 02, &l,IIl,N*, P%, M2 mod 2

(30)

sind Invarianten. Aus ihnen lassen sich die Xp in eindeutiger Weise ge-
winnen, wie nun zu zeigen ist.

Mit A (X), das in der Form (28) gegeben sei, sind auch die Symbole

gegeben.

28

fur p 2
y

A (X) 2~~e2 i mod 4

fur p 2, J (Z)2-«« — 1 mod 4

(31)



Man bekommt nun Xp aus folgender Tabelle :

p > 2

0

1

bzw.
3

2

1

— 1

1

— 1

1

— 1

X9(X) l\Xp{X)=-l
Xp

Ep

Hp

jjp

Np

M»

Pp

rpp

©P

p 2

2 \ 1

\ A (X) 2"*

*•(*)

/ 2 \~ 1

\ A (X) 2~" f
Zl(Z) -l|Zl(Z) l *,<*) =-1

l?2

i72

P2

#2

If2

iV2

J-2

02

El

Ml

NI

Hl

ni
PI

n
&i

Aus den Liicken in der Tabelle erkennt man, daB A (X) und die
nicht vôllig beliebig vorgegeben werden kônnen, es bestehen vielmehr ge-
wisse Bindungen. AuBer den angegebenen gilt noch die wichtige Produkt-
relation

(33)

zu erstrecken ùber sâmtliche Primzahlen p ^ 2, wo jedoch nur fur end-
lieh viele p, nâmlich hôchstens die Teiler von A (X) von 1 verschiedene
Faktoren stehen.

Dièse Formel làBt sich fur die Typen F, QP, &p leicht verifizieren. All-
gemein beweist man (33) durch Bezugnahme auf (15) ; es ist zu zeigen :

gilt (33) fur Xl9 so auch fur X Xx + X2, wenn X2 einer der Typen
r, Qv, 0p ist (p>2). Die linke Seite von (33) werde dazu mit P(X) be-
zeichnet.

Es sei X2 F. Jetzt àndern sich bei Addition von X2 hôchstens die
Faktoren %V(X), wo p=^l mod 4 ist, da nur dann X2 **\~> E* mod p
ist. Sâmtliche x*(X) m^ V 3 mo(l ^ g^hen in die entgegengesetzten
Werte liber, wenn p genau einmal in der Kerndiskriminante von Xx auf-
geht, sonst bleibt %V{X) ungeàndert. %2{X) ândert sich, wenn X1~Jff2j

29



Hl, 6\ 01, P2, PI, #2, iV* mod 2, also wenn zl (Xx) 2~e* 3 mod 4

ist, in den iibrigen Fâllen, also fur A (XJ 2~Q* 1 mod 4 bleibt %2{X)
ungeândert. Da

A(X1)2-Q*=(—1)2 IIp mod 4

ist, wo p die ungeraden Verzweigungsstellen 1. Art durchlâuft, gilt nun-
mehr

in Ûbereinstimmung mit (33).
Es sei X2 Qv. Jetzt gilt

z,(Zx + X2) ^(XJ.^tZa) fur X%~E*> T* modp (34)

Da (33) fur X± und X2 gilt, und da Xi und X die gleiche Signatur a, X2
dagegen die Signatur 0 haben, gilt (33) auch fur X.

Es sei X2 &p, p 1 mod 4. Ist g eine ungerade in der Kern-
diskriminante AiXJ von Xx aufgehende Primzahl, so ândert %Q{X)
dann und nur dann das Vorzeichen, wenn q Verzweigungsstelle 1. Art ist

und (—I -—1 %i{X) ândert sich, wenn 2 eine Verzweigungsstelle

1. Art ist und p 5 mod 8 ist, sonst nicht. Also erhàlt P(X) zunâchst
einmal den Faktor

Es kommt aber noch der weitere Charakter %p (X) hinzu, wenn

war, er hat dann den Wert I —-—— | Mithin ist
\ P /

P(X) p{Xl)(A&L) (*L\ n U)
das ist nach dem Reziprozitâtsgesetz

P(X) P&J
Da die Signatur sich nicht ândert, bleibt (33) mithin bei Addition dièses

X2 bestehen.
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SchlieBlich sei X2 0P, p 3 mod 4. Ist q wieder eine Verzwei-

gungsstelle 1. Art von X1 undl—I — 1, so àndert sich %q{X), und

nur daim. %z{X) ândert sich in der gleichen Art wie bei Addition von F,

— I hinzu. Wieder tritt gege-

benenfalls %V{X) als neuer Charakter auf, er hat den Wert I—-—— J

Es ist mithin

P

Nach déni Reziprozitâtsgesetz ist also wieder

P(X)

n (4.=

womit (33) allgemein bewiesen ist.
Weitere Bindungen zwischen den Invarianten gibt es nicht. Hierzu ist

zu zeigen, daB es zu jedem System von GrôBen a, A (X), %v (X) welches
mit ihnen vertrâglich ist, einen Formentyp X gibt. Um dies zu beweisen,
berechne man die 2>-adischen Invarianten Xp aus der Tabelle (32) und
setze X in Form der Summe (15) an, wobei die Summanden entsprechend
Satz 1 zu nehmen sind. Signatur und Kerndiskriminante des so kon-
struierten rationalen Typs haben dann offenbar schon die vorgeschriebe-
nen Werte. Es ist nur nachzuweisen, daB dasselbe auch fur die Charaktere
zutrifït.

Es sei zunâchst q eine ungerade Primzahl. Die Summenrelation (27) fur
q ist, wie in § 3, Nr. 3, erkannt wurde, mit (29) identiseh und kann daher
als stets erfullt angenommen werden, wenn A (X) die Form (28) hat. Die
Bildung von X als Summe (15) legt den g-adischen Typ von X bereits auf
eins der Typenpaare : E*, H* ; 2\ <9« ; 77«, P« ; M«, JV« fest. Die Werte
von a und A (X) erlauben nach (20) und (22) die Berechnung von [X°°]Q
und [Jlp]2 ; jetzt kann man nach der bereits als giiltig nachgewiesenen
Gleichung (27) fur q das Symbol [XQ]q berechnen, und schlieBlich nach
(23) den g-adischen Typ von X innerhalb der genannten Paare eindeutig
fixieren. Dies ailes geschieht in vôlliger Ûbereinstimmung mit den aus
(32) entnommenen Werten fur die lokalen Invarianten, es hat also Xq
und damit Xq(X) den vorgeschriebenen Wert fur jede ungerade Primzahl

q. Der Charakter #2(^0 muB dann wegen der Produktrelation (33)
ebenfalls den vorgeschriebenen Wert haben. Damit ist, zunâchst fur
gerade Variablenzahl, das Folgende gezeigt :
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III. Hauptsatz. Variablenzahl n, Signatur <r, Kerndiskriminante A(X)
und das System der Charaktere %V{X) hilden ein vollstândiges System von
Invarianten gegenûber rationaler Transformation. Die Invarianten unter-
liegen folgenden Bedingungen.

1) Die im II. Hauptsatz genannten Bedingungen fur n.

2) A(X) ist beigerademn ein Produkt (28), wobei qp^2 fur p>2 und
£2 0, 2 oder 3 ist. Bei ungeradem n ist A (X) ein Produkt

(7-1
A (X) (— 1)~2

" II pQv (35)
mit qp^2 fur p 2^ 2.

3) Wird ôp{X) aus A(X) gemàji (31) berechnet, so sind nur solche

Invariantenkombinationen môglich, fur welche die Tabelle (32) keine Leer-
stelle hat.

4. Es gilt die Produktrelation (33) bzw. (36).

Fur Typen X ungerader Variablenzahl definiere man

was mit (34) im Einklang steht. Die an dritter und vierter Stelle
genannten Bedingungen fur die Invarianten ubertragen sich damit auch
auf ungerade Variablenzahl, die Produktrelation wird

(-1) 8
• (36)

Die Gestalt (35) der Kerndiskriminante ergibt sich aus Hilfssatz 1. Der
Existenznachweis wird fur X — (1) an Stelle von X gefuhrt.

2. Die Primteiler der Kerndiskriminante werden eingeteilt in Kern-
diskriminantenprimteiler erster und zweiter Art. Dièse Einteilung môge fur
ungerade Primzahlen mit der Einteilung in Verzweigungsstellen 1. und
2. Art ubereinstimmen, die Primzahl 2 dagegen sei ein Kerndiskriminan-
tenprimteiler 1. Art stets dann, wenn A (X) gerade ist, ausgenommen in
den Fâllen, wo X bzw. X — (1) ~ T2 oder T% mod 2 ist, dann heiBe 2

ein Kerndislmminantenprimteiler 2. Art. Dièse Einteilung hangt mit den
Lûcken in der Tabelle (32) zusammen ; sie ist so gewàhlt worden, daB fur
die Kerndiskriminantenprimteiler p erster Art die Charaktere xv{X) be-

liebig vorgesehrieben werden kônnen, wâhrend sie fur aile ubrigen
Primzahlen bereits durch A (X) festgelegt sind. Damit ist gezeigt :
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Satz 2. Es gibt bei a Kerndiskriminantenprimteilern 1. Art entweder
gar kein oder 20*1 Geschlechter mit vorgeschriebener Kerndiskriminante
A(X), Signatur a und Variablenzahl n16).

Satz 3. Ein Formentyp X gerader Variablenzahl gestattet eine Dar-
stellung

X X2 + X, + W (37)

wo X2 eine binâre Form, X4 eine quaternare Form mit quadratischer Dis-
kriminante (also die Normenform einer Idealklasse einer rationalen Qua-
ternionenalgebra) und W eine définite Form der Kerndiskriminante 1,
deren Variablenzahl durch 8 teilbar ist, enthalt. Dabei setzt sich A (X2)
aus den Kerndiskriminantenprimteilern 1. Art zusammen, und es ist fur
dièse

X,{X) fur p+A(XJ
-Xv(X) fur plA(Xt). '

Ein Formentyp ungerader Variablenzahl gestattet die Darstellung

X X, + X2 + W (39)

wo X± eine unare, X2 eine binare und W eine definite Form mit der
Kerndiskriminante 1 enthalt.

Beweis. Die Normaldarstellung (37) bei gerader Variablenzahl erhâlt
man aus (15), wenn man dièse Formel so schreibt :

dabei seien -~,-~ gleich 0 oder i 1 und so gewâhlt, dafi

a _ a 2 g2 ^ Q

gilt. Die Terme in der ersten Klammer geben einen Typ X2 an, welcher
nach dem II Hauptsatz eine binare Form enthalt, die im zweiten einen
Typ Jl4, fur den

P mod p fur pj-A(X^)
^ mod p fur p) A (X4)

16) Wenn A 4 mod 8 ist, gibt es 2a~1 dieser Geschlechter. Dazu kommen noch 2a~"2

Geschlechter solcher Formen, fur die 2 ein Kemdiskriminantenprimteiler 2 Art ist.
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gilt, und der restliche Typ W ist wegen (40)

V=a~ °\~ 2a* r~E*> mod p (p^2) (42)

Die Aussage uber A (X2) ergibt sich nun ohne weiteres, und ebenso (38),
denn nach (34), (41), (42) ist Xp(X2) Xp(X)-Xp(XJ.

Ist die Variablenzahl ungerade, so bilde man die Normaldarstellung (37)
zunâchst ftir den Typ X -f- (1), also

X X2 + X4 - (1) + W

Es sei a eine ganze rationale zu A (X2) teilerfremde Zahl, und zwar ein
quadratischer Nichtrest fur jeden ungeraden Primteiler von A (X4) und
a 1 mod 8, falls A (X4) gerade ist. Dann ist

ein Typ, welcher fur kein p mit Tp âhnlich ist, und dasselbe gilt fur die
beiden weiteren Typen

Xlt y j -yt y/// y// n xr
2 -^2 I -A-2 » ^2 ^2 — ^^4 •

Sind a2, aé die Signaturen von X2, JT4, so haben X2, X2 die Signaturen
erg a2 + a4 — 1 — sign (a), af a2 — cr4 — 1 — sign (a). Durch pas-
sende Wahl des Vorzeichens von a kann erreicht werden, dafi | (/2 \ ^ 2

oder | af | ^ 2 ist. Dann enthâlt X2 oder X^ nach dem II. Hauptsatz
eine binâre Form. Es ist also eine der Darstellungen

X (a) + Xtf2 + W= (a) + Xf2f + (V + 2X4)

von der behaupteten Art, da 2X4 und also auch W + 2X4 die Kern-
diskrinante 1 hat. Der Satz 3 ist damit in vollem Umfange bewiesen.

§ 5. Stammformen

1. Da von jetzt ab die Stammformen im Mittelpunkt der Unter-
suehungen stehen sollen, stelle ich hier ihre Grundeigenschaften kurz zu-
sammen ; dièse fallen bei gerader und ungerader Variablenzahl recht ver-
schieden aus.

Eine Form ist offenbar dann und nur dann Stammform, wenn sie es

hinsichtlich jeder Primzahl ist.
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Eine Stammform S ist zugleich auch Kernform. Schreibt man sie in der
Gestalt (9), wo Si eine Kernform von môglichst kleiner Variablenzahl ist,
so wird sich zeigen (zunâchst fur gerade Variablenzahl) : S ist dann und
nur dann Stammform, wenn Si es ist.

Ist Si nicht Stammform, sondern verwandt mit t^[, wo Si Stammform

ist, so kann man durch Anwendung der Substitution

xv t xv (v m + 1, m -f 2,..., 2m)

auf die ersten 2m Variablen und Abspaltung des Teilers t sehen, daB S
m^ So2m) H~ Si verwandt ist. Wenn also S Stammform ist, so ist es
auch Si-

Die Variablenzahl sei nun gerade. Dann ândert sich die Diskriminante
bei rationaler Transformation und Abspaltung von gemeinsamen Koeffi-
ziententeilern um quadratische Faktoren. Ist jetzt i)(Si) durch p>2
nur einmal teilbar, so ist es auch D(S)> also S ist Stammform. Das
gleiche gilt fur p 2, wenn D(Si) durch 8 teilbar ist, denn wâre S
nicht Stammform, so gâbe es eine Form, deren Diskriminante nur einmal
durch 2 teilbar ist, aber eine solche kann es offenbar bei gerader Variablenzahl

nicht geben.
Es sei Z>(Si) und damit D(S) zweimal durch p teilbar, und S se*

nicht Stammform, jedoch Kernform ; Si dagegen sei Stammform. Dann
ist also S mit dem p-fachen einer Form S7 mit (D(^f), p) 1 verwandt.
Dièse ist dann vom Typ Ep oder Hp (p>2) bzw. El (p 2). Im ersteren
Falle ist dann pS'^ S' un(i andererseits nach der Voraussetzung
V& ^ S> also S ^ *5'> was aber der Annahme widerspricht, daB S
Kernform sein sollte. Im letzteren Falle wâre S ^pS' und Si vom
Typ &p (p > 2) bzw. T\ (p 2), und auch jetzt ist Si nicht Stammform.

Aus dieser SchluBweise geht gleichzeitig hervor, daB &p (p>2) bzw.

Tl (p 2) die einzigen p-adisehen Typen gerader Variablenzahl sind,
welche keine ^-adischen Stammformen enthalten.

Satz 4. Eine Kernform gerader Variablenzahl ist dann und nur dann
Stammform, wenn sie fur jeden Primteiler p ihrer Diskriminante in kv
nicht dem Typ 0P (p>2) bzw. T| (p 2) angehôrt.

2. Bei ungerader Variablenzahl herrschen andere Verhâltnisse.
Zunâchst kann jedoch S wieder in der Gestalt (9) geschrieben werden, wo Si
eine unâre oder ternâre Form ist. Dièse kann man rational in folgende
Gestalt transformieren :
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Ol\X2m+l> X2m+2> X2m+z) —

falls 5j nicht unâr war ; aber auch diesen Fall kann man mit erfassen,
wenn man jetzt © x2m+1 • x2m+2 nimmt (der triviale Fall, dafi g die
Variablenzahl 1 hat, bleibt allerdings ausgeschlossen).

Bei dieser Darstellung (44) kann man im Falle p > 2 erreichen, dafi ®
den Koeffiziententeiler p hat, wenn -D(3i) dureh p2 teilbar ist, und da8
a durch p teilbar ist, wenn p nur einmal in D(3fi) aufgeht. Jetzt kann
man durch Anwendung der Substitution (43) mit t p, ergânzt durch
#2m+3 P #2m+3> un(l Abspaltung des Teilers p den ersteren Fall in letz-
teren ûberfuhren. Liegt der letztere Fall vor, und ist D (©) quadratischer
Rest mod p, so kann man wegen

nochmals eine Substitution der Déterminante pm+x auf xx,..., x2m+2 an-
wenden und den Teiler p abspalten, so dafi eine ganzzahlige Form ent-
steht, deren Diskriminante nicht mehr durch p teilbar ist.

Wenn hingegen D(©) quadratischer Nichtrest ist, so behaupte ich,
dafi 5 Stammform ist: wâre nàmlich g nur Kernform, aber keine Stamm-
form, so hâtte man 5 ^ P 5' m^ (-D(Sf'), 3?) 1. 5;wâre vom Typ (6)
oder Hp + (b) mit (6, p) 1, also 5 vom Typ (6 p) oder 0* + (bp).
Es ist 5 ~ 5i >

also wâre

5X ~ Hp + (a) (b p) oder -= 0p + (b p)

wo a einmal durch p teilbar ist. Dièse Gleichung besagt nach (4) bis (6) :

Hp Ep oder 0p

sie enthâlt also einen Widerspruch.
Nach der Festsetzung %V(X) %V(X -\- (1)) fur die Typen ungerader

Variablenzahl und (30) ergibt sich fur den zuletzt betrachteten Fall
XPCS) — 1. Damit ist, zunâchst fur die ungeraden Primzahlen, das

folgende gezeigt :

Satz 517). Eine Kernform 5 ungerader Variablenzahl ist dann und
nur dann Stammform, wenn ihre Diskriminante D quadratfrei ist, und
wenn fur jeden Primteiler p von D

17 Der Satz stammt von H.Brandt.
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gilt. Die Anzahl der Primteiler von D ist gerade oder ungerade, je nach-
dem fur die Signatur a 1, 7 mod 8 oder a 3, 5 mod 8 gilt.

Es sei jetzt p 2. Die Kerndiskriminante ist hôchstens zweimal durch
2 teilbar (Hilfssatz 1), also liegt bei gerader Kerndiskriminante in (44)
einer der folgenden Falle vor :

1) © ~ T% ~ 2E% mod 2, a ungerade ;

2) © ~ H2, H*,02, 01 mod 2, a ungerade ;

3) © ~ E2, El mod 2, a gerade

Im 1. Falle ist obige SehluBweise fur p>2 ûbertragbar, welehe den 1.

auf den 3. Fall zuruckfiïhrt. Im 2. Falle ist eine Einzeldiskussion mit Hilfe
der ïabelle (7) erforderlich ; jetzt ist $f mit einer Form des 3. Falles oder
dem Doppelten einer solchen Form âhnlich, nach dern I. Hauptsatz also
verwandt. Damit bleibt der 3. Fall allein zu diskutieren xibrig.

Bei gerader Kerndiskriminante kann also Qf hôchstens dann Stamm-
form sein, wenn © in (44) vom Typ E2 oder E% ist und a einmal dureh 2

teilbar, und jetzt ergibt die Ûbertragung der SchluBweise fur p > 2, daB
JÇ dann und nur dann Stammform ist, wenn © ^ E# ist. Der Charakter
XzCft) ist in diesem Falle gleich — 1. Hiermit ist der Satz 5 bis auf die
Aussage iiber die Anzahl der Teiler von D bewiesen. Dièse letzte Aussage
erhâlt man durch Bildung des Produktes aller Charaktere, es muB nach
dem III. Hauptsatz den Wert (36) hahen, woraus sich auch die letzte
Behauptung ergibt.

Man erkennt, daB die Stammdiskriminante (§ 1, Nr. 2) sowohl bei
gerader wie bei ungerader Variablenzahl eine Invariante des Geschlechts, ja
sogar des Typs ist.

11. Idealtheorie der Formensysteme

§ 6. Die Transformatoren und Idéale

1. Ein System von Stammformen gleicher Variablenzahl n, Signatur
a undDiskriminanteZ) sei vorgelegt, es seien 1, ^î,. • •, 2ffc Je einVertretef
aus jeder Formenklasse dièses Systems. Eine Matrix %tk mit rationalen
Koeffizienten heiBt ein Transformater18), der links zu $fi und rechts zu 2f&

gehort, wenn

18) Dièse Bezeichnung habe ich a. a. O.7) vorgeschlagen.
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gilt, wo t eine rationale Zahl ist, dièse heiBt die Norm von Xtk :t N (Xtk).
Durch Determinantenbildung folgt

2

\Xlk\^ (46)

bei ungerader Variablenzahl mu6 also t stets eine Quadratzahl sein. Die
Gleichung (45) kann man auch in symmetrischerer Form schreiben :

& Ztk §tfc gfc mit Xtk 2tV N(Xlk) (47)

X"1 heiBt der zu Xtk inverse oder reziproke Transformater, er gehôrt rechts
zu 3ft und links zu %k. Sind g*, 3f > > 3ffc d1"6! Formen des Systems und XtJ
Xjk Transformatoren, deren Zugehôrigkeit zu diesen Formen durch die
Indizes angedeutet ist, so kann man das Produkt

£.* Xt3 X3k (48)

bilden ; es ist ein Transformator, der links zu gt und rechts zu ^k gehôrt.
Ein Transformator heiBt ganz, wenn seine Koeffizientenmatrix aus

ganzen Zahlen besteht. Sind Xtk und %~£ ganz, so heiBt Xlk eine Einheit ;

fur eine Einheit Xtk stimmen die Formen %t und gfc ùberein. Zwei
Transformatoren Xtk und X[k heiBen rechtsseitig bzw. linksseitig assoziiert, wenn
es eine Einheit Xtl bzw. Xkk gibt, daB

<±>ik ^kk

ist. Die Gesamtheiten rechtsseitig bzw. linksseitig assoziierter Transfor-
matoren heiBen Rechtsideale bzw. Linksideale ; sie werden mit [Xîk) bzw.

(Xtk\ bezeichnet. Als die Norm dieser Idéale ist selbstverstândlich N (Xlk)
zu definieren. Eine lineare Substitution Xt, welche Qft in das £-fache einer
Form g gleicher Diskriminante transformiert, erzeugt ein Linksideal (Xt]
fur Çi ; dièses enthàlt mindestens einen Transformator Xlk Xt It, wo
U eine unimodulare Substitution ist, welche g in eine der Formen 3ffc

transformiert.
Ein ganzer Transformator Xtk heiBt durch einen ganzen Transformator

Xt3 von links teilbar, wenn (48) mit einem ebenfalls ganzen X3k gilt,
%%i heiBt ein Linksteiler von Xtk. Ebenso ist Xtk durch X3k von rechts

teilbar, X3k ein Rechtsteiler von Xtk. Die Teilbarkeit ist eigentlich eine Eigen-
schaft der Idéale : jeder Transformator aus dem Linksideal (Xtj] ist ein
Linksteiler jedes Transformators aus dem Linksideal (I*fc]> und ebenso
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ist jeder Transformator aus dem Rechtsideal [3^) ein Rechtsteiler jedes
Transformators aus dem Rechtsideal [%tk). Man kônnte sagen : (Xt}]
ist ein Linksteiler von (£tfc], [3^fc) ist ein Rechtsteiler von [ïtfc).
Anders als in der Idealtheorie der Algebren ist nicht jedes Linksideal zu-
gleich ein Rechtsideal, und eine Multiplikation der Idéale hat anscheinend
keinen Sinn. Jedoch gilt auch hier : die Anzahl der ganzen Idéale von
gegebener Norm ist endlich, wâhrend es bei indefiniten Formen stets un-
endlich viele ganze Transformatoren gegebener Norm gibt.

Ein nur durch sich selbst und durch Einheiten teilbarer ganzer
Transformator heiBt ein Primtransformater, das durch ihn erzeugte Links- bzw.
Rechtsideal ein Primideal. Jeder ganze Transformator lâBt sich als Pro-
dukt von Primtransformatoren schreiben. Natùrlich ist die Zerlegung i. a.

nicht eindeutig. Jedoch ùbertrâgt sich die Eindeutigkeit der Primzerle-

gung im rationalen Zahlkôrper, wenn man primâre Transformatoren ein-
fûhrt, das sind solche ganzen Transformatoren, deren Normen Potenzen
von rationalen Primzahlen sind. Wie leicht zu sehen ist, gilt dann19) :

Jeder ganze Transformator lâBt sich als Produkt primarer Transformatoren

schreiben. Dièse sind nach Vorgabe ihrer Normen bis auf Einheiten
eindeutig festgelegt.

2. Die Definitionen sind noch im AnschluB an die geometrischen Be-
griffsbildungen in § 1, Nr. 2, zu vervollstàndigen. Jeder der Formen 3f*

werde ein Gitter 3« i*1 einem w-dimensionalen metrischen Raume Rt zu-
geordnet, dadurch daB fur jeden Vektor tt aus 3* vermittels

eine Norm N(tt) definiert wird (hierbei wird tt gleichzeitig als eine ein-
spaltige Matrix aufgefaBt, deren Elemente die Komponenten des Vektors
t, sind). Ein ganzer Transformator %tk bildet vermôge der Gleichung

t. S.*t* (49)

das Gitter 3& auf ein Teilgitter von 3t a^.
Besteht (49) mit ganzzahligen Vektoren tt, tk (d. h. ttc3t, tfcc3*)

und ganzem %tky so heiBe t4 durch %tk teittar; tt ist dann durch jeden
Transformator aus dem Linksideal (2tfc], d. h. kurz durch (Ztk] teilbar.
Eine notwendige Bedingung der Teilbarkeit ist die Teilbarkeit der
Normen, denn es folgt aus (49) :

N(%tk)N(tk) ¦ (50)

") s. '), § 2.
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Anders als in der Zahlentheorie der algebraischen Zahlkôrper, wo die
Gitterpunkte den ganzen Zahlen entsprechen, gibt es jetzt i. a. mehrere

ganze Idéale (Zik\ der Norm t, welche einen Vektor t€ teilen, dessen
Norm durch t teilbar ist ; dièse Anzahl wird sich als eine Funktion der
Zahl t herausstellen, welche fur das Pormensystem charakteristisch ist.
Intéressant sind in diesem Zusammenhang die Verhâltnisse bei nicht
kommutativen einfachen Algebren, wo dièse Anzahl bereits grôBer als 1

ist, jedoch noch leicht zu ûbersehen ; vgl. hiezu § 8, Nr. 6.

3. Von besonderer Wichtigkeit ist der

Satz 6. Die Norm eines Primtransformators ist eine rationale Prim-
zahl p oder deren Quadrat p2. Der erstere Fail liegt vor, wenn die Variablen-
zahl n gerade und D durch p teilbar oder ein quadratischer Best mod p ist,
der zweite, wenn n gerade und D ein quadratischer Nichtrest mod p ist oder

wenn n ungerade ist.

Entsprechend den beiden Môglichkeiten kann man die Primtransfor-
matoren und naturlich auch die Primideale in Primtransformatoren bzw.
Primideale ersten und zweiten Grades einteilen.

Der nicht ganz einfache Beweis fur Satz 6 wird den Rest dièses Para-
graphen ausfullen. Er darf offenbar in der p-adischen Erweiterung kp von
k gefûhrt werden, wo p irgendeine rationale Primzahl ist ; hierbei kann
man von der Môglichkeit Gebrauch machen, die Formen auf eine einfache
Normalgestalt zu transformieren.

Es sei %ik ein ganzer Transformator der Norm p*. Mit zwei unimodu-
laren Matrizen U, 93 gelte

wo p8i,... (ri-mal), p8*,... (r2-mal),..., p8™,... (rw-mal) mit

Ô1<à2<"'<ôm

das System der Elementarteiler von %ik ist. Dabei ist also

(51)

Indem man 3^ mit U, %k mit 33"1 transformiert, kommt man zu zwei
Formen %[, 3^ und einem Transformator %'ik in Diagonalgestalt, welcher
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3f»- in V'&k transformiert. Es beschrànkt die Allgemeinheit also nicht,
wenn man gleich %ik in dieser Gestalt voraussetzt.

Ist ô1 > 0, so ist p (£(n) ein Teiler von %ik, es ist also zu zeigen, daB

p (£{n) je nach den in Satz 6 genannten Umstânden zerlegbar ist oder
nicht. Bei ungeradem n ist p ©(n) offenbar nicht weiter zerlegbar, denn
pÇè{n) hat die Norm p2, und die Norm jedes Transformators muB eine

Quadratzahl sein. Bei geradem n hingegen ist nach § 5, Nr. 1 :

Uii— I I oder 54 ^ I I

\ ©(27 \ ©(47

wo ©(2) eine binàre p-eidische Stammform und ©(4) die einzige quater-
nâre p-adische Stammform ist ; sie gehôrt zum Typ Tp. Die Diskrimi-
nante von ffi(2) bzw. ©(4) stimmt mit D ùberein. Man kann nun stets eine

ganzzahlige Matrix ^}(2) bzw. *P(4) angeben, welche ©(2) bzw. ©(4) in das

£>-faehe einer Form gleicher Diskriminante transformiert, mit alleiniger
Ausnahme des Falles, daB 3^ von der ersten Form ist und ©(2) zum

Typ H* (p>2) oder El (p 2) gehôrt, d. h. also, daB (—J — 1 ist,

Dann erzeugt die lineare Substitution

bzw.

ein Primlinksideal (^}(n)] der Norm p, das links zu fÇ^ gehôrt, und das

p (£{n) von links teilt.
Ist umgekehrt ^J(n) eine solche Substitution, so besteht ihr Elementar-

teilersystem offenbar nur aus 1 und p, und zwar muB wegen (51) jede

dieser Zahlen — - mal vorkommen. Wiederum beschrànkt es die

Allgemeinheit nicht, wenn man

annimmt. Es mufi nun
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5
S. I

7 22

sein, und Determinantenbildung ergibt

mod

es kann also nicht I — 1 — 1 sein.

Die Zerlegung des Transformators p (£(n) steht also im Einklang mit
der Behauptung.

4. Nicht jeder Primtransformator braucht ein Teiler von p (£(nî zu
sein, es ist nun zu zeigen, da8 die Behauptung auch fur die ùbrigen Prim-
transformatoren zutrifft. Die oben erklârte Zahl ôx darf jetzt gleich Null
angenommen werden. Ich zeige zunàchst :

ri =rm, ôm ô (52)

d. h. der letzte Elementarteiler ist gleich der Norm, er tritt ebenso oft auf
wie der erste.

gelten fiir die Elemente fik der Matrix 5* folgende Kongruenzen (fur p=2
beachte man die ,,Bemevkxmgen zur Formelschreibweise" in der Ein-
leitung :

fik 0 mod pB fur i 1,..., rx ; k 1,..., rx

fik 0 mod p8-52 fur i 1,..., rx ; & rx

fik 0 mod 2?s-8m fur i 1,..., rx ; i n—rm+1,..., n

(53)

Hiernach ist stets ô ^ ôm.

Ist <5 1, so kann nur ôm 1 sein, und nach (51) rx r2 —

d. h. (52) ist in diesem Falle richtig. Von jetzt ab sei ô > 1. Dann sind
die in (53) zuerst genannten Zahlen fik jedenfalls durch p2 teilbar.
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Wàre nun ô>ôm oder zwar ô ôm aber rm < rx, so wâren die rt
ersten Zeilen von 3fi mod p linear abhàngig. Jetzt kônnte man auf Q^ eine
unimodulare Substitution

\

ausiiben, welche 5i i*1 eine âquivalente Form fy ûberfûhrt, wobei die

ganze erste Zeile der Koeffizientenmatrix von 5i durch p teilbar ist.
Wegen der besonderen Gestalt von S und der Teilbarkeit der fik fur i,
Je 1,..., rx durch p2 wàre der Koeffizient von fy mit dem Indexpaar 11

sogar durch p2 teilbar. Dann kônnte aber g^ und damit auch Çt. keine
Stammform sein, im Gegensatz zu der Voraussetzung. Mithin ist ôm ô

und rm^r1. Ersetzt man 5* durch $kf %ik durch p^-%^1, so ver-
tauschen rx und rm ihre Rollen, es ist also auch rm^r1, womit (52) be-
wiesen ist. Es ist gleichzeitig gezeigt, da8 der Rang der Matrix der rt ersten
Zeilen von <^i mod p gleich r± ist.

Nach dieser Vorbereitung teile man g* folgendermafien in Teilmatrizen
auf :

Oll fl2 !13 \

112 O22 123 I j
V '

113 123 O33

dabei ist nach (53)

mod p\ ^••-i^) o(^-ifpi(|^|,p)
(55)

Nach (54), (55) definiert

ein Linksideal (T)] der Norm p2, welches links zu gt gehôrt und %ik von
links teilt. Es ist fur n 2rx in ersichtlicher Weise zerlegbar, in diesem
Falle ist also nichts mehr zu beweisen.

Folglich bleibt jetzt noch zu zeigen ubrig : (35] ist weiter zerlegbar,

wenn n gerade, >2rx und I — j =$£ — 1 ist. Wegen (54), (55) ist

\p) ~~
P
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hat dièses Symbol den Wert 1, so gibt es nach Nr. 3 ein Primlinksideal
der Norm p fur die Form ffl£~2ri), es werde erzeugt durch eine Substitution

^p<^—2ri) welche ein Teiler von p (g<»-*ri) ist, folglich erzeugt

ein Primlinksideal (ty{n)] der Norm p fur gt, welches (D] teilt.
Dieselbe SchluBweise ist richtig, wenn D(^(^~2ri)) 0 mod p ist, und

wenn man nur noch nachweist, da8 3f22~2ri) euie Stammform ist.

5. Zu diesem Naehweis beachte man zunâchst : sind JÇ, © irgend
zwei ganzzahlige Formen, so ist $ dann und nur dann eine p-adische
Stammform, wenn g + P © eine p-adische Stammform ist. Die ganz
elementare Begrundung hierfur darf ubergangen werden. Man transfor-
miere nun 3rt mit

wo u<fi»n"2fi) aus dem Kongruenzensystem

J r1,n-2f1) -.^j,^) ^i.n^f!) d
12 — '13 F

zu bestimmen ist, welches nach (55) auch wirklich eine ganzzahlige
Auflôsung besitzt. $t geht dann in âhnliche Gestalt ûber, wobei jedoch
an Stelle von (55) sogar

go^i) £)Ci) mod p2 f(£'n~iri) o(fl>n~2fl) mod 2^2 (56)

gilt. Die neue Jnnere" Teilmatrix 5(2^~2ri) ist der alten mod p
kongruent, also zugleich mit dieser die Koeffizientenmatrix einer
Stammform oder nicht.

Wâre g(22~2fl) keine Kernform, so gâbe es eine Substitution U{n~2ri),

welche Qf(n""2fl) ûi eine ganzzahlige Form kleinerer Diskriminante trans-

formiert, wobei ^.H(n~2fl) ganzzahlig ist. Dann transformierte



wegen (56) die Form gt in eine ganzzahlige Form kleinerer Diskriminante,
was jedoch der Stammformeneigenschaft von gt- widerspricht. Wâre g*
wohl Kernform aber nicht Stammform, so wâre nach § 5, Nr. 1

V

wo v ein quadratischer Nichtrest mod p ist (v 5 fur p 2). Nimmt
man g(n~2fi) in dieser Gestalt an, so transformierte nun

die Form g* in das p-i&che einer anderen, deren Diskriminante dann er-
sichtlich weniger oft durch p teilbar sein miiBte, was auch einen Wider-
spruch darstellt. Damit ist der Beweis des Satzes 6 vollstândig.

§ 7. Klassen und Geschlechter von Transformatoren

1. Zwei Transformatoren %ik und %n sollen âquivalent heiBen, wenn
sie links und rechts zu den gleichen Formen gehôren, d. h. wenn i j,
k l ist. Transformatoren %u, welche links und rechts zur selben Form
gehôren, heiBen Haupttransformatoren. Dièse bilden jeweils eine Gruppe.
Die Gesamtheiten aquivalenter Transformatoren werden Transforma-
torenklassen genannt.

Zwischen den Transformatorenklassen lâBt sich eine Multiplikation er-
klâren, indem man aus ihnen einzelne Reprasentanten herausgreift und
dièse multipliziert. In diesem Zusammenhang gilt

Satz 7. Die Transformatoren eines Systems von Stammformen gleicher
Variablenzahl, Signatur und Diskriminante bilden einGruppoid. Die
Transformatorenklassen bilden ein Gruppoid von der Ordnung 1 und vom Rang h,
wenn h die Anzahl der Formenklassen in diesem System ist.
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2. Der Beweis ist selbstverstândlich bis auf die Tatsache, daB es zu
zwei Formen 3ft, 3ffc des Systems stets einen links zu gz und rechts zu ^k
gehôrigen Transformator Ztk gibt. Gehôren g, und %k dem gleichen Ge-
schlecht an, so ist aueh dièse Tatsache klar. Nach Satz 5 ist Satz 7 also
bereits fur ungerade Variablenzahl bewiesen.

Um den Satz 7 allgemein zu beweisen, teile ich bei gerader Variablenzahl

die Transformatoren in Oeschlechter ein, indem ich ihnen mittels

*•<*->-i$ft (67)

ein System von Charakteren fur aile Diskriminantenprimteiler 1. Art
zuordne. Wegen (33) gilt fur sie die ProduJctrelation

nWp(ztk) i (58)
p

Transformatoren mit gleichen Charakteren bilden ein Geschlecht ; ein
solches umfaBt stets (eine oder mehrere) voile Klassen. Ebenso wie fur die
Transformatorenklassen kann man auch fur die Geschlechter eine Multi-
plikation erklâren, dabei gilt der

Satz 8. Die Geschlechter der Transformatoren bilden eine Abelsche

Grappe der Ordnung 2a~1 und des Typs (2,..., 2) bei a Diskriminanten-
primteilern 1. Art.

Beweis. Die Behauptungen sind klar bis auf die Aussage iiber die An-
zahl der Geschlechter. Nach (58) kann sie offenbar nicht grôfîer als an-
gegeben sein. Es ist also, wie iiblich in der Théorie der algebraischen Zahl-
kôrper, zu beweisen, daB aile denkbaren Geschlechter wirklich existieren.,

Es sei p eine ungerade Primzahl, welche in der Diskriminante genau
einmal aufgeht, und %tk ein ganzer Transformator mit zu p teilerfremder
Norm. Dann ist

z, (S.) z, (#(£.*)•&)
nach (57) und (30) also

(^) m
Die Diskriminante hat die Gestalt

D== (-!)«"2«»P4* (60)

wo P das Produkt der ungeraden Diskriminantenprimteiler 1. Art ist und
A eine zu 2P teilerfremde ganze Zahl.
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Ein System von a Zahlen tpp — i 1 mit dem Produkt 1 sei vorgegeben,
wo p die a Diskriminantenprimteiler 1. Art durchlaufen môge. Es werde
nun eine Primzahl q bestimmt, welche den Kongruenzen

v. (61)

fur aile ungeraden

q

p und
' 1 mod 4

1 mod 8

5 mod 8

1 mod 4

3 mod 4

fur o2

fur q2

fur q2

fur q2

fur Oo

0
3 y>

3 y
2 y
2 w

2
1

2= 1

(62)

genûgt. Der letzte Fall kann offenbar nur dann eintreten, wenn

a

(_1)~2~ p 3 mod 4 (63)

ist, denn sonst wàre D nicht Stammdiskriminante. Nach (60) bis (63) und
dem quadratischen Reziprozitâtsgesetz ist dann

und nach Satz 6 gibt es einen ganzen Transformator %ik mit der Norm q,
Er erfûllt fur sâmtliche ungeraden Diskriminantenprimteiler 1. Art
wegen (59) und (61) die Gleichungen

nach der Produktrelation also auch fur p 2. Aus dieser SchluBweise

geht die Richtigkeit des Satzes 8 hervor.
Mit Satz 8 schlieBt sich gleichzeitig die letzte Liicke im Beweis fur

Satz 7 : es gibt hiernach ebensoviele Geschlechter von Transformatoren
wie Formengeschlechter (Satz 2), mithin sind letztere sàmtlich durch ge-
eignete Transformatoren untereinander verbunden.

§ 8. Die Primideale ersten Grades

1. In diesem Paragraphen werden eine Reihe von elementaren Einzel-
tatsachen der Théorie der quadratischen Formen in dem Restklassenring
der ganzen Zahlen nach einer Primzahlpotenz pa gebracht, wobei

(i)- 1
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und die Variablenzahl n 2m gerade ist. Es handelt sich also um die
Zahlentheorie der speziellen Form 5^2w) bzw. ihrer Klasse.

Eine ganzzahlige Matrix XI heiBt eine Einheit von g moà p*, wenn

Ù g tf 3f mod pa

ist. Die Einheiten modpa bilden eine Grappe. Ihre Ordnung ist fur
oc= \, p>2 bekanntlich20) gleich

m-l

Zwei ganzzahlige Vektoren x und t) sollen mod pa âquivalent heiBen, wenn
es eine Einheit lî von g niod p gibt, so daB

gilt. Ieh beweise zunâchst den

Hilfssatz 4. Zwei ganzzahlige, vom Nullvektor mod p verschiedene
Vektoren 3e und t) sind dann und nur dann mod p âquivalent, wenn

N(x))modp
ist.

Beweis. DaB die genannte Bedingung notwendig ist, ist klar. Es be-
schrânkt die AUgemeinheit nicht, wenn man g 5o2w) annimmt. Es
gibt jetzt folgende speziellen Einheiten von gf mod p :

/93 \
U I • .1 mod p\ SB-1 S S-1/

(65)

wo 93 und Q m-reihige quadratisehe Matrizen sind und

<5 + S O(m) mod p (66)

d. h. fur p 2 nach der eingangs getrofïenen Verabredung : ^(® + S)
ist eine symmetrische Matrix mit geraden Diagonalengliedern. Eine
weitere Einheit von g gjfw> ist gf^2w) selbst.

Dureh Anwendung einer Einheit (65) mit S £){m) auf 3C kann man

20) V$- ©twa B.L.van der Waerden, Gruppen von linearen Transformâtionen,
Ergebn. d. Math. IV, 2, Berlin 1935, S. 15. Dort liegt offensichtlich (z. B. fur n 2) ein
Drackfehler vor. Das Original: L.E.Dickson, Linear Groups, Leipzig und Berlin 1901,
nach dem v. d. Waerden zitiert, ist mir leider nicht zugànglich.
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bei passender Wahl von 93 zunâchst erreichen, daB die Komponenten
x2,..., xm durch p teilbar werden. Dann ist

N(x) xx xm+1 mod p (67)

Ist auch xx 0 mod p, so transformiere man jetzt x mit der Einheit
5o2m)? wodurch x1,x2,... mit xm+1, xm+2,... vertauscht werden. Eine
weitere Transformation mit einer Einheit (65) mit © £)(m) und ge-
eignetem 93 macht schlieBlich x2 • • • x2m 0 mod p, wobei auch
noch xx 1 mod p erreicht werden kann, falls nicht x der Nullvektor
modp war.

Ist dagegen xx ^k 0 mod ^>, so kann man x mit einer Einheit (65) mit
93 (g(w) un(j geeignetem S so transformieren, daB auch xm+2,..., x2m

durch p teilbar werden. Dabei muB S so bestimmt werden, daB die erste
Spalte slx, s21,..., sml folgende Werte hat :

«h 0 s21 xx — xm+2i. m.98mlx1=— x2m mod p

was mit (66) vertràglich ist. Wenn die Norm von x durch p teilbar ist, so
ist jetzt wegen (67) auch xm+1 0 mod p, es liegt dann der schon be-
handelte Fall vor. Anderenfalls kann man endlich noch eine Substitution

(65) mit 93 — (E(m), S £)(m) anwenden, dann erhalt man die
xi

endgûltige Normalform :

3?i 1 j X2 =z- • ' Xm — 0 ^m+lXm

Xm+2 ' • ' X2m ° ^od 2> (68)

Der Hilfssatz 4 ist hiermit bewiesen, da jeder ganzzahlige Vektor solch
einem Normalvektor mod p âquivalent ist.

2. Die Ûberlegungen sind fast wôrtlich ûbertragbar auf Kongruenzen
mod pa. Dazu werde noch folgender Begrifï eingefiihrt : ein ganzzahliger
Vektor môge primitiv heiBen, wenn seine Komponenten ohne gemein-
samen Teiler sind. Primitive Vektoren sind mit Normalvektoren der Ge-

stalt (68) auch mod p* âquivalent, und es gilt der

Hilfssatz 5. Zwei ganzzahlige primitive Vektoren x und X) sind dann
und nur dann mod p* âquivalent, wenn

ist.

4 Commentarii Mathematici Helvetici **



3. Wird g in der Gestalt g^2m) angesetzt, so ist

ein spezieller Haupttransformator der Norm p fur $ • Es sei ^} eine ganz-
zahlige lineare Substitution, welche ein Primlinksideal (^3] der Norm p
fur g erzeugt. Es gibt dann zwei unimodulare Matrizen U und 93 so, daB

$ U % 93 (69)

gilt. Man transformiere g mit U :

fl2 52

hier seien 2fu> 3i2» $22 w-reihige Matrizen. Da (^J3] ein Linksideal fur
ist, ist ^Jo ein solches fur $', also gilt

3fn O(w) mod p | 5la | ± 1 mod ^

Es sei nun X %{m) eine Lôsung der Kongruenz

% + 2 + àfii1 522 8fM O(m) mod 2> (70)

zu deren Verstândnis im Falle p 2 noch besonders auf die ,,Bemerkun-
gen zur Formelschreibweise" hingewiesen sei ; sie besitzt stets eine ganz-
zahlige Àuflôsung. Mit ihr bilde ich die 2m-reihige Matrix

u \
Der Hauptnenner ihrer Koeffizienten ist zu p teilerfremd ; dasselbe gilt
auch fur die Matrix

und die hierzu inverse. Mit

n1 unf, 93X s'-1»
gilt nun nach (69)

Ul ^0 »!
oder

CP] («1 %] (71)

und nach (70) wegen g g{fm)

ÛaSUx^S rnodp (72)
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Da nach (72) stets | Xtj | ± 1 mod p ist, gibt es eine ganzzahlige
Matrix VL^ der Déterminante Jt 1

> welche der Kongruenz

U[ Ux mod p

genugt. Es folgt aus diesen Schlûssen der

Hilfssatz 6. Zu zwei Primlinksidealen (tyx] und (^$2] der Norm p
fur 3f gibt es eine ganzzahlige Matrix Hi der Déterminante Jt: 1

> welche
der Kongruenz (72) genugt, so dafi

ist.
4. Die Ergebnisse von Nr. 3 sind nun zu verallgemeinern. Ein Trans-

formator oder ein Idéal heiBe normal, wenn das Elementarteilersystem
der Matrix bzw. Matrizen, welche den Transformator bzw. das Idéal er-
zeugen, hôchstens zwei verschiedene Zahlen enthâlt. Handelt es sich nicht
um ein rationales Vielfaches der Einheitsmatrix, so sind offenbar m Ele-
mentarteiler gleich einer Zahl a, die anderen m Elementarteiler sind gleich
einer anderen Zahl 6. Ein ganzer Transformator oder ein ganzes Idéal
heiBe ferner primitiv, wenn nicht aile Koeffizienten der erzeugenden
Matrizen einen gemeinsamen Teiler haben. Bei ganzen normalen primi-
tiven Transformatoren und Idealen ist der erste Elementarteiler gleich 1,
der zweite gleich der Norm. Die tîberlegungen von Nr. 3 sind zum Beweis
des folgenden Hilfssatzes fast wôrtlich ûbertragbar ; an die Stelle von ^$0

tritt dabei stets die Potenz ^}£ von ^}0 :

Hilfssatz 7. Zu zwei ganzen primitiven normalen Linksidealen (^$i]
und (^}2] der Norm p* fur g gibt es eine ganzzahlige Matrix Hi der
Déterminante ± 1 welche der Kongruenz

« (73)

genugt, so daB

0Pi]=(Ui%]
ist.

5. Es sind nun einige Anzahlen zu berechnen, und zwar :

1) gip*) : die Anzahl der ganzen primitiven normalen Idéale der Norm
pa fur g.

2) v(pa) : die Anzahl solcher Idéale, welche einen gegebenen ganzzahli-

gen primitiven Vektor teilen, dessen Norm durch ^ateilbar ist.
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3) ô (pa) : die Anzahl der ganzzahligen primitiven Vektoren mod p*,
deren Norm durch p* teilbar ist.

4) \x (pa) : die Anzahl solcher Vektoren, welche durch ein gegebenes gan-
zes primitives normales Idéal der Norm pa fiir g teilbar sind.

Die Anzahlen v (pa), fi (p*) hângen ihrer Définition nach zwar noch von
einem speziellen Vektor bzw. einem speziellen Idéal ab, sie sind jedoch
nach den Hilfssâtzen 5 und 7 Invarianten des Formensystems allein.
Nachdem dièse Tatsache festgestellt ist, erkennt man zwischen den er-
wâhnten Anzahlen sofort die Beziehung

oder

_
ô(p«)

Hauptsâchlich dieser Quotient wird weiter unten eine Rolle spielen.
Die beiden letzten Anzahlen lassen sich ganz elementar berechnen, bei

der Berechnung von ju (pa) darf fiir das genannte Idéal ein spezielles, und
zwar am bequemsten S$% eingesetzt werden :

p<œ~1)lB(pm — 1) (75)

Nach (74) und (75) ist also

e(P*) u

6. Die Anzahl ^(pa) ist nach Hilfssatz 7 offenbar gleich der Ordnung
der Gruppe sâmtlicher Einheiten von 5c?w* mO(i Pa> dividiert durch die
Ordnung der Gruppe derjenigen dieser Einheiten U, fur welche

ist, d. h. fur welche

ganzzahlig ist. Dièse XI mûssen von folgender Gestalt sein :

«»(
wo SBi, 932, % m-reihige Matrizen sind. Es sind Einheiten mod pa, falls

352 ér1 X + % D{m) mod pa
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gilt. Die Ordnung dieser Gruppe ist fur oc 1 gleich ^iw(m~1)-mal der
Ordnung der vollen linearen Gruppe vom Grade m, also gleich

pmbn-D^p — 1). .(p™ — 1)

Da (64) die Ordnung der Einheitengruppe mod p fur p > 2 ist, hat man
jetzt fur oc 1, p>2, ra^2:

Q(P) 2(p+ 1).. .(p™-* + 1) (p°+ lXp1 + 1). • .(P™-1 + 1) (77)
und

v(p) 2(p + 1).. ,(p«-* + 1)- (p° + 1)(^+ 1).. .(pm~2+ 1) > (78)

Fur m 1 hat man @(p) 2, v(p) 1 ; hiermit kommt der fol-
gende Sachverhalt zum Ausdruck : In einem quadratischen Zahlkôrper,
dessen Diskriminante mod p ein quadratischer Rest ist, gibt es zwei
Primideale der Norm p. Eine primitive ganze Zahl, deren Norm durch p
teilbar ist, ist durch genau eines von diesen teilbar. Im Falle m 2 ist
q(p) 2(p + 1), v(p) 2 ; hiermit kommt der folgende Sachverhalt
zum Ausdruck : es gibt fur eine Maximalordnung 3 einer Quaternionen-
algebra, deren Diskriminante zu p teilerfremd ist, 2(p ¦+- 1) Primideale
der Norm p. Eine ganze primitive Zahl oc aus 3 >

deren Norm durch p teilbar

ist, ist in zweien von diesen Idealen enthalten ; dièse Idéale sind offen-
bar das Linksideal S$t 3<* + 3^ und das Rechtsideal ^82 &3 + ^3-

§ 9. Die Primideale zweiten Grades

1. Die Ûberlegungen des § 8 sind nun soweit als môglich auf den Fall
zu iibertragen, wo D mod p ein quadratischer Nichtrest bei gerader
Variablenzahl n ist, oder wo die Variablenzahl n ungerade ist. Es handelt
sich also jetzt um die Zahlentheorie der Formen

(ev(2m)

\ /cr(2m) \8fo \ /8fo \
2 I oder g I I (n= 2m + rjr= 1,2)

2D \ 2Dj~ZI; \ Lni (79)

je nachdem die Variablenzahl gerade (r 2) oder ungerade (r 1) ist,
und zwar im Restklassenring der ganzen Zahlen mod p". Dabei soll der
Kûrze halber der Fall p 2 ausgeschlossen werden ; es wàre nicht
schwer, die fur diesen Fall notwendigen Zusatzûberlegungen anzufugen,
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die Ergebnisse dûrften sich dabei nicht ândern. Ferner werde durchweg
m>0 angenommen.

Hilfssatz 8. Zwei ganzzahlige primitive Vektoren x und t) sind dann
und nur dann âquivalent mod fl*, wenn

modp"
ist.

Beweis. Die Notwendigkeit der genannten Bedingung ist klar. Um
einen ganzzahligen primitiven Vektor x auf eine Normalgestalt zu trans-
formieren, kann man zunâchst die Einheiten der Teilformen 3fo2m) von 5
gemàB (79) benutzen und dadurch erreichen, dafi

x2 • • • xm xm+2 x2m 0 mod 2>a

ist. Dann ist

N(x) a^x^ + 1

2 2 2
mod p« fur

_ (80)

Es bleiben nun nur noch die Einheiten der ternâren oder quaternaren
Form

ds 2/i2/2 + Dyl JÇ4 yx y2 + y\ - — y\ (81)

fur 2/x xXy y2 a:m+1, ^3 #2m+i> 2/4 ^2m+2 zur Anwendung ubrig.
Die erstere Form ist mod p* âquivalent mit v2 — u w, und deren
Einheiten sind bekanntlich die Matrizen

oc2

mit a à — f}y 1 mod 2?a

2k y

28 ô

y'
' y à

ô*

d. h. u, v, w transformieren sich wie die Koeffizienten der binâren Form

uÇ2 + 2vÇrj + wrj2 (82)

bei unimodularer Transformation der Variablen |, rj. Man kann (82) stets
so transformieren, daû v 0 mod 2?a wird. Mithin gibt es eine Einheit
von 3f modpa, welche die Kongruenz x2m+1 0 mod #>a herstellt.
Wendet man nun, falls noch erforderlich, weitere Einheiten der Teilform
3f^2w) an, so erhàlt man die Normalgestalt
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xx= 1, x2=.--=xm 0, xm+1=EN(x), xm+2=---=0 modp* (83)

fur aile ganzen primitiven Vektoren. Der Hilfssatz 8 ist damit jedenfalls
fur ungerade Variablenzahl bewiesen. Bei gerader Variablenzahl muB man
aus der Form g4 in (81) zunàchst die ternàre Teilform yl y2 + y\ heraus-

greifen und durch Anwendung einer Einheit von dieser y3, d. h. x2m+1 zu
Null mod pa machen. Sodann wende man eine Einheit der verbliebenen

ternàren Form yxy2 —j- yl an und mâche yA x2m+2 0 mod pa.

Die Normalgestalt (83) ist also auch bei gerader Variablenzahl herstellbar.

2. An Stelle der Normalform (79) werde jetzt die etwas allgemeinere

w (84)

(n 2mx -\-r1= 2m + r)

verwendet ; ersichtlich sind die Formen (79) und (84) âquivalent.
Ein Transformator oder ein Idéal soll halbnormal heifien, wenn sein

Elementarteilersystem aus hôchstens 3 Zahlen besteht. Spezielle ganze
primitive halbnormale Haupttransformatoren fur die Form (84) sind

p2&mi)

und deren Potenzen ; sie vertreten die Rolle, die ^}0 und dessen Potenzen
in § 8 spielten, normale Idéale und Transformatoren der Norm p2où fiir g
gibt es in dem vorliegenden Falle nicht.

Es sei (^}] ein ganzes primitives halbnormales Idéal der Norm p2(X, der
mittlere Elementarteiler trete /-j-mal auf. Dann gibt es zwei unimodulare
Matrizen U und 93, so da8

(86)
ist. Man setze

fi,
\ (87)

f' SÇ' /
123 0f33/
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dièse Aufspaltung in Teilmatrizen sei derart, dafi gfo, $12, ^22 das Format
m1xm1, fj3, f23 das Format m1xr1 und 3f33 das Format ^x^ haben.
Nun ist ($£] ein Idéal fur g', also

3^ £>(mi) mod p2a fÎ3 v<~»''*> mod p« (88)

i> |5i2|2^(533) mod^«. (89)

Es sei jetzt lt' eine ganzzahlige Matrix mit

H' | U22 pa u23 I mod p2a (90)

deren Teilmatrizen dieselben Formate haben wie die Teilmatrizen von
5', und

g" Ù' 3f' U' (91)

Zerlegt man g" in derselben Weise in Teilmatrizen wie (87), so erhâlt man
nach (87), (88), (90) folgende Kongruenzensysteme :

Fur

u U12 O(Ml), u13 u23 o("«'fl>
ist

f 13 (f«+ P«Ù3i%L) «as > f» (f«+ Û32 Sas) W33, 2f33 H^ 533H,, mod p««.

Wegen (88), (89) kann man nun u31, u32, U33 so bestimmen, da6

fî, fi »<-"'>> g;'3 ®{tl) mod y««

gilt. Sind dièse Kongruenzen erfûllt, so setze man u13 U23 o*flh>f1*,

U31 u32 o(ri'mi), U33 e(ri) und kann dann Un, tt12, lt22 nach dem
Gedanken von § 8, Nr. 3 so bestimmen, daB

wird, dann ist also
g;/ g mod jo2a (92)
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wenn $ in der Normalgestalt (84) angenommen wurde. Man setze weiter-
hin

Ux U W »! - $-« II'"1 $« 93 (93)

dann ist nach (86)

und nach (87), (91) bis (93)

Ùi 3f Ui g mod p2* (95)

Nach (85), (90), (93) ist 33i eine Matrix, deren Koeffizienten zu p teiler-
fremde Nenner haben, also folgt aus (94)

Wie in § 8, Nr. 3 kann man endlich sicherstellen, da8 Xlx eine ganzzahlige
Matrix der Déterminante ±1 ist. Also gilt der

Hilfssatz 9. Es seien ^ und $2 zwei ganze primitive halbnormale
Idéale fur 3f niit dem gleichen Elementarteilersystem. Dann gibt es eine

ganzzahlige Matrix Ux der Déterminante i 1 welche (95) erfûllt, so da8

ist.

3. Wiederum sind einige Anzahlformeln zu berechnen, und zwar :

1) gip2*, r^) : die Anzahl der ganzen primitiven halbnormalen Idéale
der Norm p2<x, wobei der mittlere Elementarteiler genau
ruinai auftritt.

2) v(p2où, rx) : die Anzahl der Idéale dieser Art, welche einen gegebenen
ganzzahligen primitiven Vektor teilen, dessen Norm
durch p2oc teilbar ist.

3) ô (p20C) : die Anzahl der ganzzahligen primitivenVektoren mod p2a,

deren Norm durch p20L teilbar ist.

4) /i(p2a,r1): die Anzahl der Vektoren dieser Art, welche durch ein
gegebenes ganzes primitives normales Idéal der Norm
p2* teilbar sind, dessen mittlerer Elementarteiler genau

auftritt.
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Wie in § 8 folgt auch hier, daB dièse Anzahlen sâmtlich Invarianten des

Formensystems sind, und daB die Gleichung

XK <9«>

gilt.
Eine ganz elementare Rechnung liefert

^i _ ^ (97)

Etwas schwieriger berechnet sieh ô(p2cc). Zunâchst sei r — 2, oc — 1;
ô (p2) ist gleich der Lôsungszahl mod p2 der Kongruenz

ab + x2 ~-y2 0 mod p2

wo a und b Vektoren von m ganzzahligen Komponenten und a b deren
skalares Produkt bedeuten. Dièse Lôsungsanzahl setzt sich zusammen
aus der Lôsungsanzahl ôx von

ab a mod p2

bei festem zu p teilerfremdem a und der Anzahl <52 der primitiven Lôsun-
gen derselben Kongruenz mit a 0. Die erstere Anzahl ist p2(p2 — 1)-
mal zu zâhlen entsprechend der Anzahl der Lôsungen mod p2 von

x2 — î/2 — a =£0 mod p

die zweite £>2-mal entspreehend der Anzahl der Lôsungen mod p2 von

x2 y2 0 mod p2
4

wobei zu beachten ist, daB D ein quadratischer Nichtrest mod p sein
sollte. Man findet leicht

Es ist mithin

ô(p2) ôxp2(p2 - l) + Ô2p2

Ist dp,bp, xp, yp eine primitive Lôsung von

*pbp + x* — — y* 0 mod p*
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so erhàlt man eine Lôsung derselben Kongruenz mit (S + 1 an Stelle von
/? dureh den Ansatz ct^+i dp + pP a' usw. Hierbei muB fur û' usw. eine
einzige lineare Kongruenz mod p bestehen, welche nicht identisch erfiillt
ist und daher p2m+1 verschiedene Lôsungen besitzt. Mithin wird

^ 2) (98)

Der Gedankengang verlàuft bei ungerader Variablenzahl vôllig analog
und liefert

-f- 1) (r 1) (99)

Nach (96) bis (99) wird fur r1 r:

v(p2«,r)

fur r 1

fur r 2
(100)

4. Zum SchluB ist noch die Anzahl X(p2 ; ^) der ganzen primitiven
halbnormalen Idéale (^3] der Norm p2 zu berechnen, deren mittlerer
Elementarteiler r-mal auftritt (r 1 fur ungerade und r 2 fur gerade
Variablenzahl), und welche einen gegebenen Vektor px teilen, wo x ein
ganzzahliger primitiver Vektor der Norm N ist :

px tyT)

Zufolge der Hilfssâtze 8 und 9 hàngt dièse Anzahl nur von der Norm N
/ N\

von x ab ; ja sogar nur von dem Legendresymbol I — ; dasselbe gilt fur

die Anzahl x(p2;N) der primitiven Vektoren modp, die mit einem
solchen S$ in dieser Beziehung stehen. Ist ô (p ; N) die Anzahl aller ganz-
zahligen primitiven Vektoren mod p mit der Norm N, so gilt offenbar

ô(p;N)
oder

g(p\r) x(p*;N)
v(p\r) v(p\r) ô(p;N)

Ferner ist abgesehen von dem trivialen Fall n 1 :

fûr N 0 mod p

ô(p;N)= ¦""«¦"¦¦•i-i '• fûr^=fc»~~'~
(pm — l)(pm+1 +1) fûr N 0 mod p

fur iV 9e 0 mod p

(101)

(102)

r=2,
(103)
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wie man ganz leicht verifizieren kann, und ebenso

Pm(P + 1)

Nach (100) und (102) bis (104) ist dann

fur N 0 mod p r beliebig,

fur N # 0 mod p r 1 (104)

fur N =£ 0 mod p r 2

v(P*,r)

pm~x fiir ^ 0 mod p r beliebig,

pm-1(l+( fiir N^O mod p, r= 1 (105)

pi»-i(p -f 1) fur N # 0 mod p r 2

(Eingegangen den 19. September 1946.)
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