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Teilbarkeitseigenschaften der
singulâren Moduln der elliptischen Funktionen
und die Diskriminante der Klassengleichung

Andréas Speiser zum sechszigsten Geburtstage gewidmet.

Von Max Deuring, Gôttingen

1. In der Arbeit: Die Typen der Multiplikatorenringe elliptischer
Funktionenkôrper (Abhandl. Math. Semin. Hans. Univ. 14, 197—272

(1941), im folgenden mitT bezeichnet) habe ich Kongruenzrelationen fur
die singulâren Moduln der elliptischen Funktionen aufgestellt, die aus
der Théorie der supersingulàren Invarianten entspringen. Auf àhnliche
Weise kônnen noch andere Teilbarkeitseigenschaften der singulâren
Moduln abgeleitet werden, die hier mitgeteilt seien. Es handelt sich ail-
gemein um die Primfaktoren der Differenz irgend zweier singulârer
Moduln j(oc±)y j((x2), wo die Zahlen ocl9 oc2 imaginâr quadratisch sind,
aber nicht notwendig den gleichen quadratischen Kôrper zu erzeugen
brauchen. Insbesondere kônnen die Primzahlen, die in der Diskriminante
D2 der Klassengleichung

eines imaginâren quadratischen Zahlkôrpers £ aufgehen — fx, ïh

bezeichne die Idealklassen der Hauptordnung von S und j(î) in be-

kannter Weise den Wert der Modulfunktion j(a>) fur den Quotienten

cd —- der Basis otx, oc2 eines Ideals a der Klasse ï — folgendermafien
a2

gekennzeichnet werden:

Dz ist nur durch Primzahlen p teilbar, die in E nicht in zwei verschiedene

Primzahlen zerfallen.

Q^ p
bezeichne die definite Quaternionenalgebra mit der Grundzahl

— p, die also bei p und oo verzweigt ist ; Z kann als Teilkôrper von
Qoo,P aufgefaBt werden. p geht genau dann in D^ auf, wenn es Nicht-
hauptideale a der Hauptordnung o von E gibt, die in einer o umfassenden

Maximalordnung R von Q^ p zu Hauptidealen aR <%R werden.

Die weiteren Ergebnisse sind von âhnlicher Art.
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2. Wir setzen im folgenden den Inhalt der oben genannten Arbeit T
voraus, mussen aber einige Erganzungen dazu machen In T wurde auf
die Zuordnung der singularen Invarianten zu den Idealklassen der qua-
dratischen Korper, die sich in der analytischen Théorie ganz von selbst

ergibt, nur nebenbei eingegangen. Sie kann aber auch, wie wir jetzt
zeigen wollen, rein algebraisch erklart werden, was fur das folgende
wichtig ist.

K sei ein elliptischer Funktionenkorper, dessen Multiplikatorenring o

dem quadratischen Zahlkôrper S angehore. Die Invariante j von K ord-

nen wir irgendeiner beliebigen, aber von jetzt ab festen Idealklasse %

von o zu und bezeichnen sie demgemafi mit ;(î0). Ist dann t =fo-f~1
eine beliebige andere Klasse von o, so nehmen wir ein ganzes Idéal ax

der Klasse îx und verstehen unter j (t) die Invariante des Teilkorpers Kùl

von K. Dièse Zuordnung ï -> j' (ï) weicht von der aus der analytischen
Théorie entspringenden nur um einen Automorphismus des Klassen-
korpers ZJ(j(l))/£ ab; mehr durfen wir von einer algebraischen Théorie,
die zwischen den uber JCkonjugierten algebraischen Zahlen j(ît) j(ï2),...
nicht unterscheiden kann, auch gar nicht erwarten, und fur unsereZwecke
macht dièse Unbestimmtheit gar nichts aus. Wir bemerken ausdrucklich,
daB die auf algebraische Weise erklarte Zuordnung t -> j (ï) auch fur
Primzahlcharakteristiken sinnvoll ist, worauf es im folgenden gerade an-
kommt. Allerdings entspricht bei einer Primzahlcharakteristik im all-
gemeinen verschiedenen l das gleiche j.

Wir mussen die Zuordnung f -> j (f) auch auf die Idealklassen der

ubrigen Ordnungen o* von S ausdehnen. Um wieder im Einklange mit
der analytischen Théorie zu bleiben, gehen wir so vor : o sei in der Ord-

nung o' enthalten. Um ^(î') fur eine Klasse lr von o' zu erklaren, betrach-
ten wir die Klasse t;0 von o', die der Klasse Îq von o entspricht, die also
die mit o' multiplizierten Idéale von f0 enthalt und ein Idéal cti von

fol'-1; y(lf) soll dann die Invariante von K 1 sein Fur o' 0 fallt dièse

Erklarung mit der oben gegebenen zusammen.
Wenn mehrere Ordnungen von £ gleichzeitig betrachtet werden, so

konnen wir die Zuordnung der Invarianten zu den Idealklassen aller
dieser Ordnungen als erklart annehmen, indem wir von dem Durch-
schnitte aller dieser Ordnungen ausgehen. Mittels einer induktiven
Définition konnen wir auch aile Ordnungen uberhaupt erfassen, das ist aber
fur unsere Zwecke ganz unnotig.

3. Wir stellen uns jetzt die folgende Frage : E sei ein imaginarer qua-
dratischer Zahlkôrper und i19 ï2 3e eme Idealklasse der Ordnungen o1? o2
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von Z. Diesen Klassen sind singulëre Invarianten j(tz) der Charakteri-
stik 0 zugeordnet. Wie kônnen die Primfaktoren der (ganzen algebra-
ischen) Zahl j(ït)—j(î2) bestimmt werden?

Wir fassen ein festes Primideal p von Zfj^), j(î2)) ins Auge — p sei

die zugehôrige Primzahl — und reduzieren einen elliptischen Funktionen-
kôrper der Charakteristik 0, dessen Multiplikatorenring eine in o± und o2

enthaltene Ordnung o0 ist, modulo einem Primfaktor pj von p im Kon-
stantenkôrper, von dem wir voraussetzen, daB er Z(j(îx)9 j(î2)) umfasse,
damit nàmlich in K elliptische Teilkôrper Kx und K2 mit den Invarianten
i(ïi)> JiW vorhanden sind (vgl. T § 3). Wir bezeichnen die Restklassen
modulo p2 durch Ûberstreiehen. Nach T, § 4 kann die Reduktion modulo
px so eingerichtet werden, daB K ein elliptischer Funktionenkôrper ist.
Seine Charakteristik ist p. Die Teilkôrper K1, K2 gehen modulo px in
elliptische Teilkôrper Kl9 K2 von K uber, und die Invarianten von

K13K2 sind J

Die Kongruenz
Jdi)=?(la) mod.p

ist also damit gleichbedeutend, daB K1 und K2 die gleiche Invariante
haben, also isomorph sind. Da wir annehmen kônnen, daB K2 in Kx ent-
halten ist, so ist ^(l^ =?(l2) damit gleichbedeutend, daB K1 einen

Multiplikator ju, hat, der Kx auf K2 abbildet, K2 KÇ. Da K2 nicht zu
Kx isomorph ist — denn wir setzen natiirlich jiîx) ^ j(l2) voraus — so
muB 11 bei der Erweiterung der Multiplikatorenringe, die im allgemeinen
eintritt, wenn nach einem Primideal des Konstantenkôrpers reduziert
wird, neu hinzugekommen sein, und wir miissen die Bedingungen auf-
suchen, unter denen das geschieht.

Wir unterscheiden zwei Falle:

1. p zerfàllt in E in zjwei verschiedene Primideale Px, P2, von denen
V1 durch p teilbar sein môge. Der Multiplikatorenring von Kt ist nach
Voraussetzung ot, dagegen ist der Multiplikatorenring von Kx die
Ordnung 0* von Z, deren Fûhrer /f sich aus dem Fuhrer ft von ot durch Weg-
lassen der in ihm enthaltenen Potenz von p ergibt. Mithin gïlt im gegen-
wârtigen Falle j(îx) j(ï2) mod. p genau dann, wenn fx und f2 sich nur
um eine Potenz von p unterscheiden, und die beiden Klassen ï1? ï2 zu der

gleichen Klasse 0* ïx 0* ï2 von 0* 0* gehôren. Es zeigt sich, daB
dièse Bedingung von p nicht weiter abhàngt; also j^) —j(î2) entweder

durch aile oder durch keine Primfaktoren von p teilbar ist.
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2. p ist in E Primideal oder Primidealquadrat. Jetzt ist der Multi-
plikatorenring von Kt eine Maximalordnung m^ der Quaternionenalgebra
Qecp, in die E so eingebettet erscheint, daB der Durchschnitt von mt
mit E die Ordnung of ist, deren Fiïhrer /* sich wie im Falle 1. von dem
Fuhrer ft von oe nur durch das Fehlen der etwa in fi enthaltenen Potenz
von p unterscheidet. Daraus folgt zunâchst, daB j(tt) j(î2) mod. p
sicher dann gilt, wenn die unter 1. angegebene Bedingung erfûllt ist. Aber
dièse Bedingung ist nicht notwendig, denn es kann auch unter den mit
E nicht vertauschbaren Elementen von Q^ p

einen Multiplikator (jl geben,
der K1 auf K 2 abbildet. Um dièse Môglichkeit bequem ausdrûcken zu
kônnen, fùhren wir den Begriff der Einbettung einer Ordnung o von E in
eine Maximalordnung m von Q^^ ein. E sei als Teilkôrper von Q^^
gegeben. Der Durchschnitt einer gegebenen Maximalordnung m von
Q^ p mit E ist eine Ordnung o, deren Fuhrer nicht durch p teilbar ist.
Wir sagen, o sei in m eingebettet. Ist o eine beliebige Ordnung von E und
O0 die Ordnung, deren Fuhrer sich aus dem von o durch Wegstreichen
der etwa in ihm enthaltenen Potenz von p ergibt, so heifit o in m
eingebettet, wenn es o0 ist. Wenn a eine Zahl von E ist, so gilt 27^ m
Ers oc1 mot ; wenn o in m eingebettet ist, so ist es also auch in aile oc"1 mot

eingebettet. Aile dièse Einbettungen nennen wir équivalent.
Wir kônnen die Einbettungen der o in die m den Idealklassen von o

zuordnen. Da wir wieder mehrere Ordnungen o, O7,.. zugleich be-

trachten wollen, so gehen wir von einem elliptischen Kôrper K* der
Charakteristik 0 aus, dessen Multiplikatorenring o* eine in o, o',
enthaltene Ordnung von E ist. K* reduzieren wir nach einem Primfaktor
von p zu einem elliptischen Kôrper K* der Charakteristik p; dazu muB
der Konstantenkôrper passend gewâhlt werden (T, § 4). Die Multiplika-
torenalgebra von K * ist Q» p > in ^nr ^ ^ a^s niaximaler Teilkôrper ent-
halten. Ist nun ï eine Idealklasse der Ordnung o, K ein Teilkôrper von
K* mit der Invariante j(t), so ist o in den Multiplikatorenring m von
K eingebettet. Dièse Einbettung heiBe zu l modulo p gehorig. Offenbar
gehôren zu zwei Klassen von 0, die in die gleiche Klasse von o0 fallen,
gleiche Einbettungen von o modulo p. Gehen wir statt von K von einem
anderen Teilkôrper Kr mit der Invariante ;(f) aus, so ist Kf Ka mit
oc aus E, K' hat den Multiplikatorenring oc"1 moc, die zu t modulo p
gehôrigen Einbettungen sind also bis auf Âquivalenz eindeutig bestimmt.

Mit diesen Begriffsbildungen kônnen wir jetzt sagen: Ist p ein Primfaktor

der in E nicht voll zerfallenden PrimzaM p, so gilt genau dann

?(ïi)=?(ï2) mod.p,
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wenn die zu ïx und f2 gehdrigen Einbettungen von ot und o2 modulo p in
isomorphen Maximalordnungen rrtx und m2 stattfinden. Denn die Iso-
morphie von tri! und m2 ist notwendig und hinreichend dafur, daB m2
jbb~1m1ju oder K2 K^ mit einem Elément ju von Q^ p wird. Die an-
fangs festgestellte hinreichende Bedingung, die der von Fall 1 gleich-
lautet, ist hierin enthalten, denn wenn sie erfullt ist, so sind die beiden
Einbettungen von ox und o2 sogar aquivalent.

Wir konnen unser Ergebnis auch noch anders ausdrucken, wenn wir
von o* ausgehen. o* ist modulo p in den Multiplikatorenring m* von K*
eingebettet. Es gibt je ein Idéal at von ot, so daB Kt K*Ql, daraus
folgt Kz =K*mùl, so daB notwendig und hinreichend fur

j(tî)=j(t2) mod.p

das Vorhandensein eines [à, in Q^p mit

m*^/* m*û2

ist, und dièse Bedingung kann auch so ausgesprochen werden:

7*(ïi)E=7'(ï2) mod.p

gilt genau dann, wenn, faits o* zu {* gehôrig modulo p in m* eingebettet

ist, die Idéale ax der Idealklasse îiï*"1 von ox in die gleiche Linksideal-
klasse von m* fallen, wie die Idéale û2 der Idealklasse l^*"1 von o2-

4. Die letzten Ergebnisse konnen wir anwenden, um die Primfaktoren
zu kennzeichnen, die in der Diskriminante der Klassengleichung einer
Ordnung o von S enthalten sind; denn dièse Diskriminante ist ja nichts
weiter als das Produkt

erstreckt uber allePaare j(ît), j(ît) ungleicherKlasseninvarianten von o.
Zuerst sei p eine in E voll zerfallende Primzahl. Damit die Differenz

j(ît) —;(ïj) durch einen Primfaktor von p teilbar sei, mussen nach 3.

die Klassen ft und ït in die gleiche Klasse der Ordnung oo fallen, deren
Fuhrer aus dem Fuhrer von o sich durch Streichen der in ihm enthaltenen
Potenz von p ergibt. Daraus ergibt sich, da(tD0 genau dann durch p teilbar
ist, wenn p in dem Fuhrer der o zugeordneten Idealgruppe aufgeht; denn

genau in diesem Falle gibt es von 1 verschiedene Idealklassen von o, die
in die Hauptklasse von o0 fallen.

78



Auch eine in Z nicht voll zerfallende Primzahl p geht in Do auf, wenn
sie den Fiïhrer der o zugeordneten Idealgruppe teilt ; aber die notwendige
und hinreichende Bedingung fur

Do 0 mod. p

lautet in diesem Falle offenbar so: bei irgendeiner Einbettung von o in
eine Maximahrdnung m von Q^ p mûssen gewisse Nichthauptideale a von
O in Hauptideale von m ûbergehen: a m oc m.

5. Wir behandeln schlieBlich noch den Fall, daB jfa) und j(î2)
Klasseninvarianten zweier verschiedener Kôrper Zx und E2 sind. p sei ein
in ?(ï7)—j(î2) aufgehendes Primideal, Teiler der Primzahl p. Da die

Multiplikatorenalgebra eines elliptischen Funktionenkôrpers der Charak-
teristik p, dessen Invariante der gemeinsame Kongruenzwert von j^)
und j(î2) modulo p ist, einen zu Sx und einen zu Z2 isomorphen Teil-
kôrper umfassen muB, so ist sie notwendigerweise nichtkommutativ,
woraus folgt, daB p in keinem der beiden Kôrper Z{ voll zerfàllt:

In der Differenz zweier singulârer Moduln j(lx) und j(î2), die zu zwei
verschiedenen imagindren quadratischen Zahlkôrpern Sx und S2 gehoren,
gehen nur solche Primideale auf, deren zugehorige Primzahlen p in beiden

Kôrpern 2^, Z2 nicht voll zerfallen, die also, wenn D{ die Diskriminante von

Ei ist, den Bedingungenl—- ^ 1 (—-1 ^ 1 geniigen. Sehen wir von den
\VI \VI

Primfaktoren der 2)1 D2 ab, so kônnen dièse Bedingungen zufolge dem
quadratischen Reziprozitâtsgesetze dahin ausgedriickt werden, daB p
gewissen Restklassen modulo Dx D2 oder auch nur modulo dem kleinsten
gemeinschaftlichen Vielfachen von Dx und D2 angehôren muB.

Die Invariante j 0 gehôrt zu der Hauptordnung des Kôrpers der
dritten Einheitswurzeln. Daher gilt : In einem singulâren Modul, der nicht
zum Kôrper der dritten Einheitswurzeln gehôrt, kônnen nur Primfaktoren
von 3 und von Primzahlen p — 1 mod. 3 aufgehen. Ebenso: In
j — 26 • 33 kônnen, wenn der singulare Modul j nicht zum Kôrper der
vierten Einheitswurzeln gehôrt, keine Primideale aufgehen, die nicht in 2

oder in einer Primzahl p — 1 mod. 4 enthalten sind.

Jeder singulare Modul gibt zu einer Einzelaussage dieser Art AnlaB.

Wir kônnen die Bedingung fur

7(Ii) ?(l2) mod.p
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auch im vorliegenden Falle genauer folgendermaBen aussprechen : Es gilt
genau dann

j{ïx) 7(ï2) mod. p

wenn es eine Maximalordnung m von Q^^ gibt, in der sowohl eine zu ïx
gehôrige Einbettung von ox modulo p wie auch eine zu l2 gehôrige Einbettung
von o2 modulo p môglich ist.

Es wàre wunschenswert, die Zuordnung der Einbettung von Ordnungen
von S in Maximalordnungen von Q^ p zu den Idealklassen und Prim-
idealen unabhângig von den elliptischen Funktionenkôrpern zu leisten.

6. Angesichts der Ergebnisse der vorhergehenden Absehnitte werden
wir uns fragen, wieso gerade die singulàren Invarianten, die doch zunâchst
nur die Rolle von erzeugenden Zahlen der Klassenkôrper spielen, durch
solche merkwiirdigen Teilbarkeitseigenschaften ausgezeichnet sind. Die-
ser Umstand làBt sich aber verstehen, wenn wir sowohl die algebraische
wie die arithmetische Bedeutung von j((o) betrachten. j ist erzeugende
Funktion des Kôrpers der Modulfunktionen und kann als solche nur

dureh eine lineare Transformierte ift —4-:—? ersetzt werden. Sollen
cj + d

auch die singulàren Werte dieser Transformierten als Erzeugende der
Klassenkôrper brauchbar sein, so mûssen offenbar a, b, c, d rationale
Zahlen sein; natiirlieh kônnen siedann gleichganzzahlig gewâhlt werden.
Auf die gleiche Bedingung kommen wir, wenn wir fordern, daB j0 dem
kleinsten Konstantenkorper angehôre, mit dem ein elliptischer Funk-
tionenkorper der Invariante j môglich ist ; denn dieser kleinste Kôrper
entsteht durch Adjunktion von j zum Primkôrper, also zum Kôrper der
rationalen Zahlen im vorliegenden Falle (T, § 3, 1). Nach T, § 4 ist j auch
fur jede Primzahlcharakteristik als Invariante brauchbar, und, was noch
mehr ist, es geht ein elliptischer Kôrper der Charakteristik 0 mit der
Invariante /, wenn er nach einem Primideal des Konstantenkôrpers, das in
p aufgeht, reduziert wird, in einen elliptischen Kôrper der Charakteristik
p ûber, dessen Invariante die Restklasse von j ist, wovon wir ja in den
ersten Abschnitten dieser Abhandlung immer Gebrauch gemacht haben.
Soll j0 auch dièse Eigenschaft haben, so muB ad — bc =±1 sein.
Fordern wir schlieBlich noch, daB der Ausartungsfall des Kôrpers vom Ge-
schlechte 0 zum Werte oo der Invariante gehôre, so muB c 0, also
j0 -j- j -f- g mit einer ganzen rationalen Zahl g sein. Fur j und j0 unter-
scheiden sich aber die entsprechenden Differenzen singulârer Werte nur
ums Vorzeichen. Auf dièse Weise sind also die ausgezeichneten
Teilbarkeitseigenschaften der singulàren Moduln zu verstehen.
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Gleichzeitig wird durch dièse Betrachtung auch Licht geworfen auf die
Tatsache, daB die funktionentheoretische Entwicklung von j(m) nach
Potenzen von q — e27Tiù} ganzzahlige teilerfremde Koeffizienten hat. Sie

kann in dieser Hinsicht ja diirch die in T § 6, 4 aufgestellten ^-Entwick-
lungen ersetzt werden, von denen dort gezeigt wurde, daB sie fiir aile
Charakteristiken gùltig sind, eben weil j eine fur aile Charakteristiken
brauchbare Invariante ist.

7. Beispiele. Wir betrachten noch einige Zahlenbeispiele zu den

Kongruenzrelationen.
Zur Ordnung vom Fiihrer 3 im GauBschen Zahlkôrper gehôren die bei-

den Klasseninvarianten

1 ¦ 3f\ =±ïl-if'K3'(l ±l/3)«(l±2l/3)M2±3|/3)"
'i—i^-

Daraus ergibt sich

y(3i) — ?YjzJL+?l\ 210-3- 1/3. 72-19- 31
\ J

und daher ist die Diskriminante der Klassengleichung

— 220-33-74-192-312

in ihr gehen in der Tat auBer 3 nur 2 und Primzahlen — 1 (mod. 4)
auf.

In der Hauptordnung des Korpers von y— 5 sind die beiden
Klasseninvarianten

woraus

j(Y— 5) — j l -^ _ J 2« • 5• K5 • 13 • 17

folgt; die Diskriminante der Klassengleichung ist demzufolge

—23°.53.132-172

aile ihre Primfaktoren neben 5 sind quadratische Nichtreste modulo 5.
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Ein Beispiel fur die Teilbarkeit einer Differenz ji^x)—j(î2) zweier

zu verschiedenen Ordnungen des gleichen Kôrpers gehôrigen Klassen-
invarianten durch einen Primfaktor einer voll zerfallenden Primzahl
geben:

j{V^2) 26-53 zum Fiihrer 1

und

J
26 • 53 • (5± 2 Vif (49 ± 12 Vêf zum Pùhrer 3.

Es ist ohne weiteres zu erkennen, daB ?(3l/—2)—j(]/—2) mit
?(|i/-^2) —? (V/=^2) durch Va teilbar sind.

SchlieBlich betrachten wir noch die Differenzen von Klasseninvarianten
verschiedener Stammdiskriminanten :

)— HV^Ï) 26-53 — 26-33 27-72

2 und 7 zerfallen beide in (V — 1) und (V—2) nicht voll. Àhnlich

j(]/—ll) — 215 — 26-53 —2e-3-11 • 19

Wieder sind 2, 3, 11, 19 Primzahlen, die weder in (]/—2) noch in
(j/ZTïï) voll zerfallen.

(Eingegangen den 12. Mârz 1946.)
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