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Théorème de Thyperespace
analogue au théorème de Pascal

Par Louis Kollros, Zurich

Soit En un espace linéaire de dimension n ; (n + 1) droites de En sont
associées si tout espace linéaire En_2 qui en rencontre n coupe aussi la
dernière.

De même, (n -\- l) espaces En_2 sont associés si toute droite qui
coupe n des En_2 est aussi incidente au dernier.

Pour n 2, trois points sont associés s'ils sont alignés ; trois droites
sont associées si elles sont concourantes.

Pour n 3, quatre droites sont associées si elles sont des génératrices
du même système d'une quadrique réglée.

Le théorème de Pascal peut s'énoncer ainsi :

Une conique coupe les trois côtés d'un triangle ABC en six points :

Ax et B2 sur le côté A B, Bx et C2 sur BC, Cx et A2 sur CA ; les trois
points d'intersection des paires de droites A±A2 et BC, B1B2 et CA,
CXC2 et AB sont alignés.

Dans l'espace En le théorème analogue est le suivant :

Théorème I. Une hyperquadrique rencontre les arêtes d'un simplexe de En
en n (n + 1) points ; ils sont n à n sur (n + 1) espaces linéaires En__x

dont chacun contient n points situés sur les n arêtes issues d'un n\,ême sommet.

Ces {n + 1) espaces En__1 coupent respectivement les faces opposées
du simplexe suivant (n -{- 1) espaces En_2 associés.

Pour le démontrer, prenons le simplexe donné comme système de

référence des coordonnées projectives ; ses faces ont alors les équations

xi=0 où i prend successivement les valeurs 1,2,3,..., (n -\- 1).

On peut choisir le point unité du système de coordonnées projectives de

telle sorte que la quadrique donnée ait l'équation :

où le second membre est la somme de — 7~ termes en x{xk, i et k
z

variant de 1 à (n + 1), mais i ^ k et atk aki.
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Si Al9 A2,..., An+1 sont les sommets du simplexe, l'arête AXA2 coupe
la quadrique aux deux points correspondant aux racines de l'équation

*î — («12 + O ^1^2 + A 0 ;

nous associerons l'une —— a12 au sommet Ax et l'autre — a12 au

sommet A«.
x,

L'hyperplan En_l contenant les n points situés respectivement sur les

n arêtes issues du sommet Ax aura l'équation :

X-t —— (vio X2 I «13 ^3

que nous écrivons en abrégé :

' 4" al, n+l Xn+1

X-t —

la somme devant être faite sur l'indice k ^ 1 variant de 2 à n+l.
On aura des équations analogues pour les hyperplans correspondant

aux sommets A2,..., An+1 ; on peut réunir les équations de ces (n+l)
espaces En__x dans la formule :

x% alk xk où

i prend toutes les valeurs de 1 à n+l (sauf k).
En coupant chacun de ces espaces En_x par la face xx 0 opposée au

sommet A
% on aura les (n+l) espaces En_2 qui, selon notre théorème I,

doivent être associés.

En effet, une droite de En est déterminée par (n — 1) équations
linéaires que nous écrivons en abrégé :

br8 x8 0 où

r varie de 1 à (n — 1) et s varie de 1 à (n + 1) ; la somme est faite sur s.

Cette droite coupe le premier espace En_2 si le déterminant

n+l

0
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Si nous désignons par Bik Bki le déterminant que l'on obtient en
supprimant les deux colonnes d'indices i et k dans le tableau de (n — 1)

lignes et (n + 1) colonnes des coefficients brs, l'équation précédente peut
s'écrire :

Di %2 B12 - aiz B1Z +• • •+ (- l)"a1>n+1 B1>n+1 0

ou, en notation abrégée :

Di («h* -Bi*) 0 où * # 1

la parenthèse désignant une somme dont les termes sont alternativement
positifs et négatifs.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que la droite considérée

coupe les (n + 1) espaces En_2 sont comprises dans la formule : Dt
(aik Bik) 0 où Je ^ i et i varie de 1 à (n + 1).

On vérifie alors immédiatement que la somme alternée :

DX~D2 + DZ + (- 1)» Dn+1 0

est identiquement nulle ; chacun des termes aik Bik y figure une fois
positivement et une fois négativement.

Donc toute droite qui coupe n des {n + 1) espaces En_2 est aussi
incidente au dernier.

Pour n 2, c'est le théorème de Pascal relatif aux coniques.
Pour n 3, c'est le théorème que Chasles a énoncé sans démonstration

(Aperçu historique sur l'origine et le développement des Méthodes en
Géométrie, p. 400) :

,,Une quadrique rencontre les 6 arêtes d'un tétraèdre en 12 points ; ils
sont 3 à 3 sur 4 plans dont chacun contient 3 points situés sur les arêtes
d'un même sommet. Ces 4 plans coupent respectivement les faces opposées

suivant 4 droites qui sont les génératrices du même système d'une
quadrique réglée."

La démonstration géométrique de ce théorème est simple :

Soit ABCDie tétraèdre ; ses arêtes coupent la quadrique aux 12 points
AxA2AZi B1B2BZ, CtCiCi, DXD2DZ. Dans le plan ABC, les trois
points {AXA2 - BC), {BXBZ - CA), (C2CZ - AB) sont sur la droite
de Pascal df de la conique commune à la quadrique donnée et au plan
ABC; ils sont aussi respectivement sur les droites:

b {B^B.-CDA), c
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Comme d' et d (DXD2DZ — A BC) sont dans le même plan A BC, on
voit que df coupe les quatre droites a} b, c, d ; il en est même des trois
droites de Pascal a\ b', cf situées respectivement dans les trois autres
faces BCD, CDA, DAB du tétraèdre.

Donc (a, 6, c, d) et {ar, b1', cf, df) sont deux groupes de droites
associées.

Théorème II (dual de I). Si Von mène par les espaces frontières Enm_2 d'un
simplexe de En les n (n + 1) hyperplans En_1 tangents à une hyperqua-
drique, ils se coupent n à n en (n + 1) points dont chacun est Vintersection
de n hyperplans tangents menés par les En__2 frontières d'une même face du
simplexe. Les (n + 1) droites joignant ces (n + 1) points respectivement
aux sommets opposés à ces faces sont associées.

Pour n 2, c'est le théorème de Brianchon.
Pour n 3, c'est le théorème énoncé par Chasles (loc. cit.) et

démontré par Weddle (Démonstration of Brianchon's Theorem, and of an
analogous property in space, Camb. Dubl. Journ., t. 7, p. 10—13) :

,,Si l'on mène par les arêtes d'un tétraèdre 12 plans tangents à une
quadrique, ils se coupent 3 à 3 en 4 points dont chacun est l'intersection
de 3 plans menés par les arêtes d'une même face ; les 4 droites joignant
ces 4 points respectivement aux sommets opposés à ces faces sont 4

génératrices du même système d'une quadrique réglée."
Si, pour n quelconque, l'hyperquadrique est inscrite au simplexe, les

(n + 1) droites joignant chaque sommet au point de contact de la face

opposée sont associées.

Si elle est circonscrite au simplexe, ses hyperplans tangents aux
sommets du simplexe coupent les faces opposées suivant (n + 1) espaces
linéaires de dimension (n — 2) qui sont associés.

(Reçu le 26 août 1946.)
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