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Ein Existenzsatz (iber reelle definite Polynome

Von WaLTER HaBICHT, Stans

Einleitung

1. Sei K der Korper der reellen Zahlen, R* der n-dimensionale affine
Raum mit Koordinaten aus K und @ ein Vollwiirfel des R», d. h. die
Menge der Punkte & = (§,,.. ., &,) des R", fiir welche die Ungleichungen
—m=&=m (meK; 1=1,...,n) erfiillt sind. Dann gilt der

Satz von der unteren Schranke.

Ist p(xy,..., x,) eine in Q definierte, daselbst stetige und positive reelle
Funktion von n Variablen, so besitzt ¢(&,,...,&,) auf Q eine positive
untere Schranke.

Offenbar ist dieser Satz enthalten im WeierstraBschen

Satz vom Minimum.
Eine in Q definierte, daselbst stetige reelle Funktion ¢ (2,,. .., x,) nimmt
. etnem Punkt von Q thr Minimum an.

2. Es entsteht nun die Frage, ob diese beiden Sitze ihre Giiltigkeit
behalten, wenn man anstatt K einen reell-abgeschlossenen Korper Q1)
zugrunde legt und anstatt stetigen Funktionen Polynome mit Koeffi-
zienten aus 2 betrachtet.

Der genannte Weierstrasche Satz hat topologischen Charakter; bei
seinem Beweis spielt die lokale Kompaktheit des Korpers der reellen
Zahlen eine wichtige Rolle. Nun existiert in jedem reell-abgeschlossenen
Korper 2 eine bestimmte Anordnung und damit eine natiirliche Topo-
logie (in welcher die Intervalle die ,,Umgebungen“ sind) ; der Koordinaten-
raum R" iiber £ ist dann als Cartesisches Produkt von n Réumen
ebenfalls topologisch. Daher liegt der Versuch nahe, den iiblichen Beweis
des Weierstraf3schen Satzes folgendermafBlen auf den Fall eines beliebigen
reell-abgeschlossenen Korpers 2 zu iibertragen: man bette 2 in einen
lokal-kompakten geordneten Korper £ ein, beweise den Satz in der
iiblichen Weise fiir den Raum R" iiber 2 und zeige schlieBlich, daf fiir
den Fall, wo die stetige Funktion ¢ ein Polynom iiber £ ist, die Koordi-
naten eines Punktes, in dem ¢ den Minimalwert annimmt, schon in £
liegt. — Ein solcher Versuch muf} aber scheitern; denn wie man leicht
sieht, ist die Anordnung eines lokal-kompakten geordneten Korpers £2

1) Vgl. dazu: B. L. v. d. Waerden, Moderne Algebra (Berlin 1940), Teil 1, Kapitel 10,
sowie Artin-Schreier, Algebraische Konstruktion reeller Kérper, Hamb. Abh. 5

(1927) 85—99.

331



notwendigerweise archimedisch; also muf3 auch der Teilkorper 2 von Q
archimedisch geordnet (und somit einem reellen Zahlkorper stetig-iso-
morph) sein. Fiir einen nicht-archimedisch angeordneten Koérper 2 fiihrt
also dieser Ansatz nicht zum Ziel.

3. Man mul} deshalb nach einer andern Beweismethode suchen. Dem-
entsprechend wird in dieser Arbeit der Satz von der unteren Schranke fiir
Polynome mit Koeffizienten aus einem reell-abgeschlossenen Korper £2 (cf.
§ 5, 4., Satz 11) rein algebraisch bewiesen, d. h. es werden dabei nur
beniitzt :

1. Die Anordnungseigenschaften eines reell-abgeschlossenen Korpers;

2. die Tatsache, daf} ein reell-abgeschlossener Kérper durch Adjunktion
von ¢ algebraisch-abgeschlossen wird;

3. die spezifischen Eigenschaften von Polynomen iiber L.

Die ersten beiden Paragraphen enthalten einige vorbereitende Sitze
und Definitionen iiber algebraische Mannigfaltigkeiten resp. Punkt-
mengen des n-dimensionalen affinen Koordinatenraumes R™ iiber Q.
In §3 wird die gleichméifBlige Stetigkeit eines Polynomes in einem be-
schrinkten Bereich des B™ bewiesen. — Der eigentliche Beweis beginnt
mit Satz 9 (cf. § 4, 1.); es wird hier eine Reihe von Ungleichungen auf-
gestellt, welche in § 5 zum Beweis des Satzes 11 fiihren.

Den Satz vom Minimum beabsichtige ich in einer spéteren Arbeit als
Spezialfall eines allgemeineren Satzes zu beweisen; zum Beweis des
letzteren wird dabei u. a. das Ergebnis der vorliegenden Arbeit beniitzt.

§ 1. Reelle algebraische Mannigfaltigkeiten.

1. Sei 2 ein reell-abgeschlossener Korper und R® der n-dimensionale
affine Raum iiber 2, d. h. die Menge der =n-tupel (&;,...,&,) (§; €8,
1=1,...,n). &= (&,...,¢,) heillt ein Punkt des R".

Definition 1.

Unter einer (reellen affinen) Mannigfaltigkeit It des R™ verstehen wir die
Menge der Punkte &  B™, in welchen ein System ©={p,} (e = 1,...,7)
von r Polynomen p,(x,,..., z,) in n Variablen mit Koeffizienten aus £
verschwindet. M heift die zu S zugehorige Mannigfaltigheit, S ein zu M
gehoriges System.

Ist {p,} (e=1,...,7) ein zu N gehoriges System, so wegen der

Realitit von Q auch {p}, wo p = X p2. p heille ein zu M gehoriges
Polynom. e=1
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R. Sei 4 = Q(i) der aus 2 durch Adjunktion von ¢ =}/—1 ent-
stehende algebraisch-abgeschlossene Koérper und P» der n-dimensionale
affine Raum tiber 4. { = ({,,...,¢,) (L,e A, i =1,...,n) heit ein
Punkt von P". Weiter verstehen wir unter dem projektiven Raum S»
iiber 4 die Menge der Klassen untereinander proportionaler n + 1-tupel
(Zo,2y,...,2,) (Z;eA, i =0,...,n, nicht alle Z, = 0). Eine solche
Klasse heiBt ein Punkt des S*; die Menge der Punkte des S mit Z, 0
heilt der eigentliche Teil E™ des S™. Die Punkte von E” lassen sich durch

die Zuordnung ¢, = —Zi (1 = 1,...,n) eineindeutig auf P abbilden.
0

Dabei gehe eine Teilmenge N & E”» iiber in N’ & P~

Definition la

Unter einer (komplexen projektiven) Mannigfaltigkeit M des S™ ver-
stehen wir die Menge der Punkte des S™, in welchen ein System X = {P,}
(e=1,...,7) von r Formen PP(XO,. .., X,) m n -+ 1 Variablen mit
Koeffizienten aus A verschwindet. M heifle die zu X' gehorige Mannigfaltig-
keit, 2' ein zu M gehiriges Formensystem. Liegen insbesondere die Koeffi-
zienten der P, schon in Q, so heiffe M eine Q-Mannigfaltigheit des S™.

Ist M eine 2-Mannigfaltigkeit des S, so ist offenbarIR = (M NE")'n R
eine Mannigfaltigkeit des B*. I heille die zu M gehorige Mannigfaltig-
keit des R, M eine zu IN gehorige Q2-Mannigfaltigkeit des S™.

3. Satz 1. Zu jeder Mannigfaltigkeit N des R™ gibt es eine (sogar
unendlich viele) zugehorige Q-Mannigfaltigkeit des S™.

Beweis: Sei S ={p,} (e=1,...,r)ein zuIR gehoriges System, p, von
Grad 1,?) und m, eine beliebige natiirliche Zahl=1, (o =1,...,7).
Bilden wir das Formensystem 2 = {P,}, wobei P,(X,,...,X,)=
X"e-p, (f)%l—’ e, 2)%-‘-) (e=1,...,r), sowie die zu 2 gehorige Mannig-

0 0
faltigkeit M, so gilt offenbar M = (M n E*)'n R", q.e. d.

Satz 2. Ist eine Mannigfaltigkeit M, des R™ echte Teilmannigfaltig-
keit einer andern M,, d. h. 15t My < M, und sind M, resp. M, zugehorige
Q-Mannigfaltigheiten des S™, so ist My n M, = M} ebenfalls eine zu M,
gehorige Q- Mannigfaltigheit des S™, und My < M,.

Beweis: a) Zunichst ist M, N M, wieder eine 2-Mannigfaltigkeit des
Sn, Ferner folgt aus der eineindeutigen Zuordnung £" > P":

2) Der Grad von p ist der Grad des hochsten homogenen Bestandteils.
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(M, nM)NE*Y = (M, n E* n(M,n E*) (1)
also weiter

(M,nM,) nE™)n R~ (M,nE") R*)n((M,n E*) 0 R™)= MM, nDL,= M,

b) Wiare M, NM,= M,, so hitte man nach (1): 0, = (M, n E*) n R
= IR,, was nicht der Fall ist.

Aus den Sitzen 1 und 2 folgt unmittelbar

Satz 2a. Ist eine Mannigfaliigkeit YN, des R™ echter Teil einer andern
My, d. h. M, c M, so gibt es zwei zugehorige Q2 - Mannigfaltigkeiten M,
M, des S*, so dafp M,c M, ist.

4. Satz 3 (Kettensatz). Eine Folge von Mannigfaltigkeiten M, > My> ---
des R, in der jedes M, ., echter Teil von M, ist, muf nach endlich vielen
Schnitten abbrechen.

Beweis. Nach Satz 3 gibt es eine Kette zugehoriger £2-Mannigfaltig-
keiten des 8” mit M,> M,>--.. Diese bricht nach dem Kettensatz der
algebraischen Geometrie ) nach endlich vielen Schritten ab; also muB3
dasselbe fiir die Kette I, DM, o - - gelten.

§ 2. Reelle Punktmengen.

1. Wihrend § 1 von algebraischen Mannigfaltigkeiten im R* handelt,
beziehen sich die Sdtze dieses Paragraphen allgemeiner auf Punkt-
mengen M des R*. Bekanntlich kann 2 auf genau eine Weise ange-
ordnet werden, indem man alle diejenigen von Null verschiedenen
Elemente, welche sich in 2 als Quadrate darstellen lassen, > 0 setzt.
Unter dem Betrag |a| eines Elementes a # 0 verstehen wir sodann die
positive der beiden Zahlen @ und —a. Wir gehen aus von einem Punkt
£ = (&,..., &) des R und einem Element ¢ > 0 aus Q.

Definition 2. Under der e-Umgebung U ,(£°) des Punktes &° verstehen wir
die Menge der Punkte & des R™, welche simtliche Ungleichungen

|6 —&lse (=1,...,m)
erfitllen; unter der e-Umgebung U, (M) einer Punktmenge M des R™ die

Vereinigungsmenge {U(&)}sea, erstreckt iiber alle Punkte von MM, oder,
falls M leer ist, die leere Menge.

3) Vgl.: B. L.v.d. Waerden, Einfiihrung in die Algebraische Geometrie (Berlin,
Springer 1939), Kap. IV, § 28, p. 109.
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Aus M < M folgt also U,(M) < U, (M), aus 0<d<¢ folgt Us(M)
< UM

Definition 3. Unter dem e-Komplement K,(£°) des Punktes £° verstehen
wir die Menge des Punkte & des R™, welche nicht simtliche Ungleichungen
léi_§€|<£ (izl,...,n)

erfillen ; unter dem ¢-Komplement K (M) einer Punktmenge IR des R™ den
Durchschnitt (K (£) )sem, erstreckt aber alle Punkte von IR, oder, falls M
leer ist, den ganzen R™.

Aus M’ M folgt also K, ()2 K, (M), aus § < ¢ folgt K5(IMN) S K, (M).
Aus 0<ée’'<e und éc U, (M) folgt &= K, M); ist umgekehrt
£ = K, (M), so gibt es ein ¢/ aus Q mit 0 <&’ <e und £cU,,(M).

Satz 4a. Seien 6, ¢ zwer Elemente von 2 mit 0 < ¢ < »g und A, B

zwer Punktmengen des RE™. Dann gilt
U, W) N Ks(B) S U, (AN K5,(B)) . (2)

Beweis. Ist U leer, so ist der Satz trivial. Sei U nicht leer; dann gibt
es zu £cU, (W N Kg(B) einen Punkt £2c A, so dal

|§¢—§?l§€<~g- (t=1,..., n).

Wire &£c Us, (B), so gibe es §*c B, so daB

é :
o - s G=1,...,m) 3

also wire

IE;"&?I§!§;~§QI+IE?‘—§:I<6 (i=1,...,n),

also & = K5(B), was nicht der Fall ist. Also ist £°c AN K;,(B) und
folglich &c U, (AN K;5,(B)) -

Satz 4b. Seien 6, ¢ zwei Elemente von 2 mit 0 < ¢ < ——g— und W, B
zwei Punktmengen des R*. Dann gili

K, (ANK5,(B))NKs(B) = K(N) N Kg(B) . (3)
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Beweis. Jedenfalls ist K (AN K5, (B))2 K A). Sei
Ec KS(QIHK% (%)) ’

aber £z K, (). Sei ¢’ e mit 0<e’' < ¢, so daB & U, (). Wire
£c Kg(B), also éc U, ()N K5(B), so wire nach Satz 4a:

EcU,(UNK;s, (B)), also &Ec= K, (ANKs5, (B)) .

Also kann nicht & c Kg(*B) sein, woraus Satz 4b folgt.

2. Im folgenden sei eine der Koordinaten des R, etwa die erste,
ausgezeichnet. Dementsprechend bezeichnen wir die Punkte des R® mit
(& n) = (& 115-« ., §py)- Wir betrachten nun neben dem R” einen R"~!
iitber Q.

Definition 4. Unter der Projektion eines Punktes (€, n) des R™ verstehen
wir den Punkt n des R"', unter der Projektion IM* einer Punktmenge M
des R™ die Menge der Projektionen simitlicher Punkte von IR.

Unter UX(M*) resp. KX (IMM*) verstehen wir die Mengen U, (IM*) N R»—1
resp. K, (I*) N RB*-1,

Aus P < M folgt WM'* € M* ; fiir zwei Mengen IM,, M, gilt deshalb
(M, ND,)* S MF M.

Definition 5a. Unter dem e-Supplement S, (&% 1°) des Punktes (£°, n°)
von R™ verstehen wir die Menge der Punkte (&, n) des R™ mat

N = 15 t=1,...,n—1)
und
|§—8&|=¢.

Die Punkte von IR, die dieselbe Projektion besitzen, seien zu Fasern §

zusammengefaBt.

Definition 5b. Unter dem e-Supplement S, (§) einer Faser § von M
verstehen wir den Durchschnitt (S,\£) );cg, erstreckt wber alle Punkte von
&, unter dem e-Supplement S (M) vonIN die Vereinigungsmenge {S,(F)}gem>
erstreckt itber alle Fasern von IR, oder, falls I leer ist, die leere Menge.

Danach ist also (S,(M) )* < M* .

336



Satz 5. Ist M eine Punktmenge des R™ und 0 < 8 < &, so liegen alle
Punkte von K (M), deren Projektionen in U (M*) liegen, in Us(S,(M)) .

. Beweis. Sei (¢,7)c K (M) und 7 c UFEAN*). Dann gibt es
(£%,7%) I, so daBl

| — | < d<e t=1,...,n—1) (4)
und
| &E— & =¢

ist. Ist weiter (£° 7°) ein beliebiger Punkt der Faser von I, auf der
(&% 7°) liegt, so ist auch | & — &°| = ¢; also gilt (&, %°) < S, (M) ; also
wegen (&, 7) < Us((51°): (&, ) < Us(S, (M)) .

Danach gilt also K (M) =N, + Ny, N, S Us (S, (M) ), NS S KF (M*).

3. Im folgenden sei @ die Menge der Punkte (£, 1) von R”, deren
erste Koordinaten zwischen zwei festen Schranken liegen:

§1§5§52 (51’526‘9) . (5)

Eine Punktmenge ¢, die aus lauter Fasern von O besteht, heille eine
zylindrische Punktmenge von 6. Fiir zwei solche gilt (€7 NGE2)* =
€ NEF (wobei wir zur Abkiirzung €°* = €* setzen).

Satz 6. Ist AP eine zylindrische Punktmenge von @, so ist
(K, (A% N O )* = K} (A*) .

Beweis. a) Sei (£, n)c K, (A% N @. Ist n° ein beliebiger Punkt von
A*, so ist (£, 7°) < A®. Es konnen also nicht alle Ungleichungen
I —72|<e(@=1,...,n— 1) erfiillt sein, also ist 75 c KX#),
folglich 5 < KX(A*).

b) Sei nc KX(U*). Dann gilt (£,,7)c K, (A)N 6O .

SchlieBlich sei @ ein Vollquader des R”, d. h. die Menge der Punkte
(&, m) des R™, welche n Ungleichungen

=l <& (&1, &5 M1ss 772;'5-9§

; (5")
N = i S Mo 1=1,...,n—1)

erfiillen. Sei N° eine aus lauter Fasern des R"™ bestehende Punktmenge,
N* ihre Projektion, ferner die Vereinigungsmengen N° V K,(Q) = U,
N* V KF(@Q*) =B*.
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Satz 7. Fir eceQ mit 0<e<l1 gqilt
(K ())* = K} (B*) .

Beweis. a) Sei (&,7) c K, (W). Dann ist erstens ne KJ(K[(Q*%)),
zweitens 7 e KF(N*), also 5 e KF(B*).

b) Sei n c KX(B*), ferner & ein beliebiges Element von 2 mit
Eb— 14+ es<éE<& 4+ 1 —¢e. Dann liegt offenbar (£, n) in K, ().

§ 3. Eine Stetigkeitseigenschaft reeller Polynome.
1. Wir bezeichnen die Koordinaten des R™ wieder gleichmaflig mit
(é;,. .., &,). Im R”sei ein Vollquader @ gegeben durch die Ungleichungen

§u=§=6y (§16, &2, 1 =1,...,m) . (5”)

Ferner sei p(«,,. .., z,) ein Polynom in » Unbestimmten z,,..., z, mit
Koeffizienten aus 2.

Satz 8. Zu jedem & >0 aus 2 gibt es esn 6 > 0 aus 2, so daf fir
zwet beliebige Punkte § c Q, ncQ mit | & —n, |6 (e =1,...,n):

| 25 &) — P15 my) [ S €
wird.
Bewets. Ist y,,..., y, eine neue Reihe von Unbestimmten, so gibt es
n Polynome 4,,...,4, in den = und den y, so daf}

p(yla' R yn) - p(xh' ..y xn) = EA v(x’y)'(yv — xv) (6)

ist4). Ist dann M, eine obere Schranke fiir | 4,(&,1) |, éc @, nc @ und
M = max (M,) %), so setze man § = %—eﬂ—, und (6) liefert ohne weiteres
die Behauptung.

Satz 8a. Verschwindet ein Polynom p(z,,...,x,) auf einer Punkt-
menge M S Q , so gibt es zu jedem ¢ >0 ein 6 >0 aus 2, so daf

auf Us@R)NQ : | p(&,...,8,) | =S¢ st

4) Beweis: p(y)—op(z) = ;‘J (P(®rse e s @y 15 Ypse o s Y)—P(T1se - @5 Yy a5 - o¥,)) -

5) Sei etwa 4 ,(z,y) = a bt -+a,wynl und —m ZE Smm=1;6=1,...,n0
ein Q umschlieBender, n-dimensionaler Wiirfel des R™. Dann setze man
M,= (la| + - +|a,])-m.
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Beweis. Wir bestimmen  nach Satz 8. Ist dann £ ¢ Ug(IM) N Q, so
gibt es nach Definition 2 (cf. § 2, 1.) einen Punkt £2c I, so daB | &, — &9 |
=6 (=1,...,n), also ist | p(&)| = | p(&) — p(&%) | = e, q.e. d.

Satz 8b. Besitzt | p(xy,...,2,)| auf M S Q eine positive untere
Schranke d, so gibt es ein 6 > 0 aus 2, so daf auf UsMNQ:

FIGIEE="

Beweis. Wir setzen ¢ = —g— und bestimmen 6 nach Satz 8. Zu
EcUsMNQ gibtesdann 2 c N mit | &, — | <d(c=1,...,n);
) d
alsoist | p(§)[=|pE) ]| —|pE) —pE) =, g.ed

§ 4. Die Abstandsgleichungen.

1. Sei @ ein Vollquader des RB*. Wie in § 2, 2. ff. zeichnen wir die
erstz Koordinate aus. Ferner sei p(z,y) = p(«,9;,. .., ¥,—;) ¢in Polynom
in » Variablen z, y,,..., y,_; mit Koeffizienten aus £.

Satz 9. Zu jedem Polynom p(x, y) gibt es eitne Rethe von endlich
vielen Polynomen H ,(y) in den y allein, so daf3 fir £e2, n c @* und
fir das erste im Punkte n nicht verschwindende Polynom H ,(y):

[p&n) | = H()|-1&— & | . (7)

Dabei bedeutet £, die & am ndchsten gelegene reelle Wurzel von p(x,n) und
p, die Anzahl der reellen Wurzeln von p(x,n). Besitzt also p(x,7n) keine
reelle Wurzel, so vereinfacht sich (7) zu

lpEn) | =] Hm)| - (7')

Verschwinden alle H,(y) im Punkte n, so verschwindet p(x,n) identisch.
Die Ungleichungen (7) mogen die Abstandsungleichungen heiflen. Wir

teilen den Beweis von Satz 9 in fiinf Abschnitte.

s Ba p(a,y) = coly) - &t +- -+ er(y) (8)

wobei die ¢)(y) (A = 0,...,!) Polynome in den y bedeuten. Wir setzen
zunichst voraus, daBl I = 2 sei. Seien &,,. .., ¢, die Wurzeln von p(z) in
einem algebraisch-abgeschlossenen Erweiterungskérper von Q(y), also

l
p(x,y) = co(y) -ZI_Yl(x — %), (8)



und P(z) das Polynom, dessen Wurzeln die Quadrate (9, — 4,)? sind:

Pw) = IT (x— () —8,)*) = + Oy-a" 1+ ... + O (L =3%1(—1)).

" (9)
Dabei sind die €, symmetrische Polynome der #¢,, also
Ga(y)
C'_F( (y),...,cl(y)): a9 o A=1,...,L), (10
NG e w)) T Gy ). 1)

wobei die G ,(y) Polynome in den y mit Koeffizienten aus 2 und die 7,
positive ganze Zahlen bedeuten. Wir dehnen Formel (10) noch auf den
Index A = 0 aus, indem wir setzen G,(y) = 1, r, = 0.

Sei nun 7 ein beliebiger Punkt von @*, in dem ¢, () nicht verschwindet,
und G, (n) (0 < k < L) der letzte nicht verschwindende unter den Werten
G4(n). Da (10) bei der Spezialisierung der y zu den 7 erhalten bleibt, so

gilt nach (9) @, (n)
k

I (x— Cp.)z =

<k = Tean)® )

wobei links das Produkt der Quadrate der nichtverschwindenden Differenzen
der Wurzeln Cy,. .., {, von p(x,n) steht.

3. ¢i,..., ¢, sind Elemente des algebraisch-abgeschlossenen Korpers
A, der aus 2 durch Adjunktion von ¢ entsteht. Verstehen wir unter dem
Betrag | { | eines Elements { von 4 = 0(i) die positive Quadratwurzel
aus seiner Norm beziiglich 2, so gelten fiir die Betridge zweier Elemente
¢, ¢ von 4 die Gesetze

1 E- 81 =121-1¢]
und (12)
A+ TI=1C+1819 .

Wir geben jetzt fiir die Quadrate der Betrige der Wurzeldifferenzen
i\ — Cu eine obere Schranke an.
Wegen (12) ergibt sich aus (8) fir » c @* und (e Q(¢):

lpGm) | =1 em -1 1P — e |1 N =2 — | e(m) |

Wie leicht ersichtlich, gibt es deshalb ein m > 0 aus 2, so dafl fiir
| &1 >+

unabhingig von der speziellen Wahl von #» im @*:

lo()l

) Das letztere folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, und diese gilt in be-
liebigen formal-reellen Korpern (vgl. a. a. O. Fulnote 1).
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| p(&,m) | >0 ist. Also gilt fiir simtliche Wurzeln ¢, von p(z,7):

O] = #ﬂ Ist schlieBlich 4m2? = M, so folgt nach (12):
(1]

Far je zwei Wurzeln £y, ¢, von p(z,n) (nc @*) gilt

M
IC/\“C;LIzéW, (13)

wobei M € 2 von der speziellen Wahl von n in Q* nicht abhingt.

4. Wir wollen jetzt fir die Quadrate der Betréige der nichtverschwin-
denden unter den Wurzeldifferenzen () — Cu eine untere Schranke an-
geben. Sei G,(n) der letzte nichtverschwindende unter den Werten
G ,(n). Um die Schreibweise zu vereinfachen, lassen wir im folgenden den
Index k& weg und fiigen ihn am Schlufl wieder hinzu.

Ist s die Gliederzahl des Produkts (11), so liefern die Formeln (11)
und (13) unter Beniitzung von (12) fiir je zwei verschiedene Wurzeln

Exs &t

G| Loy 207
2> :
b= Tamr T e
1

ot = d, so folgt: Fir je

zwer verschiedene Wurzeln £y, C,, von p(z,n) (nc Q%) gilt

Setzen wir noch 2(s — 1) —r =p und

[ —CulPzd-[Gm) | -|clm)|®; (14)

dabei ist d > 0 ein von der speziellen Wahl von # in @* unabhéingiges
Element von 2 und p eine ganze Zahl, die iibrigens immer = 0 gewéhlt
werden kann, indem eventuell eine geeignete Potenz einer oberen
Schranke von |cq(n) |, n < @*, in den Faktor d hineingezogen wird.

b. Wir teilen nun die Wurzeln ¢,,..., ; in zwel 'Kategorien:

1. Die im Grundkorper 2 liegenden: &,,...,¢,.

2. Die iibrigen: {,..., {,,. Diese sind paarweise konjugiert beziig-
lich Q:

Or=@r+ 1y

. (@r, vrefl; A=1,...,9) .
Ot g=gx—ty)
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Dabei ist p) # 0, also {} — {),, #0 (A= 1,...,q). Ist nun £ ein be-
liebiges Element aus £, so ist nach Definition des Betrages fiir eine
beliebige Wurzel der 2. Kategorie:

[6—=Colzlwl=F1O— el A =20der A+¢, A=1,...,9),
also nach (14)

=G P2 b= b P22 160 |- o e . (15)

Ist ferner £, die &£ am nédchsten gelegene unter den Wurzeln der 1. Kate-
gorie, so ist

»
)\Hlf“fz\lz%lf—fﬂlz”~ (16)
=1

Aus (8'), (15) und (16) folgt also nach (12):

B 12 e 1* ()2 1660 127 [ antn) 206 - 1§ =&,

Setzen wir schliellich ¢ =g, p = P, q-0 + 1 = 94, (il—)q =D,, so
folgt
| p&.m) | = Dy | colm) % - | Giln) |% - [ & — & [P . (17)

Dabei ist D, € 2 mit D, >0 und g, ¢, p; nichtnegative ganze Zahlen,
und zwar insbesondere p, gleich der Anzahl der reellen Wurzeln von
p(x,m). (17) gilt auch noch, wenn alle Wurzeln reell sind, da dann
¢ = 0,0, =1 ist; man setze in diesem Fall D, = 1.

Es bleiben noch die Fille, daf3 p(x,y) in « linear oder unabhéngig von
x ist. Im ersten Fall hat man fir c,(n) # 0:

[ &) | =]cn)-E+ )| =1¢Cn) |- |&E—&1, (17%)

. .
. aweren | p&m) |=| coln) | - (177)

Diese Fille sind in (17) enthalten, wenn man beidemal D = 1 setzt.

6. Injedem Punkt n c @*, in dem c(n) # O ist, gilt eine Ungleichung
(17) (resp. (17’), (17”)) mit G'4(n) # 0. Sei nun in einem Punkt 7 c @*:
co(n) = 0. Sollten alle Ausdriicke c,;(n) verschwinden, so verschwindet
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p(z,7n) auf der zum Punkt 7 gehorigen Faser der R" identisch. Ist dies
nicht der Fall und ¢;(y) der erste Koeffizient von (8) mit c;(5) # 0, so
stimmt im Punkte 7 das Polynom p(z,y) iiberein mit dem Polynom

(%, y) =c;(y)- 2z +- -+ c,(y) .

Wiederholen wir alle oben gemachten Schliisse fiir p’(x,y) und setzen
nachtréaglich wieder p(x,7) = p’(z,7), so finden wir eine Ungleichung

| &) |2 Dy - | e;(n) [%% - | Gypln) |% - | & — &, [Pk .

Fir j=1—1 setze man D, , = 1, ebenso fir j =1: D, = 1. Setzt
man schlieBlich
Dy - (c;(y) )% - (G(y) )% = H 3 (y)

und denkt sich die Polynome H,,(y) erstens nach j, zweitens nach %
lexikographisch geordnet (j =0,...,0; k=4I —j(l —j—1),...,0,
resp. k=0 fiir j =1 —1,1), so ergibt sich aus der Bedeutung von
¢;(y) und G,.(y) unmittelbar Satz 9.

§ 5. Der Satz von der unteren Schranke.

1. Wie im vorhergehenden Paragraphen bezeichnen wir die Punkte
des R® mit (&,9) = (&,7y,...,7,) . Wir betrachten in einem Vollquader
Q des R® mit den Ungleichungen (5') (cf. § 2, 3.) ein Polynom
p@,y) =p,y,,.... ¥y, mit Koeffizienten aus 2 und beweisen den
grundlegenden

Satz 10. Sei p(x,y) etn Polynom dber 2 und MM die zu p gehdrige
Mannigfaltigkeit des R™. Dann gibt es zu jedem e €2 mit ¢ > 0 ein
deQ mit d >0, sodaff in KL MNQ: |p|=d gilt.

@ kann dabei beliebig gewdhlt werden. Ist 9t leer, so besagt der
Satz, daB | p(&,7) | in @ eine positive untere Schranke besitzt. Wir
beweisen den Satz durch Induktion nach n. Wir machen also die
Hauptinduktionsvoraussetzung (HIV), dal der Satz fiir n — 1 Variable
schon bewiesen sei.

Sei @ die durch die Ungleichungen (5) definierte Punktmenge des
R» (cf. §2, 3.). Dann beweisen wir zuerst:
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Hilfssatz. Sei 6> 0 und B* etne Punktmenge des R™1, so daB fiir
beliebiges A >0 das Polynom p(x,n) fir n cCF = KX (B*) definit ist.
Gibt es dann einen Quader QF des R"1, so daf fiir beliebiges A > 0 :
€l QF ist, so besitzt | p(&,m)| auf der zylindrischen Punktmenge €%
von @, deren Projektion €F ist, eine positive untere Schranke D.

Beweis. Ist €F leer fiir beliebiges 4> 0, so ist nichts zu beweisen.
Ist €} fiir 4 < 4, nicht leer, so ist p(x,n) fir y < € definit, also
verschwinden fiir y = » nicht alle der in Satz 9 (cf § 4, 1.) ge-
nannten Polynome H, (y). Sei H®) das erste nicht identisch ver-
schwindende unter den Polynomen H, und allgemein H‘*+1 das erste
auf H*) folgende, das nicht in allen gemeinsamen reellen Nullstellen
von HV . . H® verschwindet. Ist H'? das letzte Polynom der so
gebildeten Kette, so konnen HW . .. H'Y) demnach keine gemein-
same reelle Nullstelle haben. Seien M o>MF o ... o M) =0 die
im R*1! zu den Systemen {HWV}, {HWV K H®} .. . {HY, .., HD}
gehorigen Mannigfaltigkeiten und My = R*-1, ferner MY (k=0,...,
! — 1) die zylindrische Punktmenge von @ mit der Projektion I} .

Sei schon bewiesen: | p| besitzt auf M5 NCY, (A’ :—267) eine
positive untere Schranke D,. Wir behaupten: | p| besitzt auf

Mme_, NEY (A === 53_—1«) eine positive untere Schranke D,_,.

Nach Voraussetzung liegen €9,85, in Q¢. Nach Satz 8b (cf. § 3) gibt
es also ein 6> 0 aus 2, so daB in Us(MINE5)NES: |p|= —1-)2—’°> 0.
Wir wihlen 6 auBerdem kleiner als 4’. Nun ist IMS_, NEG =N + N7,

NS UsMENEL)NEE, NS Ksg(MENEs)NEG. Auf RNY gilt

lp| = —%’5 ; fir NF gilt wegen € = K} (B*),C}, = K, (B*) und

A’=£21- nach den Sitzen 6 (cf. §2, 3.) und 4b (cf. §2, 1.):

N < (Ks(MINECZ)NEY* = KF((MNEL)*) NG
— KFMINGEH) NCE = KFMF)NCF < KFMH)NQF

‘ k

Nun ist M die zu dem Polynom in n» — 1 Variablen H = J (H")?
k=1

gehorige Mannigfaltigkeit des R"1. Nach HIV besitzt also H auf
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K$(My)NQy eine positive untere Schranke D} (D e 2, D} > 0).
D}? ist auch untere Schranke fiir H auf der Teilmenge N*. Da aber
NS < M;_,, so verschwinden auf N} alle H, bis zu H*, und H®
besitzt demnach auf it} die untere Schranke D;. Da p(z,7) fir nc R¥
< €F nach Voraussetzung definit ist, gilt deshalb nach Satz 9 (§ 4, 1.)
fir (&,1) cN?:

| pEn) | 2| H®m) | = Dy >0 .

Setzen wir schlieBlich D,_, = min. (—gm"-, D,é) , so besitzt | p| auf
M, NE =N + NG die positive untere Schranke D, ,, q.e. d.

i
Fir k = [ fdllt N? weg und es ist H = 3 (H™)? in R"-! definit,

A=1
besitzt also in @F und a fortiori in €} eine positive untere Schranke
D,_,, und diese ist in M?_; N € untere Schranke fiir | p |. Fir k = 1
liefert der InduktionschluB wegen N E3 = 3 die Behauptung
des Hilfssatzes. |

2. Nun sei die zu p(z, y) gehorige Mannigfaltigkeit I des R™ nicht
leer. Wir setzen zunichst voraus, dafl auf IM* nicht alle zu p(z,y)
gehorigen Polynome H (y) verschwinden. Sei H, = H das erste Poly-
nom H,, das nicht auf ganz I* verschwindet, N* die zu H gehorige
Mannigfaltigkeit des R”, N° die Menge aller Punkte des E”, deren
Projektionen auf R* liegen. Dann ist M, = M NN° < M eine echie
Teilmannigfaltigkeit von 9 (die auch leer sein kann) mit dem zu-
gehorigen Polynom p, = p? + H? Denken wir uns diese ganze Kon-
struktion wieder auf p, und I, ausgeiibt und das Verfahren fort-
gesetzt, so erhalten wir nach Satz 3 (cf. § 1, 4.) eine endliche Kette
M=M,Do M, >...o0M, =0 und eine Kette zugehoriger Poly-
nome p = Pg, P1s-+-» Pu> WObEL P, =p5 + HS (0 =0,..., 0—1).

Satz 10 sei schon bewiesen fiir p,.,; behauptet wird er fir p,. Da
P,41 aus p, auf analoge Weise entsteht wie p, aus p, kénnen wir den
Index o weglassen. Sei also schon bewiesen: es gibt d,> 0 aus 2, so
daB in K,(I,) N Q: p,=p?+ H? = 2d}. Dies gilt a fortiori in K, (IM)N Q.

Nach Satz 8a (cf. §3) gibt es 6 e 2 mit 0<d<1, so daB in
U# (M*) N @*, also auch in UsMN®) N Q: H2< d;. Dann ist K (M) N Q=
R, + K,, wobei auf &, = K, (M) N UsR°) N Q:|p|=d, ist, wihrend

R S K. MNKR)NEQ . (18)
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Sei nun @, = U,(@), A =N° V K,(Q), B* = N* V K} (@Q*). Dann gilt
wegen 0 < 1 die Inklusion K5 NQ = Ks(A)c Q,, also wegen (18)

K, S K () N K5(A) . (187)

Da 9t* die Mannigfaltigkeit von H in R"1 ist, so besitzt |H| auf
K3 (M*)NQy, also a fortiori auf Kg (B*), nach HIV eine untere
Schranke d,> 0. Ist nun (&,7n)c S, (M), so gilt nach den Definitionen
5a, b (cf. § 2, 2.) fiir die £ am néchsten gelegene reelle Wurzel &, von
plx,n):| & —§&, | =¢e. Weiter gilt nach Satz 7 (cf. §3, 4.):

(8.(I) N K5, (A)* < M*N (K5, (A))* = M*N K3, (B*) . (19)
Da aber auf IM* alle H, bis zu H verschwinden, so folgt aus Satz 9
(cf. §4, 1.) fiir (§,1) < S.(MM) N K5, (A) :

| pEm) |2 | Hn) |- |6 — &, |P=dy- v =dy >0 .

S (M) N K5, (A) liegt in @,. Also gibt es nach Satz 8b (cf. § 3) ein
6'> 0, das wir auBerdem < /2, < e und <1 wihlen, sodaB auf
Us/(S(M) N K5, (W) NQy: |p| = %—3— > 0 ist. Nun ist aber mnach
Satz 4a wegen Kg(U)c Q,:

Us. (S8.(3)) N K5(A) S Us (S (M) N K5, (W) N Qo ,

also besitzt | p | auf Us, (S, (M)) N K5(A) die untere Schranke %ﬁ > 0.

Da weiter wegen ¢’ < ¢ die Projektionen aller Punkte von K, (), die
nicht in Uy, (S,(IM)) liegen, nach Satz 5 (cf. § 2, R.) in K3,(IM*) liegen,
so ist K, = £, + L,, wobei | p| auf @, = Us, (S,(M)) N K5A) die

untere Schranke %i besitzt, wihrend LF € K§,(MM*) N @*. Ist schlieB-

lich By = M* v K} (Q*), so gilt a fortiori &F € K3,(BF) c QF. AuBer-
dem gilt 8, @, also liegt £, auf der zylindrischen Punktmenge £3.
von @ mit der Projektion CF, = K§,(BF). Da aber M die Mannig-
faltigkeit von p ist, so ist p(x,n) fiir beliebiges 4 > 0 und nc €7
definit, also besitzt | p| auf €3, und a fortiori auf €, nach dem HS eine

untere Schranke D > 0. Setzen wir schlieBlich d = min. (dl, %3—, D) ,
so ist also auf K,(IM)NQ:|p|=d>0, q.e.d.
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Ist schon M, leer, so ist p, = p% + H? im R" definit, besitzt also
nach dem HS. in K, (M) NQ S Q eine untere Schranke 2d? (man setzt
im HS: 8* = K,(Q*); dann ist Qc €3). Mit dieser Bemerkung ist die
Nebeninduktion verankert, sobald wir noch den Fall behandelt haben,
daf auf ganz M* alle Polynome H, verschwinden.

3. Dies ist nach Satz 9 (cf. §4, 1.) nur so moglich, daB fiir alle
Punkte n c M* das Polynom p(x,n) identisch in 2 verschwindet.
I besteht deshalb aus allen Punkten des R*, deren Projektion auf N*
liegt, also gilt:

(K.(M))* = KZ(M*)  und (K ()N Q)* = K} (M*) N Q* .

Ist nun d e 2 mit 0 < d < 1 und d < e und By = M* v K} (Q), so gilt
weiter
KX ()N Q* < KF(M*)NQ* < KF(BF) =CF .

Ist €3 die zylindrische Punktmenge von @ mit der Projektion €f, so
ist also K,(M) N Q < €3. Nach Definition von By ist aber p(x,n) fir
n < @} (4 beliebig > 0) definit, woraus wieder nach dem HS. die
Behauptung folgt.

Damit ist Satz 10 unter der HIV bewiesen. Um noch die Haupt-
induktion zu verankern, bemerken wir, daB sich im Fall n = 1 Satz 10
auf die Formel (7) resp. (7’) des Satzes 9 (cf. § 4, 1.) reduziert (wobei
die H, gewisse Konstante bedeuten). Damit ist Satz 10 vollstindig
bewiesen.

4. Wir bezeichnen die Punkte des R™ wieder mit & = (,,..., £,)
und fassen die Variablen z,,..., 2, unter der Sammelbezeichnung z
zusammen. Sei ¢ ein durch die Ungleichungen (5”') (cf. § 3, 1.) defi-
nierter Quader des R™ und p(x) ein in ¢ definites Polynom iiber Q.
Ist p(z) in einem Punkt £° ¢ @ positiv, so ist es auf ganz Q positiv?).
Ein in ¢ definites Polynom ist also daselbst entweder positiv oder

negativ definit.

Satz 11 (Satz von der unteren Schranke). p(x) ser auf Q positiv
definit; dann gibt es ein d > 0 aus 2, sodaf far Ec Q: p(&) = d ist.

) Ware p in £1 C @ negativ, so giabe es auf der in @ liegenden Verbindungsstrecke der
Punkte £0, £ nach dem Satz von Bolzano (der in beliebigen reell-abgeschlossenen Kérpern
gilt; vgl. a.a. O. FuBnote 1) einen Punkt &, in dem p verschwinden wiirde.
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Bewets. Der Satz sei schon bewiesen fiir n — 1 Variable. Unter dem
Rand R(Q) verstehen wir die Menge der Punkte von @, fiir welche in
mindestens einer der Ungleichungen (5'’) links oder rechts das Gleich-
heitszeichen steht. R(Q) 1ldB8t sich als Vereinigungsmenge von 27
(n — 1)-dimensionalen Quadern @ (A =1,...,2n) darstellen, und
nach Induktionsvoraussetzung besitzt p auf jeden von diesen, also
auch auf R(Q), eine untere Schranke; letztere sei d, > 0. Nun ist fir
0<e<l: U (RQ)c Q=U,@), also U,(RQ)=U,(RQ)NQ.
Nach Satz 8b (cf. § 3), angewandt auf R(Q) und @,, gibt es also ein

ee mit 0 <e<1, so daB auf U (B@)): p= %ist. Nun enthélt

U, (Q) keine anderen Punkte als solche von @ und von U, (R(Q)), also
ist p sogar auf U, (Q) definit.

U, (@) ist ein Quader. Bezeichnen wir sein AuBeres samt Rand mit
B, so ist, wie leicht ersichtlich, @ = K,(B). Da p auf U, (Q) definit ist,
liegt seine zugehorige Mannigfaltigkeit M ganz in B: P c B, also ist
K(M2K,(B)=@, d.h. K (M NE =¢. Also besitzt | p| nach
Satz 10 in @ eine untere Schranke d > 0; da p in allen Punkten von @
positiv ist, so ist d auch untere Schranke fiir p in @, q.e. d.

Da der Satz fiir » = 0 trivialerweise richtig ist, so folgt er damit fiir
beliebiges n.

(Eingegangen den 24. Januar 1946.)
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