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Der Cohomologie-Ring einer beliebigen Gruppe
Von Beno Eckmann, Lausanne

Einleitung
1. Es wird in dieser Arbeit einer beliebigen Gruppe ® und einem

Ring J mit Einselement durch ein einfaches algebraisches Verfahren ein
Ring P(®, J) zugeordnet; seine Elemente sind Klassen von Funktionen
mehrerer Variabeln aus © mit Werten in J. Die algebraische Bedeutung
dièses Ringes wird nur gelegentlich beruhrt; sie scheint selbstàndiges
Interesse zu verdienen und auf naheliegende Verallgemeinerungen hinzu-
weisen. Im Mittelpunkt unserer Untersuchung aber stehen die Beziehun-

gen von P(©,«/) zur algebraischen Topologie. Wir werden zeigen: P(©,«/)
hângt zusammen mit dem Cohomologiering1) (bezuglich des Koeffizien-
tenbereiches J) derjenigen Polyeder 77, deren Fundamentalgruppe zu
© isomorph ist oder © als homomorphes Bild besitzt; m. a. W.
derjenigen Polyeder, welche eine regulàre Ûberlagerung2) mit zu © isomor-
pher Gruppe von Decktransformationen besitzen.

2. DaB zwischen der Fundamentalgruppe 5 un(l den Hontologie-
Eigenschaften eines zusammenhângenden Polyeders 77 Beziehungen be-
stehen, ist bekannt. Die einfachste betrifft die erste ganzzahlige Homo-
logiegruppe 93 * von 77: Die Abelsch gemachte Fundamentalgruppe, d.h. die
Faktorgruppe von $f nach ihrer Kommutatorgruppe, ist zu 331 isomorph.
Fur die zweite ganzzahlige Homologiegruppe232 von 77 gilt ebenfalls eine

allgemeine, allerdings weniger einfache Beziehung, die von Hopf [1] ent-
deckt wurde : Eine durch eine bestimmte, rein algebraische Vorschrift aus 5
abgeleitete Gruppe ist homomorphes Bild von 932, namlieh isomorph zur
Faktorgruppe von SB2 nach der Untergruppe derjenigen Homologie-
klassen, welche Bilder von Sphâren enthalten.

Dièse Sâtze hat Hopf [2] weitgehend verallgemeinert ; er hat sie einer-
seits auf die hôherdimensionalen Homologiegruppen ausgedehnt und
andererseits an Stelle der Fundamentalgruppe von 77 die zu einer regu-
lâren Ûberlagerung2) 17 von 77 gehôrige Decktransformationengruppe ©
betrachtet (welche zur Fundamentalgruppe isomorph ist, wenn es sich
um die universelle Ûberlagerung handelt, sonst ihr homomorphes Bild).

x) Darunter verstehen wir den Ring, zu welchem das Alexandersche Produkt (vgl. [8]
oder [6], wo es als ,,cup"-Produkt bezeichnet wird) die direkte Summe aller Cohomologie-
gruppen macht. — Die Zahlen in eckiger Klamnier verweisen auf das Literaturverzeichnis
am Schlufi unserer Arbeit.

8) Wegen aller Begriffe aus der Ûberlagerungstheorie der Polyeder vgl. [4], 8. Kapitel.
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J sei ein Ring mit Einselement ; wir sagen, ein Polyeder habe die Eigen-
schaft Ef, wenn es zusammenhàngend ist und wenn seine Homologie-
gruppen beziiglich J in den Dimensionen n 1, 2,..., iV — 1 gleich
0 sind (z. B. hat ein Euklidischer Raum die Eigenschaft ENj fur aile
N, die Sphâre Sm fur N < m ; jedes einfach zusammenhângende
Polyeder hat die Eigenschaft Ej). Die Sâtze von Hopf besagen u. a.:
Wenn die Ûberlagerung 77 von 77 die Eigenschaft Ef hat, so sind die
Homologiegruppen bezuglich J von 77 der Dimensionen 1,2,..., JV— 1,
ferner eine Faktorgruppe der iV-ten Homologiegruppe rein algebraisch
durch die Decktransformationengruppe © und den Ring J bestimmt.

In der vorliegenden Arbeit wird Entsprechendes fur den Cohomologie-
ring von 77 gezeigt ; das Hauptresultat lâBt sich etwa so formulieren (die
genaue Formulierung findet sich in den Sâtzen IV und IV' in 13.8):
Besitzt das Polyeder 77 eine regulâre Vberlagerung mit der Eigenschaft ENj,
und ist © die zugehôrige Decktransformationengruppe, so lâfit sich die Struk-
tur des Cohomologieringes von TI bezuglich J ,,bis zur Dimension N" dem

Ring P(®, J) entnehmen, ist also durch © und J bestimmt. ,,Bis zur Dimension

N" heiBt dabei, daB die Cohomologiegruppen der Dimensionen < N,
eine bestimmte Untergruppe der N-ten Cohomologiegruppe sowie aile
Produkte in diesen Dimensionen durch P((S, J) gegeben sind. — Da die
universelle Ûberlagerung von 77 stets die Eigenschaft Ej besitzt, folgt
hieraus (Satz VI in 13.9), daB fur jedes Polyeder mit der Fundamental-

gruppe 3f der Cohomologiering )}bis zur Dimension 2" dem Ring Pffî, J)
zu entnehmen, also durch g und J bestimmt ist.

3. Ist das Polyeder eine orientierbare Mannigfaltigkeit M der Dimension

m, so kann man unsere Resultate vermôge der bekannten Dualitàts-
beziehungen auf den Schnittring der Homologieklassen ûbertragen, und
zwar, wenn eine Ûberlagerung mit der Eigenschaft Ef vorliegt, fiir die
Dimensionen n^ m — N; insbesondere ist der Schnitt zweier (m — 1)-
dimensionaler Homologieklassen stets durch die Fundamentalgruppe
bestimmt (dies hat fiir geschlossene Mannigfaltigkeiten schon Hopf
gezeigt, vgl. [1]).

Weitere Sàtze, fur ein beliebiges Polyeder, ergeben sich aus den unsern
fur das dem Alexanderschen Produkt (dem ,,cup"-Produkt) zugeordnete

Cech-Whitneysche Produkt3) (das ,,cap"~Produkt), auf Grund des

bekannten Zusammenhangs zwischen den beiden3). Auch hieraus erhâlt
man im Falle der Mannigfaltigkeiten Resultate ûber den Schnittring.

3) Vgl. [6], ferner [9], S. 432 ff.
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Auf aile dièse Erweiterungen und Anwendungen werden wir nicht ein-
gehen, sondern uns nur mit dem Alexanderschen Ring in einem beliebi-

gen Polyeder befassen.

4. Unser Ergebnis enthâlt als Spezialfall einen Satz der Homotopie-
theorie von Hurewicz4), welcher besagt, daB in einem asphârischen Polyeder

der Cohomologiering durch die Fundamentalgruppe Qf bestimmt ist, d. h.
daB zwei asphàrische Polyeder mit isomorpher Fundamentalgruppe
isomorphe Cohomologieringe haben. Ein Polyeder heiBt dabei asphàrisch,
wenn in ihm jedes stetige Bild einer n-dimensionalen Sphare (n=Z, 3,...
auf einen Punkt zusammengezogen werden kann. Wir kônnen sogar uber
diesen Satz hinaus angeben, auf welche Weise der Cohomologiering be-

zùglich J eines asphârischen Polyeders algebraisch. mit der Fundamentalgruppe

5 verknûpft ist : Er ist zum Ring P (Qf, J) isomorph (vgl. die
Sâtze VII und VIF in §14; wir machen dort unter der Voraussetzung,
daB das Polyeder in den Dimensionen 2, 3,..., N — 1 asphàrisch ist,
eine Aussage ,,bis zur Dimension N").

5. Der Ring P(©,J) wird im Abschnitt I definiert und untersucht.
Er ist seiner additiven Struktur nach die direkte Summe von Gruppen
rn(©,J), n 0 1 2 ; die Elemente von Fn((S,J) sind Klassen

von Funktionen von n Variabeln aus ©, gebildet mit Hilfe einer Opération

ô (vgl. § 1), die mit der Differentiation von Differentialformen eine

gewisse Analogie aufweist. Das Produkt eines Elementes aus Fn und
eines aus Fk ist ein Elément aus Fn+k. Die Gruppen Fn(©,J) sind auch

definiert, wenn J nicht ein Ring, sondern nur eine (additiv geschriebene)
Abelsche Gruppe ist. In § 2 wird die Bedeutung von F1 und F2
untersucht: /^(©jJ) ist die Gruppe der Homomorphismen von © in J ;

F2((&,J) ist isomorph zur ,,Gruppe der zentralen Erweiterungen von
J durch ©". Es ergibt sich also ein Zusammerihang der Cohomologie-
theorie mit Gruppenerweiterungen ; dieser gestattet nicht nur algebraische
Anwendungen (vgl. z.B. 10.4 und 11.5), sondern legt auch gewisse

Verallgemeinerungen nahe (vgl. 2.6), auf die wir an anderer Stelle
eingehen werden und die ebenfalls mit topologischen Eigenschaften
von Polyedern zusammenhângen.

6. Im Abschnitt III zeigen wir, daB P((S,J) als Cohomologiering
eines gewissen abstrakten Komplexes K$ aufgefaBt werden kann, und
zwar so, daB die Fn((5iJ) die Cohomologiegruppen der Dimension n von
K sind. Die Zellen und die Randbildung von K& sind mit Hilfe der ab-

4) Vgl. [5], Teil IV, S. 221.
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stiakten Struktur der Gruppe © allein erklàrt; isomorphe Gruppen ©
fuhren zu isomorphen Komplexen K$

Der Begriff des abstrakten Komplexes, in der Form, wie wir ihn be-
nôtigen, wird im Absehnitt II bereitgestellt, ebenso der Begriff der
abstrakten Oberlagerung und der zugehôrigen Automorphismengruppe; der
Homologietheorie werden dabei endliche Ketten zugrunde gelegt, der
Cohomologietheorie i. A. unendliche Ketten (Funktionen der Zellen).
Dualitâtssàtze fur die Homologie- und Cohomologiegruppen werden
beim Beweis der Sâtze nicht beniitzt ; wir brauchen deshalb dièse Gruppen

nicht zu topologisieren und kônnen so den rein algebraischen Charak-
ter unserer Ûberlegungen betonen. — Um den Zusammenhang mit den
Polyedern herzustellen, ordnen wir dem Begriff des abstrakten
Komplexes denjenigen des simplizialen Komplexes (der Simplizialzerlegung
eines Polyeders) unter (§5 und 6.4); aile geometrischen, d.h. von
Polyedern handelnden Satze formulieren wir fur simpliziale Kom-
plexe K. Der Ûbergang zur singularen Homologietheorie diirfte es ge-
statten, die Résultate dieser Arbeit auf allgemeinere Râume zu iïber-
tragen.

7. Im Absehnitt IV werden die Beziehungen von /)(®, J) zur
Cohomologietheorie aufgestellt, zunâchst die rein additiven fur beliebige ab-
strakte Komplexe, welche Ûberlagerungen mit zu © isomorpher fix-
punktfreier Automorphismengruppe besitzen, sodann die multipli-
kativen fur simpliziale Komplexe. Die Hauptsâtze sind in den §§11
und 13 formuliert; der Spezialfall asphàrischer Polyeder wird in § 14

behandelt.
Die Ergebnisse von Hopf, die wir oben erwâhnten, werden in unseren

Ausfuhrungen nicht beniitzt. Es sei aber bemerkt, daB die Beweis-
methode im Absehnitt IV, soweit sie die additive Struktur des Cohomo-

logierings betrifft (§ 12), mit derjenigen von Hopf [2] verwandt und ihr
teilweise nachgebildet ist. Es besteht ûbrigens zwisehen den Gruppen
©j, die Hopf [2] der beliebigen Gruppe © in rein algebraischer Weise

zugeordnet hat (den ,,Bettischen Gruppen, die zu © gehôren") und
unseren Gruppen Fn bei geeigneter Wahl der Koeffizienten eine nahe-

liegende Beziehung (11.7): Fn ist fur n=l,2,... die Gruppe der
Charaktere von ©}. Man kann nâmlieh die ©} als Homologiegruppen
unseres abstrakten Komplexes K$ auffassen.*)

*) Nach Beendigung der vorliegenden Arbeit habe ich durch Vermittlung von Herrn
Hopf den Probeabzug einer Arbeit von S. Eilenberg und S. MacLane (,,R©lations between
homology and homotopy groups of spaces", Annals of math. 76 (1945) 489—509,
erhalten, welche mit meiner Untersuchung enge Berûhrungen aufweist. Es wird dort u. a.
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I. Algebraische Einfùhrung der Cohomologietheorie
einer beliebigen Gruppe

§ 1. Die Gruppen Tw (©, J).
1.1. © sei eine beliebige, multiplikativ geschriebene Gruppe, J eine

Abelsche, additiv geschriebene Gruppe (im folgenden Koeffizienten-
bereieh genannt).

Fur n 1, 2, 3,... verstehen wir unter einer n-Funktion fn eme
Funktion, welche jedem System von n Elementen xx, x2,..., xn der
Gruppe © ein Elément r fn(x1} x2,..., #w) von J zuordnet; n heiBt
die Dimensionszahl von /n. Aile w-Funktionen bilden bezuglich der
Addition

eine Abelsche Gruppe, die wir mit £n(©,J) oder kurz Ln bezeichnen.

1.2. Définition: Der Corand ôfn einer n-Funktion/w ist die (n + 1)-
Funktion, die durch

(ôfn)(x1, x29...,xn+1)
n+l

gegeben ist. Dabei bedeutet xt9 da6 o;t weggelassen werden soll, so daB
als Argumente von fn noch xx,..., #,_!, xl+1,..., a;w+1 ubrig bleiben So

ist z. B.

Wegen ô(fn + gn) ôfn + ôgn bewirkt die Opération ô eine homo-
morphe Abbildung von Ln in Ln+1. Das Bild ist dabei eine Untergruppe
Hn+1 ôLn von Ln+1, bestehend aus denjenigen (n + 1)-Funktionen,
die Corander, d. h. von der Form ôfn sind. Der Kern der Abbildung ô

ist eine Untergruppe Zn von Ln, bestehend aus denjenigen n-Funktionen
fn, deren Corand ôfn 0 ist; eine solche Funktion heiBt ein Cozyklus.

ein Satz uber asphansche Raume bewiesen, der genau dem Spezialfall unseres Ergebnisses
fur asphârische Polyeder (vgl. Nr. 4 unserer Einleitung oder Satz VII und VII' in § 14)

entspricht. Die Méthode scheint von der meinen zwar verschieden zu sein, benutzt aber
auch einen abstrakten Komplex, der un wesenthchen mit unserem Komplex K% uberein-
stunmt.
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1.3. Fur n 0 ergânzen wir die Definitionen in folgender Weise:
Eine O-Funktion f° ist ein Elément t von J, und ôf° soll immer 0

sein ; L° Z° ist also die Gruppe /, und H1 ist =0. Wir setzen ferner

1.4. Fiir jede Funktion fn (w 0, 1, 2,...) f*j £<$/» 0.

Dies Iâ8t sich durch direkte Rechnung verifîzieren ; wir verzichten
darauf, da sich die Behauptung an anderer Stelle ergeben wird (s. 8.2).

Aus ôô 0 folgt: Jeder Corand ist ein Cozyklus, d. h. Hn ist eine
Untergruppe von Zn. Die Faktorgruppe Zn/Hn heifit die n-te Cohomologie-

gruppe von © bezuglich J (n 0, 1, 2,...); wir bezeichnen sie mit
Fn((5,J). Ihre Elemente, die Restklassen von Zn nach Hn, heiBen Coho-
mologieklassen ; zwei Cozyklen derselben Klasse, d. h. deren Differenz
in Hn liegt, heiBen cohomolog. — F°((5,J) J wird mit J identifiziert5).

§2. Bedeutung der Gruppen r1!©,^) und F2(©,/).

2.1. Ist f1 ein Cozyklus, so gilt

fiir beliebige Elemente x, y e(S; d. h./1 ist ein Homomorphismus von
© in J. Wegen H1 0 ist f1^©, J) Z1; die Elemente von F1 sind

also die Homomorphismen von © in J, mit der ûblichen Addition.

Die Gruppe /^(©jJ) ist die Gruppe der Homomorphismen von © in J.

2.2. Ein 2-Cozyklus ist eine Funktion /2, fiir welche

ôf*(x,y,z)=f*(x~1y, z-1z)-f*(y,z)+f*{x,z) -f2(x,y) =0
ist, mit beliebigen Elementen x, y, z e ©, oder

/*(*, y)

Dièse 2-Cozyklen lassen sich nun umkehrbar eindeutig den sog. Faktor-
systemen6) von © in J zuordnen. Wenn von Faktorsystemen von © in J
die Rede ist, so ist anzugeben, in welcher Weise © als Automorphismen-

5) ~ bedeutet ,,isomorph".
6) Vgl. [7], § 6. — Trotz der additiven Schreibweise in J verwenden wir — wegen des

Zusammenhangs mit der Erweiterungstheorie — die Bezeichnung Faktorsystem und
nicht ,,Sumniandensy8teni".
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gruppe von J aufzufassen ist; hier sollen dièse Automorphismen immer
die Identitât von J sein. In diesem Falle sind die Faktorsysteme so defi-
niert : Es sind 2-Funktionen <p2 e L2, welche die Beziehung

<p2(u, v) + (p2(u, vw) — (p2(v, w) -f (p2(uv, w) (2)

fur beliebige u, v, w e © erfullen. Die Differenz zweier Faktorsysteme ist
wieder ein solches; die Faktorsysteme bilden also eine Untergruppe 02

von L2.

Wir ordnen jeder 2-Funktion f2 eine andere <p2 zu, indem wir

<p2{u,v)=f2(u,uv) (3)

setzen fur aile u, v e ©. Dièse Zuordnung/2 -> cp2 ist homomorph, und sie

làBt sich offenbar umkehren, indem man bei gegebenem cp2

f2(x,y) <p2(x,x-iy) (4)

setzt ; sie ist also ein Isomorphismus von L2 auf sich. Das Bestehen von 1

fur/2 ist mit dem Bestehen von (2) fur die zugeordnete Funktion <p2 âqui-
valent; um dies zu zeigen, setze man x u, y uv, z uvw und
wende (3) bzw. (4) an. Es werden also beim Isomorphismus /2-> y2 die
2-Cozyklen genau den Faktorsystemen zugeordnet : Z2 ist zur Gruppe &2

der Faktorsysteme von © in J isomorph.

2,3. Bei dem genannten Isomorphismus/2 -> <p2 entsprechen die Co-

rânder f2 ôf1 genau denjenigen Faktorsystemen q>2, fur welche

<p*(u, v) 3/i(te, uv) =/1(t?) -fHuv) +f1(u)

ist. Wenn es zu einem Faktorsystem <p2 eine 1-Funktion/1 gibt, derart
da8 dièse Beziehung besteht, so nennt man es zerfattend *); die zer-
fallenden Faktorsysteme bilden eine zu H2 isomorphe Untergruppe 01

von 02, und man nennt zwei Faktorsysteme, deren Differenz zerfallend
ist, die sich also in derselben Restklasse von 02 nach 0% befinden, âqui-
valent. Wir bezeichnen die Gruppe 02j0l der Klassen âquivalenter
Faktorsysteme von © in J mit W((S,J); sie ist zu /^(ffijJ) isomorph.

2.4. Nach der Théorie von Schreier6) gehôrt zu jedem Faktorsystem
von © in J eine zentrale Erweiterung von J durch ©, d. h. eine Gruppe E,
welche J als Untergruppe des Zentrums mit der Faktorgruppe EjJ ©
enthàlt, und man erhâlt so aile zentralen Erweiterungen ; dabei gehôren
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zu aquivalenten Faktorsystemen Erw eiterungen von J durch ©, die uber
J isomorph sind, und umgekehrt (zu den zerfallenden Faktorsystemen
gehôrt das direkte Produkt von © und J). W((5,J) kann deshalb als

„Gruppe der zentralen Erweiterungen von J durch ©" bezeichnet werden.

Die Gruppe F2(&,J) ist isomorph zur Gruppe ï^©,*/) der zentralen
Erweiterungen von J durch ©.

2.5. Die 2-Cozyklen lassen sich in gewissem Sinne als Faktorsysteme
auffassen ; in analoger Weise kann man auch fur n > 2 verallgemeinerte
w-Faktorsystème definieren und dièse den w-Cozyklen zuordnen.

Man bilde zu diesem Zwecke durch die Zuordnung /n-> ç>n,

<pn(ux, u2,...,un) =/nK, uxu^..., uxu2.. .un)

die Gruppe Ln der w-Funktionen isomorph auf sich ab. Ein Cozyklus fn
geht dabei uber in eine Funktion <pn, fur welche wegen

0 àfn(ux, utu2,..., utu2.. .un+l)
fn(u2, u2u3,...,u2u3...un+l) +

n+l

gilt:
n

<pn(u2,u3, ...,ww+1)+ V (— l)%q>n{u1,...9ut_1,utut+uut+2,...,un+1)

Das ist eine Verallgemeinerung der Relation (2), durch welche die
Faktorsysteme definiert sind. Ob den n-Faktorsystemen cpn auch fur n> 2

eine einfache gruppentheoretische Bedeutung zukommt (uber ihre Rolle
in unsern algebraisch-topologischen Betrachtungen hinaus), ist mir un-
bekannt; immerhin sei darauf hingewiesen, da8 âhnliche Begriflfsbil-
dungen in der Automorphismentheorie der Algebren auftreten7).

2.6. Die Betrachtung der Faktorsysteme legt es nahe, die Définition
des Corandes so zu modifizieren, dafi beliebige, nicht nur zentrale
Erweiterungen von J auftreten6) ; dabei mufi man © zum vorneherein als

Automorphismengruppe von J auffassen und

7) Vgl. O. Teichrmdler, Deutsche Mathematik 5 (1940) 138—149; E. Witt, Crelles Journal

173 (1935) 43—51, bes. 44.
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ôfn (xx, xn+l) x1-fn{x11x2,...,x1 xxn+

1=1

setzen. Wir gehen auf dièse Verallgemeinerung in der vorliegenden
Arbeit nicht nâher ein.

§3. Der Ring P(©,J).

3.1. Der Koeffizientenbereich, der den Funktionen und Cohomo-

logiegruppen zugrunde liegt, sei jetzt ein Ring (genauer: die additive
Gruppe eines Ringes, der ebenfalls mit J bezeichnet wird). Wir definieren
fur jede Funktion fn c Ln und jede Funktion gk e Lk ein Produkt fnl)gk;
das ist die (n + &)-Funktion c Ln+k, die durch

(fnUgk)(x1,x2,...,xn+k)

— J\X1> X2f ' •> Xn) ' 9 \Xn Xn+l> Xn Xn+2>* ' • > Xn Xn+k)

bestimmt ist, wenn n > 0 und Je > 0, und dureh

xl9 Z2,...,Xn) =fn{xx, X2i. Xn) • flfO

«„..., a?*) =f°'9k(xi> X2>-- -, »*) •

Rechter Hand steht ein im Ring J auszufuhrendes Produkt.

Ist J ein Ring mit Einselement 1, so spielt offenbar/0 1 fur dièses

U-Produkt die Rolle der Eins. DaB das U-Produkt distributiv ist, ist klar;
wir wollen zeigen, daB es auch assoziativ ist:

(/WU gk)U h™ =fn\J(gkUhm)

fur beliebige Funktionen fn, gk und hm.

Beweis. Wir dûrfen n, h und m > 0 annehmen. Es ist einerseits

((fnU gk)U h^)(x1} x2i..., xn+k+m)

^ (fn U g (x1,..., xn+k) • A-w (xn+k xn+k+1,..., ^n+j ^w+fc+w)

==/ (^1 > • • • > Xn) ' 9 \Xn xn+ly»9%n Xn+k)' "/7n(Xn+kXn+k+l> • • • iXn+kXn+k+m) >
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und andererseits

(/•U^Ui»))!*!,*, w.)
fn(x1,...,xn). (gk U h™) (x-1 xn+x,..., x-1 xn+k+m)

/ \X1> * * • ' Xn)'9 \Xn Xn+l>'-->xn Xn+k)''1 \Xn+k X n+k+l > • • > Xn+k Xn+k+m) •

3.2. Fur das eben definierte U-Produkt gilt ferner die Formel

ô(fnl)gk) (ôfnUgk) + (- l)n(/nU<50fc) (5)

Beweis. Es ist

<5(/nU gk)(xx, zz,..., xn+k+1) (fnl)gk)(x-1x2,...,x'1xn+k+l) + a

mit der Àbkurzung

o= v (-^(/"Uflf1»*!,*,,...,*,,...)
man erhaît dafur

r\

O J£ l)*/W(^l' • • • s #» » • • • > ^n+l) ' g \Xn+l
i l

n+A:4-l

Fugt man noch

0=(~l)nfn(xl,...,xn) gk{x-llxn+1,..., x-+\

(~l)n+1/"(...)¦ g" (¦¦¦)

hinzu, so erhalt man nach geeigneter Zusammenfassung der Glieder

o/w (#! Xn+1) ' g (Xn+iXn+2 i • • • j ^n + 1 *^n+fc4-l) i

+ (- l)7n(*i>- •., «») • àgk(x~1 xn+l,...9 x-1 xn+k+1)

3.3. Aus (5) folgt unmittelbar

Cozyklus U Cozyklus Cozyklus
Cozyklus U Corand Corand
Corand U Cozyklus Corand

16 Commentarii Mathematid Helvetid



Fur zwei Cozyklen fn und gk ist also die durch den Cozyklus fn U gk

reprâsentierte Cohomologieklasse €JHn+fc(®, J) nur abhângig von der
Cohomologieklasse von fn und derjenigen von gk ; es ist also dadurch fur
Cohomologieklassen beliebiger Dimensionen ein U-Produkt definiert,
welches distributiv und assoziativ ist und dessen Dimension gleich der
Summe der Dimensionen der Paktoren ist. Hat der Ring J ein Eins-
element 1, so spielt die aus /° 1 bestehende Cohomologieklasse die
Rolle des Einselements dièses Produkts.

Ist J ein Ring (mit Einselement), so wird vermôge des U-Produktes die
direkte Summe aller Cohomologiegruppen jTn((5, J), n 0, 1, 2,..., zu
einem Ring P(®, J) (mit Einselement)y dem Cohomologiering der Gruppe (&

bezilglich J.

Bemerkungen :

3.4. Gruppen-Paar. Zwei Abelsche Gruppen Jx und J2 bilden ein
Paar bezuglich der Abelsehen Gruppe J, wenn fur jedes Elément rx e J\
und r2 e J2 ein Produkt

rt • r2 x e J

definiert ist, welches bilinear (distributiv) ist. Beispiele: (1) J1 J2 J
sei ein Ring (von dem wir ubrigens immer annehmen werden, daB er ein
Einselement besitzt; dies spielt erst spâter eine Rolle). (2) J2 sei die
additive Gruppe der ganzen Zahlen (wir bezeichnen sie stets mit 91),

Jx J eine beliebige Abelsche Gruppe ; es ist klar, was dann unter
dem Produkt T1-r2 zu verstehen ist. (3) J2 sei eine beliebige Abelsche

Gruppe, J die additive Gruppe 9î der reellen Zahlen modulo 1, und Jx
die Gruppe der Charaktere von J2 (d. h. der Homomorphismen von J2

in9î), die wir mit ChJ2 bezeichnen; r1'Z2 r € $R ist der Wert des

Charakters x1 fur das Elément r2

Gruppenpaare werden in dieser Arbeit wiederholt als Koeffizienten-
bereiche Verwendung finden; dabei wird es sich, immer nur um die drei
genannten Fâlle (1), (2) und (3) handeln. An dieser Stelle sei nur darauf
hingewiesen, daB man das U-Produkt von Funktionen und Cohomologieklassen

auch bilden kann, wenn man an Stelle des Ringes J ein Gruppen-
paar zugrunde legt : Wenn Jx und J2 bezuglich J ein Paar bilden, so sei

das Produkt /nU gk cLn+k(<5, J) fur fn €iw((5, Jx) und gkeLk((5)J2)
durch dieselben Formehi wie in 3.1 definiert; es ist distributiv und er-
fûllt (5) und macht somit Fn((5, Jx) und Fk(($>, J2) zu einem Paar bezuglich

rn+*(®, J)

242



3.5. Produkt zweier 1-Cozyklen. Sind/1 und g1 zwei 1-Cozyklen, so
isfc f2 — fx U g1 ein 2-Cozykhis, und fur das ihm zugeordnete Faktor-
system <p2 (vgl. 2.2) gilt

<p*(u, v) f2(u, uv) (/XU g1)^, ut?) =/1(^)'»1(») •

Ist J1 der Koeffizientenbereich fur /x, J2 fur gr1, wo Jl5 J2 ein Paar ist
bezûglich J, so ist ç>2 ein Faktorsystem von © in J, f1 ein Homomorphis-
mus von © in Jx, g1 in J2. Also : Sind f1 und g1 Homomorphismen von
in Jx bzw. J2, so ist <p2(u, v) =/1(^)-^1(e;) ein Faktorsystem von © in J;
es entspricht dem Produkt f1 (J g1.

3.6. Es ergibt sich aus den Definitionen, da6 zu isomorphen Gruppen
© isomorphe Cohomologiegruppen rn((£>,J) (n 0, 1, 2,...) und
isomorphe Cohomologieringe P(($),J) gehôren; die Struktur der Gruppen Fn
und des Ringes P ist also durch die abstrakte Struktur von © (und von J)
bestimmt.

II. Abstrakte Komplexe und ihre Oberlagerungen

Der im Abschnitt I beschriebene Ring P((5,J) spielt in der alge-
braischen Topologie eine Rolle, die zu klâren das Ziel der vorliegenden
Arbeit ist. Wir werden zeigen, daB er dann auftritt, wenn ein Komplex
eine Ûberlagerung mit der Automorphismengruppe © besitzt. Dies be-

ruht darauf, daB P(ffi, J) selbst der Cohomologiering (im Sinne der alge-
braischen Topologie) eines gewissen abstrakten, zur Gruppe © gehôrigen
Komplexes K^ ist (§8).

Der Absehnitt II hat vorbereitenden Charakter. Wir erinnern zu-
nâchst an den Begriff des ,,rand-endlichen abstrakten Komplexes"
(vgl. [9]) in dem von uns benôtigten Umfang, und stellen die wichtigsten
Formeln und Bezeichnungen zusammen; sodann bespreehen wir die
Begriffe ,,Automorphismus" und ,,Ûberlagerung" fur abstrakte Komplexe

in einer allgemeinen Form, welche sowohl den Komplex K& als
auch die gewôhnliehen Ûberlagerungen von Polyedern umfaBt.

§4. Rand-endlicher Komplex.

4.1. Es liège eine Menge K von Elementen vor, die (abstrakte) Zellen

genannt werden; jeder Zelle sei eine nicht-negative ganze Zahl n, ihre
Dimension, zugeordnet. Wir bezeichnen die n-dimensionalen Zellen mit
cn und nennen sie auch kurz n-Zellen.
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Eine (endliche) n-Kette in K bezûglieh einer Abelschen Gruppe J ist
eine endliche Linearform

an -= I x% cn% rt e J
i

in der die Zellen die Rolle von Unbestimmten spielen; aile w-Ketten
bilden beziiglieh der Addition von Linearformen eine Abelsche Gruppe
fin (ausfûhrlicher 2n(K,J) geschrieben). Dies fur n 0, 1, 2,...,; wir
verstehen ferner unter fi™1 die Nullgruppe. Sind die Koeffizienten ganze
Zahlen, d. h. nimmt man fiir J die additive Gruppe 31 der ganzen Zahlen,
so sprechen wir von ganzzahligen Ketten. Ist J beliebig, an Z vlcnl
eine ganzzahlige Kette, und r e J, so versteht man unter r an die Kette
c£*(K,J)

ran Ev% rcn%

Die direkte Summe aller Qn(K,J) soll mit Q(K9J) bezeichnet werden;
ihre Elemente sind ,,gemischt-dimensionale" Ketten, im Gegensatz zu
den ,,homogen-dimensionalen" n-Ketten.

Zu einem rand-endlichen abstrakten Komplex wird K erst durch. Ein-
fûhrung einer Randoperation 3 ; das ist ein System von Homomorphismen
von £n(K, 31) in fil>-1(^, 31), fur jedes n 0, 1, 2,... einer, welche die

Bedingung 93 0 erfullen (d. h. 33 an 0 fur jede ganzzahlige Kette an

der Dimension n > 1). Sie ist definiert, wenn fiir jede Zelle cn die
ganzzahlige (n — 1)-Kette dcn bekannt ist.

Fiir spatere Zwecke sind noch die beiden folgenden Eigenschaften
nûtzlich, die wir immer voraussetzen wollen : (a) Es gibt in K mindestens
eine O-Zelle. (b) Fur den Rand 3c1 Svx cj jeder 1-Zelle cl ist Sv% 0.

4.2. Bei beliebigem Koeffizientenbereich J versteht man unter dem
Rand dan einer Kette an S rt c* c£n(iT,J) die {n — 1)-Kette

dan v r% dcn% ;

i

dann ist 3 ein Homomorphismus von Qn(K,J) in fi*1"1^,/), fur n
0, 1, 2,... 3fin S"*"1 ist die Untergruppe derjenigen (n — 1)-Ketten,
welche Bander sind, und der Kern des Homomorphismus 3 von 2n in
fi7*-1 ist die Untergruppe 3n derjenigen n-Ketten an, deren Rand 3an=0
ist und die man ZyJclen nennt. Wegen 33 0 ist §n Untergruppe von 3n •

Fur n 0 ist wegen fi"1 0 immer 3° fi°, und fi° ^ 0 wegen (a);
ferner wegen (b) §° ^ 3°> da nur O-Ketten mit verschwindender Kœffi-
zientensumme Rânder sein kônnen. Die Gruppe der O-Zyklen (O-Ketten)
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mit verschwindender Koeffizientensumme bezeichnen wir mit 300 5 es

ist £° c 300
Unter der n-ten Homologiegruppe9$n (K,J) von K beziiglich J verstehen

wir fur n^ 1 die Faktorgruppe 3n/l>w> fur ^ 0 die Faktorgruppe
300/£>°; i^re Elemente heiBen Homologieklassen.

4.3. Der Cohomologietheorie des Komplexes K legen wir Ketten zu-
grunde, die auch unendlich viele Koeffizienten ^ 0 haben diïrfen ; es ist
fur unsere Zwecke etwas bequemer, von Funktionen zu sprechen : Eine
n-Funhtion fn in K ist eine Funktion aller w-Zellen cn von K mit Werten
in J. Bezûglich ihrer natûrlichen Addition bilden aile w-Funktionen in K
eine Abelsche Gruppe Ln oder ausfuhrlicher Ln(K,J), 71 0,1,2,...;
unter L~x soll die Nullgruppe verstanden werden. Die direkte Summe
aller Ln(K,J) wird mit L(K,J) bezeichnet.

Jv und J2 seien zwei Abelsche Gruppen, die beziiglich einer dritten J
ein Paar bilden (vgl. 3.4). Zu jeder Funktion fn £iw(iT,J1) der w-Zellen
cn gehôrt eine Funktion der ^-Ketten an — L xlcni e fiw (K,J2), wenn man

setzt; man nennt dièses Elément/"(an) e J den Kroneckerschen Index von
fn und an. FaBt man fn(an) als Produkt von fn und an auf, so ist dièses

biîinear (distributiv) und macht in(iT,J1) und Qn(K,J2) zu einem Paar
beziiglich J. Wir werden als Gruppenpaare zur Bildung des Kroneckerschen

Indexes nur die drei Fâlle (1), (2), (3) aus 3.4 verwenden.
Bei festem/w ist/w(an) ein Homomorphismus von Qn(K,J2) in J. Man

stellt leicht fest, da8 in den drei Fàllen (1), (2), (3) umgekehrt zu jedem
Homomorphismus h (a11) von Qn(K,J2) in J eine und nur eine Funktion
fn *Ln(KJù gehôrt, fur welche fn(an) h(an) ist fur aile an\ ins-
besondere sind also zwei Funktionen fn und gn c Ln(K,Jr), deren Kron-
eckerscher Index fur aile an c Qn(K,J2) ubereinstimmt, identisch.

4.4. Der Corand ôf"-1 einer Funktion fn~x eLn-x{KJ), n 0, 1,

2,..., bei beliebigem Koeffizientenbereich J, ist die durch

ôfn-i(cn) =/w-i(9cw) (6)

definierte w-Funktion (die rechte Seite hat einen Siim, da dcn ganz-
zahlig ist). Fur den Kroneckerschen Index — in allen Fâllen, wo er
definiert ist — folgt aus (6)
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fur beliebige Funktionen fn~x und Ketten an. Ist fn~x eLn-1(KyJ) mit
beliebigem J und cn+1 eine (n + 1)-Zelle, so gilt

ôôfn-l(cn+1) ô/n-1(3cn+1) =/w-i(a3cn+1) 0

Die Corandbildung ô ist fur n 0, 1, 2,... ein Homomorphismus von
Ln~x(K,J) in Ln(K,J), wobei (5(5 0 ist. Die n-Corânder bilden eine
Untergruppe Hn ÔL"-1 von Ln, und der Kern von à ist die Unter-
gruppe Zn~x von 2/1-1, die aus den Funktionen/11-1 mit ôf"-1 0, den
(n — \)-Cozyklen besteht. Wegen ôô 0 ist Hn aZn. Die Faktorgruppe
Zn/Hn wird fur n 0, 1, 2,... mit £n(iL,J) bezeichnet und heiBt die
n-te Cohomologiegruppe von K bezûglich J ; ihre Elemente heifien Coho-
mologieklassen, und zwei Cozyklen heiBen cohomolog, wenn sie in der-
selben Klasse liegen. — Es ist immer H° 0, also B° Z°.

Aus (7) folgt fur den Kroneckerschen Index fn(an)

Cozyklus (Rand) Corand (Zyklus) 0

Ist/n ein Cozyklus, an ein Zyklus, so ist also/n(an) nur von der Cohomo-
logieklasse von /" und der Homologieklasse von an abhângig. Bilden Jx
und J2 beziiglich J ein Paar, so ist somit der Kroneckersche Index fur die
Elemente von B71^^^ und 5Bn(X,J2) erklart und macht dièse zwei
Gruppen zu einem Paar bezûglich J.

4.5 Wir haben die Cohomologiegruppen Bn(K,J) nicht topologisiert,
d. h. wir fassen den Koeffizientenbereich. J und die Funktionengruppen
ebenso wie die Kettengruppen Qn als algebraische (diskrete) Gruppen
auf. Es ist fur die Zwecke dieser Arbeit auch gar nicht nôtig, sie zu
topologisieren ; die Isomorphismen von Gruppen und Ringen, die das

Hauptziel bilden (Sàtze II und IV, im Abschnitt IV), lassen sich
rein algebraisch herleiten. Die Topologisierung ist unerlàBlich, wenn
man den Dualitatssatz 8) der Homologie- und Cohomologiegruppen, oft
ein bequemes Hilfsmittel, heranziehen will; wir haben die Anwendung
dièses Satzes vermieden — was ohne Komplikation môglich ist —, da er
das Gruppenpaar (3) (vgl. 3.4) als Koeffizientenbereich voraussetzt,
wâhrend unseren Ausfuhrungen und der Formulierung der Sàtze
(Abschnitt IV) die Koeffizientenbereiche (1) und (2) angemessen sind.

Um immerhin den Dualitatssatz gelegentlich anwenden zu kônnen
(vgl. 8.4), erinnern wir an folgendes: J sei eine topologische Abelsche

8) Vg^ [9]» Kapitel I, bes. Nr. 7, und die dort zu findenden Literaturangaben.
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Grappe; fuhrt man in Ln(K,J) in ublieher Weise 9) eine Topologie ein

(die nicht diskret zu sein braucht, selbst wenn J es ist), so kann man
als topologisierte Cohomologiegruppe Bn(K,J) die Faktorgruppe Zn/Hn

definieren, wo Hn die abgeschlossene Huile von Hn in Zn ist. Verwendet

man nun die Koeffizientenbereiche (3), und ist dabei Jt ChJ2 wie

ublich bikompakt topologisiert, so gilt: £n(iT,/1) ist fur n^l die

bikompakte Charakterengruppe der diskreten Gruppe 23n(i?,e/2); umge-
kehrt ist also8) 95n(K, J2) die Gruppe der stetigen Charaktere von

Bn(K,J1), also durch Bn(K,Jx) bestimmt. — Die Gruppen Bn(K,J)
und Bn (K, J) sind i. A. nicht nur topologisch, sondern auch algebraisch
verschieden10). Sie fallen aber im algebraischen Sinne zusammen, wenn
J bikompakt ist, also gerade im Falle des Dualitatssatzes (auBerdem
ubrigens auch in andern Fallen, speziell bei endlichen Komplexenn)

4.6. In der Dimension 0 haben wir die Définition der Cohomologiegruppe

(d. h. des Corandes, also des Randes) so gewâhlt, wie sie sich
fur die Produktbildung als geeignet erweist (4.9); dies bringt fur die
O-te Homologiegruppe Komplikationen der Darstellung mit sich, die
wir dadurch vermeiden, daB wir 93° (abweichend von den ubrigen SB7*)

durch 3°°/S° definiert haben.
Die O-Funktion /°, die fur aile Zellen c° denselben Wert /°(c°) t

hat, ist ein Cozyklus. Dies folgt aus (b) in 4.1; denn es ist ôf^c1)
fo(dc1) r o, wo a die Koeffizientensumme von de1 ist, also ôf° O.

Wegen (a) in 4.1 ist ferner fur r ^ 0 auch /° ^ 0. Es ist also (wegen
H° 0, B° Z°) stets B°^0, genauer: B° enthalt eine mit dem
Koeffizientenbereich isomorphe Untergruppe J5^, bestehend aus den
,,Konstanten" f° t.

Wenn <&°(K,J2) 0 ist, so ist B^K,^) B%(K ,JX) Jx (dabei sollen
Jx und J2 ein Paar bilden, vgl. 3.4).

Beweis. Es sei a0 crej — orc°, a e J2, also a0 €300 — S0* I>ann ist
fur einen Cozyklus /° € L° (K, Jx) f° (a0) 0, d. h. /° (<§) • a /° (c°) • a ;

dies gilt fur zwei beliebige 0-Zellen und fur aile a eJ2. Daraus folgt (in
den Fallen (1), (2), (3) von 3.4), daB /°(c°) =/°(cJ), d. h. daB/° kon-
stant ist.

») Vgl. [10], S. 691.
10) Vgl. [10], S. 697.

") Vgl. [10], S. 676.
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4.7. Zyklen erster Art. Es sei hier ein Hilfssatz angefûhrt, der spâter
eine Rolle spielen wird. Er handelt von den ,,Zyklen erster Art" bezug-
lich des (beliebigen) Koeffizientenbereich.es J; darunter versteht man
solche Zyklen, die Linearkombinationen ganzzahliger Zyklen mit Koeffi-
zienten aus J sind. Aile w-Zyklen erster Art bilden eine Untergruppe
35 (K, J) von 3W (K,J) oder von £n (K,J), welche g» umfaBt ; die Faktor-
gruppe 3//Sn — 23/ heiBt die n-te Homologiegruppe erster Art, n=l9
2,... - Fur 7i 0 ist $ 3° £°, 3°° 3°° und33? =%° (vgl. 4.2).

Hilfssatz. Die Gruppe fin (K,J), n 1, 2,..., zerfâllt in die direkte
Summe ihrer Untergruppe $*(K,J) und einer weitern Untergruppe.

V
Beweis. Cech12) hat gezeigt, da8 die ganzzahlige Gruppe £w(iT,ît)

in die direkte Summe von 3n(K,%) und einer weitern Untergruppe D^
zerfâllt; als Untergruppe der freien Abelschen Gruppe £n (von i. A.
unendlich vielen Erzeugenden) sind 3n un(i *&n selbst freie Abelsche
Gruppen, und man kann als Basis von £n eine Basis von 3n zusammen
mit einer solchen von î)n wâhlen. Da Qn(K,J) aus allen Linearkombinationen

ganzzahliger Ketten mit Koeffizienten aus J besteht, folgt hieraus
die Behauptung. — Âhnlich beweist man fur n 0, indem man die
Rolle von 3? der Gruppe 300 ûbertrâgt, den

Zusatz. 2°(K,J) zerfâllt in die direkte Summe von 300(K,J) und
einer weitern Untergruppe.

4.8. Duale Homomorphismen. Der Koeffizientenbereich fur Ketten-
und Homologiegruppen sei J2, fur Funktionen- und Cohomologiegruppen
Jl9 wobei Jt und J2 ein Paar bezûglich J bilden (Fàlle (1), (2), (3) aus
3.4). Wir betrachten einen Homomorphismus V der Kettengruppe
2n(K,J2) des Komplexes K in die Kettengruppe 2m(K\J2) eines Kom-
plexesiT7. Zu jeder Funktion fm e ^(K'.J^j gibt es dann eine und nur
eine Funktion gn =F*/W € ^(K^JJ, derart daB fur aile Ketten
an€&n(K9J2) die Beziehung

V*fm(an) =f^(Van)

besteht [denn der Kroneckersche Index auf der rechten Seite ist ein
Homomorphismus h von Qn(K, J2) in J, und zu h gibt es nach 4.3 genau
eine Funktion gn V*fm c Ln(K,Jx)9 derart daB gn(an) h(an) ist fur
aile an]. F* ist ein Homomorphismus von Lm(K\Jx) in Ln(K,J-ù, welchen
wir den zu V dualen Homomorphismus nennen. Beispiel: Der zur Rand-

") [3], S. 38, in Nr. 4.
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bildung d duale Homomorphismus 9* ist die Corandbildung ô. — Fur
zwei nacheinander ausgeiibte Homomorphismen W und F verifiziert man
leicht (FTF)*=TF*F*. Sind insbesondere Homomorphismen W, F, Wt,
Vx gegeben, derart daB VW=W1V1 ist, so folgt TF*F*=F1*ÏF1*. - Ailes
Gesagte iibertrâgt sich natûrlich auf Homomorphismen von 2.(K,J2),
der direkten Summe aller 2n(K,Jz), in Q(K',J2).

Ist ein Homomorphismus F dimensionstreu, d. h. bildet er fur jede vor-
kommende Dimensionszahl n jede w-Kette auf eine w-Kette ab, so ist
auch F* dimensionstreu, d. h. bildet w-Funktionen auf w-Funktionen ab.
Unter einer Hontologie-Abbildung von K in Kr verstehen wir einen
dimensionstreuen Homomorphismus 0 der ganzzahligen Kettengruppe
2(K&) in £,(K'M), fur welchen d& &d ist, d. h. B&a 0Ba fur
jede ganzzahlige Kette a; wir sagen, 0 sei mit d vertauschbar. 0 ist
gegeben, wenn fur jedes n und jede w-Zelle cn von K die ganzzahlige
%-Kette 0cn bekannt ist. Wir setzen bei beliebigem J fur jede Kette
an Zr^e2n(K,J)

0an Sxt0dl ;

i
dadureh wird 0 zu einem mit d vertauschbaren dimensionstreuen
Homomorphismus von 2(K,J) in £,(K',J). Es gilt dann fur jedes n 0$n(K,J)
c$n(K',J) und 03n(K,J)cz3n(Kf,J); 0 induziert somit fur n 1,

2,... einen Homomorphismus von33n(iL,J) infBn(K',J).
Ist 0 eine Homologie-Abbildung von if in K;, so ist bei beliebigem J

der zum Homomorphismus 0 von £(if,?I) in i^i?7,?!) duale
Homomorphismus 0* von L(K\J) in L(K,J) erklârt; er ist dimensionstreu
und mit à vertauschbar. Es gilt also fur jedes n 0*Hn(Kr,J)czHn(K,J),
0*Zn(K',J)c:Zn(KiJ), und 0* induziert somit fur n 0, 1,...
einen Homomorphismus von Bn(Kr,J) in Bn(K,J). Wir nennen 0* die
zu $ duale Cohomologie-Abbildung von K1 in K.

4.9. Produktbildung im Komplex K. Wir legen den Funktionen- und
Cohomologiegruppen hier (es treten keine Ketten auf) einen Ring J mit
Einselement 1 zugrunde. Fur jede Funktion/n eLn(K,J) und jedes
Elément t e J verstehen wir unter r/n bzw. fn r die Funktion, die man
erhâlt, wenn man die Funktionswerte von fn aile von links bzw. rechts
mit r multipliziert. e° sei die durch e°(c°) 1 fur aile 0-Zellen definierte
0-Funktion; r e° ist dann eine ,,konstante" 0-Funktion (vgl. 4.6), also
ein Cozyklus, und fur r ^ 0 nicht 0, auch kein Corand, da H° 0 ist.

Unter einem U-Produkt ("eup"-Produkt) in K versteht man13) eine

13) Vgl. [9], S. 432 ff., auch wegen allgemeinerer Wahl der Koeffizienten; fur unsere
Zwecke geniigt der Ring J.
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Vorschrift, welche bei beliebigem Koeffizientenring J je zwei Funktionen
fn und gk von beliebigen Dimensionen n und k eine (n + &)-Funktion
fn U gk hn+k zuordnet, derart dafi die Axiome erfûllt sind:

I. Distributivgesetz bezûglich der Addition der Funktionen.

II. Assoziativgesetz.

III. ô(fn\Jgk)=ôfn\Jgk+(-l)nfn\Jôgk.
IV. re°\Jgk= rgk und/nU re°=fnr

Aus III folgt leicht (genau wie in 3.3), da8 dann auch ein U-Produkt
fur Cohomologieklassen beliebiger Dimensionen definiert ist; es macht
die direkte Summe aller Cohomologiegruppen Bn(K,J) zu einem Ring
mit Einselement R(K,J), dem Cohomologiering des Komplexes K bezûglich

J. Das Einselement ist die Cohomologieklasse, die aus e° besteht.

§ 5. Simplizialer Komplex.

5.1. Einem endlichen oder unendlichen simplizialen Komplex1*) K
ordnen wir in folgender Weise einen rand-endlichen abstrakten Komplex
K (§ 4) zu : Die n-Zellen von K sind fur n 0 die Eckpunkte von K, fur
n > 0 die beliebig, aber fest orientierten n-dimensionalen Simplexe

cn=[%, ul9...,un] (8)

von K (dabei bedeuten u0, %,..., un die Eckpunkte des betr. Sim-
plexes, und die in (8) angeschriebene Reihenfolge entspricht der positiven
Orientierung ; ist i0, il9..., in eine Permutation von 0, 1,..., n, so be-
deutet das Symbol [uix, ui2,..., uin] die Kette +cw oder — cn, je nach-
dem es sich um eine gerade oder ungerade Permutation handelt). Die
Randbildung d ist dureh de0 0 und

fur n > 0 gegeben; rechts steht eine endliche ganzzahlige Kette, und es

ist dd 0. Die Bedingungen (a) und (b) aus 4.1 sind erfûllt. — Wir
sagen gelegentlich, K sei eine „Orientierung" von K. Mail kann die
Orientierung auf verschiedene Arten wâhlen ; die Homologie- und Cohomologie-

14) Darunter verstehen wir einen endlich-dimensionalen simplizialen Komplex im Sinne

von [11], S. 155 ff. ; ein solcher làÛt sich geometrisch realisieren, ist also Simplizialzerlegung
eines (Euklidischen oder krummen) Polyeders.
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gruppen von K haben aber stets dieselbe Struktur und diirfen deshalb
mit 53W(K,J) und Bn(K,J) bezeichnet werden — es sind die ûblichen
(nicht-topologisierten) Homologie- und Cohomologiegruppen des simpli-
zialen Komplexes K.

5.2. Das U-Produkt in K. In simplizialen Komplexen kann man
bekanntlich15) stets ein U-Produkt (4.9) einfûhren. Man wâhlt in jedem
Simplex von K eine feste Reihenfolge seiner Eckpunkte, und zwar so, daB

im Durehschnitt zweier Simplexe die Reihenfolge ubereinstimmt, und
verwendet nur noch Symbole [u0, ux,..., un] ±cn, in denen die Eck-
punkte Ut in der vorgeschriebenen Reihenfolge stehen. Dann setzt man
fur zwei Funktionen fn und gk in K und ein beliebiges (n -f k)-Simplex

fnl) gk([u0, ul3...,un+k]) =fn{[u0> ul9..., un])-gk([un) un+l9..., un+k\)

dadurch ist fn U gk fur aile cn+k definiert, und man verifiziert leicht, daB
die Axiome I—IV (4.9) erfiillt sind. Der resultierende Cohomologiering
ist bekanntlich15) von der Orientierung und von der gewâhlten Eck-
punktreihenfolge unabhàngig und darf deshalb mit R(K,J) bezeichnet
werden.

5.3. Simpliziale Abbildung. Es seien K und Kx zwei simpliziale
Komplexe, K und K, ,,Orientierungen" (5.1) von K bzw. Ki. 0 sei
eine simpliziale Abbildung von K in Kt. Ist cn [u0, ux,..., un] ein
orientiertes Simplex von K (eine Zelle von K), und ordnet man ihm das
orientierte Simplex [&u0, 0ut,..., &un] i c\ von Kx zu, falls die
Bilder &ut der Eckpunkte ut aile verschieden sind, andernfalls die Kette 0

(Ausartung), so entsteht bekanntlich eine Homologie-Abbildung (4.8)
von K in Kl9 die ebenfalls mit 0 bezeichnet werden soll.

Hat man ûberdies die Eckpunktreihenfolge der Simplexe (5.2) in
beiden Komplexen so gewahlt, daB sie bei der simplizialen Abbildung
erhalten bleibt — das ist immer môglich, wenn man zuerst die Reihenfolge

in Kx festsetzt — so ist die zu 0 duale Cohomologie-Abbildung 0*
(4.8) von Kx in K auch U-produkthomomorph16), induziert also einen
dimensionstreuen Ringhomomorphismus des Cohomologieringes von Ki
in denjenigen von K ; dieser Homomorphismus ist von den Orientierungen
und von der in Kx gewâhlten Eckpunktreihenfolge unabhàngig. Es ge-
hôrt somit zu einer simplizialen Abbildung von K in Kt ein wohlbe-
stimmter Ringhomomorphismus von R(KX,J) in i?(K,J).

15) Vgl. [8] oder [6], S. 405; femer [9], S. 436.
l6) Vgl. [6], S. 406, Theorem 7.
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§ 6. Automorphismengruppe und tTberlagerung.

6.1. K sei ein rand-endlieher abstrakter Komplex (§4). Unter einem
Automorphismus17) von K verstehen wir eine dimensionstreue Permutation

x aller Zellen von K, bei welcher ,,der Rand erhalten bleibt";
dièse Bedingung bedeutet, da8 der durch, die Permutation definierte
Homomorphismus der ganzzahligen Kettengruppe Q(K, 31) in sieh, der
ebenfalls mit x bezeichnet wird, mit 9 vertauschbar, also eine Homologie-
Abbildung von K in sich ist (4.8). Die zu x duale Cohomologie-Abbil-
dung wird gemâB 4.8 mit x* bezeichnet. x bildet aile Gruppen Qn(K,J),
3W (K, J) und £w (K, J), x* aile Gruppen Ln (K, J), Zn (K, J) und Hn {K, J)
isomorph auf sich ab. Zu jedem Automorphismus x existiert ein inverser
Automorphismus xr1.

6.2. Es sei eine Gruppe © von Automorphismen des Komplexes K
gegeben. Die Gesamtheit aller Zellen von iK zerfàllt in Transitivitâts-
bereiche gegeniiber ©: zwei Zellen gehôren zu demselben Bereich, wenn
es einen Automorphismus x e © gibt, welcher die eine in die andere ûber-
fuhrt. Aile Zellen eines Bereiches haben dieselbe Dimension.

Wir definieren nun einen neuen (rand-endlichen abstrakten) Komplex

K. Fur n 0, 1, 2,... wâhlen wir als n-Zellen cn von K die w-dimen-
sionalen Transitivitâtsbereiche von K gegeniiber © (oder ihnen ein-
eindeutig zugeordnete Dinge). Es besteht dann eine naturliche Abbildung
U von K auf K : Man ordne jeder Zelle cn von K den Transitivitàtsbereich
cn __ jjçn ZUj welcher sie enthâlt. Fur x c © und fur aile Zellen cn von K
gilt Uxcn= Ucn, und, wenn man U linear zu einem Homomorphismus
der Kettengruppen von K auf diejenigen von K erweitert, fur jede
Kette an von ~K

Uxân Uan

d. h. es ist Ux U fur aile x c®. — Wir sagen, K sei eine (abstrakte)
Vberlagerung von K mit der Automorphismengruppe © ; U heiBt die
(Jberlagerungsabbildung von K auf K.

Wir haben noch die Randbildung in K zu erklâren. Ist cn eine beliebige
Zelle von K, cn eine Zelle von K mit Ucn cn, so setzen wir

dcn Udcn (11)

17) Zu diesem Begriff vgl. [2], S. 50 und die in [2] angegebene Literatur.
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Die rechte Seite von (11) hangt tatsachlich nur von cn und nicht von der
Auswahl von cw ab; denn ist Ucn Uc^, d. h. gehoren cw und c\ zu
demselben Transitivitatsbereich, so gibt es ein x mit c™ xcn, und es ist

TJdcl Udxcn Uxdcn Udcn

(11) laBt sich auch in der Form dUcn Udcn schreiben, die Rand-
bildung d in K ist also so gewahlt, daB U eine Hontologie-Abbildung von K
in K ist.

Pur jede Zelle cn C/cn von if ist ddcn dd£/cw Uddcn 0, die
Bedingung 55 0 ist also in K erfullt. Ebenso smd (a) und (b) aus 4.1
m K erfullt, weil sie es in îTsind: (a) ist klar, und (b) ergibt sich so: Fur
jede 1-Zelle c1 Ul1 von K ist 3c1 Udc1 UZ vtc°% Z vt Ucî mit
Evt 0, da die Uc°t 0-Zellen von K sind, ist also die Koeffizienten-
summe von 5 c1 gleich 0.

Fur aile n und jeden Koeffizientenbereich J ist U£n(K,J) Qn(K,J),
d. h. Î7 ist eine Abbildung von 2l auf K; daraus folgt U$)n(K ,J)
Ud&n^{T9J) dU&n+i(7£,J) d&n^(K9J) %n(KJ). Ferner sieht
man leicht, daB U^(KJ) 300(K,J) ist.

6.3. Eine Automorphismengruppe © von K heiBt fixpunktfreils),
wenn auBer der Identitat e jeder Automorphismus x e © keine Zelle von
K festlaBt. In diesem Falle gilt fur jede Zelle cn von K : Aus xcn yctl
folgt a;~12/cn cn, also a;"1!/ e, also x y. Man erhalt somit in der
Form #cn jede Zelle des Transitivitatsbereiches von cn genau einmal,
wenn x die Gruppe © durehlauft.

6 .4. Regulare Vberlageruvg eines simplizialen Komplexes. K sei ein
simplizialer Komplex (eine Simplizialzerlegung eines Polyeders14)), TTein
regularer Ûberlagerungskomplex von K im ublichen Sinne2). Dièse Ûber-
lagerung kann in bekannter Weise mit Hilfe eines Normalteilers 91 der
Fundamentalgruppe 5 von K konstruiert werden; es gehôrt zu ihr eine

Gruppe © von Decktransformationen2), die zur Faktorgruppe 5/51 iso-
morph ist. Unter den Decktransformationen # € © versteht man einein-
deutige simpliziale Abbildungen von K auf sich, welche fur jeden Eck-
punkt u von K die ihn uberlagernden Eckpunkte Hi von K permutieren.
Die Ûberlagerungsabbildung U ist die simpliziale Abbildung von K auf
K, die jedem Eckpunkt û von K den von ihm uberlagerten Eckpunkt u
von K zuordnet.

Wïr orientieren nun die Simplexe von K und K und gehen zu den

18) Erlauterung dieser Bezeichnung s. [2], S. 52.
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abstrakten Komplexen K bzw. K ûber, deren Zellen die positiv orientier-
ten Simplexe sind (vgl. 5.1). Und zwar orientieren wir die Simplexe von
K beliebig, diejenigen von K so, daB die simpliziale Abbildung U die
Orientierung erhâlt, d. h. positive Simplexe auf positive abbildet (Aus-
artungen kommen nicht vor). In diesem Fall erhalten auch aile Deck-
transformationen x € © die Orientierung : Ein orientiertes Simplex
cn =[S0, ûl9..., un] von K und xcn [xlî0, xû1,..., xûn] haben das-
selbe Î7-Bild [u0, ul9..., un] in K mit u{ Uûi Uxû^ somit die-
selbe Orientierung. Die Decktransformationen bedeuten also (dimen-
sionstreue und randtreue) Permutationen der positiv orientierten
Simplexe von K, d. h. der Zellen von K ; es sind somit Automorphismen von
TT. © làBt sich also als Automorphismengruppe von K auffassen, die
iïbrigens fixpunktfrei ist2); offenbar erzeugt sie im Sinne von 6.2 als

ûberlagerten Komplex gerade den Komplex K, und U ist die zugehôrige
Ûberlagerungsabbildung.

In dieser Weise ist die geometrisehe regulâre Ûberlagerung eines Poly-
eders in unserem abstrakten Begrifï der Ûberlagerung (6.2) enthalten.

6.5. Es sei weiterhin K eine regulâre Ûberlagerung des simplizialen
Komplexes K, mit der Decktransformationengruppe © und der
Ûberlagerungsabbildung U. In K sei, zum Zwecke der U-Produktbildung, fur
jedes Simplex eine Eckpunktreihenfolge ausgezeichnet (vgl. 5.2). Dann
wâhle man in den Simplexen von K die Eckpunktreihenfolge so, da/i sie
bei U erhalten bleibt; d. h. ist cn =[û0, ûl3..., ûn] ein in der richtigen
Reihenfolge angeschriebenes (orientiertes) Simplex von K, dann ist
[u0, %,..., un], mit u{ Uûi, ein ebensolches von K (die zu U duale
Cohomologie-Abbildung £7* ist dann U-produkthomomorph, vgl. 5.3).
Dann bleibt die Eckpunktreihenfolge bei alhn Decktransformationen x e ©
erhalten : Mit cn [û0, %,..., ûn] ist auch xcn [xû0, xûx,..., xûn] in
der richtigen Reihenfolge angeschrieben, weil beide durch U auf [u0,

%»• • •> un]> m^ ui Uû{ Uxïïi, abgebildet werden.

§ 7. Die Cohomologiegruppen des ûberlagerten Komplexes.

Wir zeigen in diesem Paragraphen, wie sich die Cohomologiegruppen
Bn (K, J) eines Komplexes K in einer Ûberlagerung K von K durch
geeignete Gruppen von Funktionen beschreiben lassen ; dabei ist in
natiirlicher Weise eine Untergruppe B%(K,J) von Bn(K,J)— bzw.
ein Teilring BQ(K,J) des Cohomologieringes R(K,J) — ausgezeichnet.
Die Ergebnisse werden beim Beweis der Hauptsàtze (Abschnitt IV)
verwendet.
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7.1. Es sei K ein rand-endlicher Komplex, K eine Ûberlagerung von
K mit der Automorphjsmengruppe ©, U die zugehôrige Ûberlagerungs-
abbildung (vgl. 6.2). U ist eine Homologie-Abbildung von K auf K;
U* sei die dazu duale Cohomologie-Abbildung von K in K (4.8). Nach
6.2 gilt fur jeden Automorphismus x €© die Beziehung Ux U, somit
auch x*U* U *.

Der Koeffizientenbereieh. J sei beliebig, n eine der Zahlen 0, 1, 2,
Wir setzen zur Abkûrzung Ln in(if,J) und Ln Ln(K, J). E7* bildet
Ln isomorph in Ln ab; denn wenn fur eine Funktion fn e Ln gilt
U*fn 0, so folgt U*fn(cn) =fn(Ucn) 0 fur aile cn, also /n(cn) 0

fur aile cn, d. h. fn 0. Wir bezeichnen das Bild C7*in c In mit L\

7.2. Die Untergruppe L% von Ln besteht aus denjenigen Funhtionen
/n e Ln, die gegenûber der Gruppe © invariant sind. Dabei nennen wir eine
Funktion /n invariant, wenn fur jedes x e © gilt x*]n /n, d. h. Jn(xcn)

Jn(cn) fur jede Zelle cn von Z".

Beweis. a) Wenn /n U*fn ist, so gilt a;*7w x* U*fn C/*/w 7n •

b) Es sei x*fn =/n, d. h. /n(^cn) =fn{cn) fur jede Zelle cw vonZ", dies
fur aile x €©. Dann kann man durch fn(JJcn) =fn(cn) eine Funktion
/n cin defînieren, fur welche U*fn =/n ist.

7.3, Wir verfolgen beim Isomorphismus [7* von Ln in Ln (auf Lq)
die Cozyklen und Corànder. Zur Abkûrzung sei Zn Zn(K,J), Zn
Zn(K, J), Hn H«(K,J) und ÏÏn Hn(K,J) geschrieben.

Natûrlich ist f/*Zn im Durchschnitt Znf)L% von Zn und Zj enthalten.
Umgekehrt sei fn €ZnÇ)L%, d. h. <5/n 0 und fn U*fn ; dann folgt
SU*fn U*ôfn 0, also, weil £7* isomorph ist, <5/n 0 und somit
fn€ u*z«. Es ist also

U*Zn Zn[\Ll (9)
Ferner ist

U*Hn U+ÔL*1-1 ôU*Ln^ (ÎL^1

Man erhàlt also fur die Cohomologiegruppe Bn(K,J) die Isomorphie

7.4. Die GruppeB%» [7*bewirkteinenHomomorphismus von Bn(K,J)
in Bn(K,J). Sein Kern sei mit JBJ(.£,«/) bezeichnet; das ist die

folgendermaBen eharakterisierte Untergruppe von Bn(K,J) : Ein
Cozyklus fn c Zn reprâsentiert dann und nur dann ein Elément von
B"(K,J), wenn U*fn €Hn ist. Aile derartigen Cozyklen werden beim
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Isomorphismus U* von Ln auf Ln0 auf die Untergruppe Hn n L% von
Z abgebildet. Es gilt also

^TÏn nLîJdLl1 (11)

Wegen 5° 0 ist ofifenbar B°(K, J) 0

7.5. Als Koeffizientenbereiehe fur die Cohomologie- und die Homo-
logiegruppen wàhlen wir jetzt zwei Abelsche Gruppen Jx und J2, die

bezuglieh J ein Paar bilden (und zwar einen der Pàlle (1), (2), (3) aus
3.4). Der Kroneckersche Index (4.3) ist in K und K erklàrt; er macht
Bn(K,J1) und 9}n(K,J2) zu einem Paar bezuglich J. Wir schreiben

5gw==Sw(F,Ja) usw. und setzen

U bewirkt einen (ebenfalls mit U bezeichneten) Homomorphismus von
"S"n inS3w. Das Bild C7SncSBn wird durch J5£ annulliert, d.h. der
Kroneckersche Index eines Elementes von B% und eines solchen von [723n ist
stets 0. In der Tat gilt fur einen Cozyklus /n, der einer Cohomologie-
klasse aus B% angehôrt, und einen Zyklus ân e 3n

fn(Uân) U*fn(ân) àg71-1^71) gn-1(dân) 0

Wir wollen untersuchen, ob sich die Untergruppe B% von Bn durch dièse

Eigenschaft charakterisieren làôt. Es sei also/n ein Cozyklus in K, derart,
daB fn(Uân) 0 ist fur jeden Zyklus ân e 3n; ist dann U*fn e Wn Da

U*/» (ân) 0 ist fur aile Zyklen ân, ist der Wert von U*fn(bn) kon-
stant, wenn bn eine Restklasse vonfiw nach 3n durchlâuft; er definiert
also, weil fin/3n zu '£n-1 isomorph ist, einen Homomorphismus h von
§n~x in J, wenn man

h(dbn) U*fn(bn)

setzt fur aile 6n € fin. TFe?m maw diesen Homomorphismus h von ô71"1 iii J
zu einem solchen von H"-1 in J erweitern kann, dann gehôrt zu ihm eine

(n — 1)-Funktion gn~x (vgl. 4.3), fur welche

g*-i(dbn) U*f*[ïn) also dgn-1{hn) U*fn(bn)

ist fur aile hn c £n, also ?7*/n ^^n~1> d.h. î7*/n cFn und /w gehôrt
zu einer Cohomologieklasse von 5J.

Die genannte Erweiterung des Homomorphismus h ist insbesondere
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dann môglich, wenn S*"1 0 ist19) (SJ"1 c S1'"1 ist die Homologiegruppe
erster Art, vgl. 4.8). Dies bedeutet namlich fur n^ 2, daB ^n~1 gleich
der Gruppe 3?"1 der Zyklen erster Art ist, fur n 1, daB §° gleich der
Gruppe 300 der O-Ketten mit verschwindender Koeffizientensumme ist
(4.2); in beiden Fàllen also nach 4.7, daB §n-1 direkten Summand in
fi**-1 ist. Also:

7.6. Hilfssatz. Wenn fur ein n^ 1 ©^(if, J2) 0 ^, da?m ^
die Untergruppe Bl{KyJx) von Bn(K,Jx) dadurch charakterisiert, dafi sie

U%n(K,J2) annulliert.
Korollar. Wenn fur ein n^l %n-l(K,J2) 95n (K JJ 0 ist, dann

ist Bq(K,Jx) gleich der ganzen Gruppe Bn(K,Jx).

7.7. Der Ring Ro. Wir nehmen jetzt an, daB in K und in K ein
U-Produkt definiert und daB die Cohomologie-Abbildung U* von K in
K U-produkthomomorph ist; dann bewirkt sie, wenn J ein Ring mit
Einselement ist, einen Ringhomomorphismus von R(K,J) in R(K ,J),
dessen Kern ein Idéal (also ein Teilring) R0(K,J) von R(K,J) ist.
Seiner additiven Struktur nach ist der Ring Ro die direkte Summe der
Gruppen B%, n 1, 2,... (vgl. 7.4). Beim Isomorphismus ?7* von
Ln in Ln wird jede Cohomologieklasse c B% auf eine Restklasse von
WnnL% modulo ôZZ'1 abgebildet; daraus folgt, daB das U-Produkt in
ÏT fur die Restklassen von HnÇ\LnQ modulo SL^"1, also die Elemente
der Gruppen Hn CiL"/ ôLq'1, n 1, 2,..., ein Produkt definiert, welches
die direkte Summe der Hn n L%/ ôL%~x zu einem Ring S(K ,J) macht,
und dieser ist zu Ro isomorph.

R0(K,J) ist dimensionstreu isomorph zu dem Ring S(K ,J), der seiner
additiven Struktur nach die direkte Summe der Gruppen flnnî07^£J"° ist,
und dessen multiplikative Struktur durch das U-Produkt in K gegeben ist.

Bemerkung: Ist K ein simplizialer Komplex, K eine regulàre Ûber-
lagerung von K, so ist der Ringhomomorphismus U* von R(K,J) in
R(K ,J) von der inK gewâhltenNumerierung der Eckpunkte und Orien-
tierung der Simplexe unabhàngig (vgl. 5.3); dasselbe gilt also aueh fur
den Kern R0(K,J) von C7*.

III. Der zut Gruppe @ gehorige abstrakte Komplex
Jeder beliebigen Gruppe © ordnen wir hier einen Komplex K$ zu,

welcher eine tïberlagerung K& mit zu © isomorpher Automorphismen-

19) Dièse Bedingung wird spâter auftreten. Naturlich ist die Erweiterung bei geeigneter
Wahl der Koeffizienten auch in anderen Fâllen môglich.
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grappe besitzt. ~K$ ist azyklisch, d. h. seine Homologiegruppen sind
aile 0. Der im Abschnitt I beschriebene Ring P (©,«/) ist der Coho-

mologiering des Komplexes K.

§ 8. Der Komplex K$

8,1. © sei wie im Abschnitt I eine beliebige, multiplikativ gesehrie-
bene Grappe. Wir konstruieren von ihr ausgehend einen rand-endliehen
abstrakten Komplex (Définition in § 4) K$, indem wir festsetzen :

Die w-Zellen von K^ sind fur n> 1 die geordneten Système

cn (xl9zl9...,xn) (12)

von n Elementen xt e ©. Es gibt eine einzige G-Zelle c° (das leere System).
Der Rand dcn der Zelle cn (xl9 x2,..., xn) wird fur n^ 2 durch

3cn d(xx, x2,..., xn)

(x-1 x2,..., x-1 xn) + 2 (- l)*(xl9...,3t,..., xn) (13)

definiert (Bedeutung von xt s. 1.2) ; fur n 0 und 1 setzen wir
3c° 0 und 3c1 0. Die Bedingungen (a) und (b) aus 4.1 sind erfullt.
Wir haben zu verifizieren:

Fur jede Zelle cn ist ddcn 0.

Beweia. Pur n < 2 ist nichts zu zeigen. Es sei n > 3.

n

1 2

Das letzte Glied E (— 1)*[...] erweist sieh leicht als 0; also ist ddcn=O.
i=i
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8,2. Eine ti-Funktion fn im Komplex K$ ist eine Funktion aller
w-Zellen cn (xl9 x29..., xn) mit Werten im Koeffizientenbereich J;
dieser Begrifï lâBt sich offenbar identifizieren mit dem der w-Funktion,
den wir in 1.1 betrachtet haben; es ist also !/*(©, J) Ln(K^,J).
Ebenso sieht man, daB die Corandbildung in K^

ôfn(c^) =fn(dc«+*) =/* (B(xl9 x2,..., xn+1))

auf Grund von (13) mit derjenigen in 1.1 identisch ist. Da in jedem Komplex

(5 (5 0 ist, haben wir damit den Beweis der Behauptung 1.4 nach-
geholt, und es ist fur aile n > 0

8.3. \J-Produkt in K^. Wir ubernehmen die Définition eines (J-Pro-
duktes in Ks aus 3.1 und setzen fur zwei Funktionen fn und gk und jede
(n + kyZelle cn+k (xl9x29..., xn+k)

fn y gk{cn+k) =fn{Xiim x%) ffa1 X^,. X? Xn+k) (14)
und

/« U gk (ck) /» • gk(c") /« U g°(C) /»(c") • g0

Aus 3.1 und 3.2 ist zu entnehmen, daB die Axiome I—IV (vgl. 4.9)
erfullt sind.

J sei ein Ring ; der in § 3 definierte Cohomologiering P((ô,J) der Gruppe
© ist identisch mit dem Cohomologiering des Komplexes K$ :

Wir werden aueh — bei beliebiger Koeffizientengruppe J — die
Homologiegruppen $Bn(ii<£,</) des Komplexes K$ kurz die ,,Homologie-
gruppen der Gruppe © bezûglich J" nennen und mit93n(®,J) bezeiehnen.

8.4. Die erste ganzzahlige Homologiegruppe 931 (©,/). Wir haben in
2.1 gesehen, daB JT1(©,J) die Gruppe der Homomorphismen von © in
die Abelsche Gruppe J ist; dièse Homomorphismen lassen sich identifizieren

mit denjenigen der Faktorgruppe ©' von © nach ihrer Kommuta-
torgruppe (der 3,Abelsch gemachten Gruppe ©u) in J.

3t sei die additive Gruppe der ganzen Zahlen, Ch % 9î ihre Charakte-

rengruppe, isomorph zur additiven Gruppe der reellen Zahlen modulo 1.

Aus dem Dualitâtssatz (4.5) ergibt sieh: J1^©, 9Î) B1^^, 5R) ist
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isomorph zur Grappe der Charaktere von S?^©, 5t). Andererseits ist
jT1((5, 5R) die Grappe der Homomorphismen von ©' in 5R, d. h. der
Charaktere von ©7; aber daraus, da8 die diskreten Gruppen 931(©? 51)

und ©; isomorphe Charakterengruppen haben, folgt, daB sie selbst

isomorph sind:

23H©, 31) ist isomorph zur Abelsch gemachten Gruppe(5.

§ 9. Der azyklische Komplex TT©

9.1. Wir konstruieren zu der Gruppe © einen zweiten abstrakten
Komplex Kfô. Es wird wie K§ definiert durch Angabe seiner Zellen und
der Randoperation d.

Die n-Zellen von K$ sind fiir aile n ^ 0 die geordneten Système

c {x0, %i,..., xnj

von n -f- 1-Elementen xx e ©. Der fiand 5cn der Zelle cn { x0, xx,..., xn}
wird fur n^ 1 durch

3c» 3{tf0, *!,...,*„}= V (- 1)* {a;0,...,ît,...,a:n} (15)
1=0

definiert, fur ri 0 durch de0 d{#0} 0. Die Bedingungen (a) und (b)

aus 4.1 und ebenso ddcn 0 sind erfûllt, wie man leicht feststellt.

9.2. Ein Komplex K soll },azyklisch in der Dimension n bezuglich des

Koeffizientenbereiches J" heiBen, wenn %5n(K,J) 0 ist; dies bedeutet
fur n > 1, dafi jeder ?i-Zyklus ein Rand ist, fur n 0, daB jeder O-Zyklus
mit verschwindender Koeffizientensumme ein Rand ist (vgl. 4.2).

Der Komplex K& ist in allen Dimensionen und bezuglich jedes
Koeffizientenbereiches J azyklisch

Beweis. Ist oc ein beliebiges Elément von ©, so verstehen wir riir jede
Zelle cn {x0, xl9..., xn) unter {x, cn} die [n + 1)-Zelle {a:, »0,..., xn}
und flir jede Kette ân 2*^0^ unter {x,ân} die (^ + lJ-KetteZr^ #,c").
Fiir n^ 1 gilt dann

B{x,cn} cn — {x, dcn}

also fiir jede 7i-Kette an

d {x, ân} ân — {x, 8 ân} ;
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ist an ein Zyklus, so folgt an d {x,an)}, d. h. an ist ein Rand. Fur n=Q
gilt 9 {#, c0} c° — {#} ; ist â° Z1 rt c°, so wird

und ist S rt 0, so folgt â° d {x, â0}, d. h. â° ist ein Rand.

9.3. U-Produkt in K$. Fur zwei Funktionen Jn und ^n in K§ und
jede (ti + fc)-Zelle cn+A: {o;o> ^1?..., xn+k} setzen wir

7»U g*(c"+*) /-({o:O5. xn}) • y*({arn,. xn+îc}) (16)

Da6 die Axiome (vgl. 4.9) I, II und IV erfullt sind ist klar. III ergibt
sich so (wir lassen Funktionsklammern bei Zellen {xQ,..., xn) weg):

__ {Xq x^^ xn+k+1} sei eine beliebige (n + k + 1) Zelle. Es gilt

n+k+l

n+k+l

Wir addieren zur ersten Summe

und subtrahieren diesen Ausdruck von der zweiten und erhalten

O ] \^0' • • • 5 %n+l) ' 9 \%n+l ' • • • * ' ^w+fc+l)

+ (_ 1}« ^n {a.o>..., »„} ^* {a?n,..., xn+k+l}
also

§ 10. ~K$ als tlberlagerung von JBT6

10.1. Der soeben beschriebene Komplex K^besitzt eine fixpunktfreie
Automorphismengruppe, welche zu © isomorph ist.
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Dièse Automorphismen (Définition und Bezeichnungen vgl. § 6) erhalt
man so: Ist x ein Elément von ©, cn {x0, xl9..., xn} eine w-Zelle von
K&, so verstehen wir unter xcn die n-Zelle {x x0, x xx,..., x xn} fur n 0,
1, 2,... Offenbar ist xcn xc% nur fur cn — <%, und xcn cn nur fur
x e (Einselement von ©) Das bedeutet, daB der Ûbergang von cn zu
xcn (fur aile n > 0 und aile n-Zellen) eine dimensionstreue Permutation
der Zellen von K^ ist, welche fur x ^ e fixpunktfrei ist, und es liegt eine

treue Darstellung von © durch Permutationen der Zellen von K$ vor (in
der Dimension 0 ist es die ,,regulare Darstellung" von ©); man verifiziert
leicht, da8 bei diesen Permutationen der Rand d erhalten bleibt, d. h.
da8 dxcn xdcn ist (vgl. 6.1). In dieser Weise laBt sich also tatsach-
lich © als fixpunktfreie Automorphismengruppe von K& auffassen.

10.2. Jeder n-dimensionale Transitivitatsbereich (6.2) von KQ gegen-
uber dieser Automorphismengruppe ©,w 0, 1,2,... enthalt eine und
nur eine Zelle der Form {e, xl9..., xn}, ist also durch ein geordnetes
System von n Elementen xx,..., xn aus © bestimmt (fur n 0 durch
das leere System). Wir kônnen dièse Transitivitatsbereiche also ein-
eindeutig den w-Zellen cn (xly x2f..., xn) des Komplexes K$ (§8) zu-
ordnen. Die Abbildung U, welche jeder Zelle cn {x0, xl9..., xn} von
K$ ihren Transitivitatsbereich, d. h. eine Zelle cw U cn von K$ zu-
ordnet, ist durch

U{x0, xlf..., xn}= U{e, XqXx19...9 x-xxn} (x-1xl,..., x^xj (17)

fur n > 0, und U {x0} U {e} c° gegeben. Es gilt dUcn= U dcn,
in der Tat ist fur n ^ 1 (fur n 0 sind beide Seiten 0)

l9..., a:n} C/ 1
1=0

und dies ist fur n 1 gleich 0, fur n ^ 2

n /\
(#! #2 Xx Xn) -f- £ 1/ (^0 ^1 > • • • > ^0 *^t > • • • > ^0 ^n)

t l
3 (a:^1 ^,..., a:^"1^) dU {xOi xl9...9 xn}

Der Komplex K$ besitzt somit K$ als Vberlagerung mit zu © iso-

morpher fixjpunktfreier AtUomorphismeiigruppe.
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10.3. Die zur Ûberlagerungsabbildung U von K# auf K^ duale
Cohomologie-Abbildung U* von K^ in TT® ist U-produkthomomorph.

Beweis.fnundgkseienzweiFunktioneninK$,cn+k ~ {x0, xx,...,xn+k}
eine (n + ifc)-Zelle von X^, n > 0 ifc > 0.

T7* fn l 1 ^fc^ / r r 1 / fn I I <7fe^ 11 i v v \u \J u if X^O > • • • 5 ^n+fc/ — V u ^ / u l^O' • • • ^/H-A, J

U*f*{xQ,...,zn}-U*g*{zn,...,xn+k}
U*fnUU*gk{x0,...,xn+k} nach (16),

also

U* (fn U gk) U*fnU U* gk

Derselbe Beweis gilt fur n 0 oder A: 0; man hat nur fiir U {x0}
bzw. Î7{a;n} die 0-Zelle c° von jfiT^ (das leere System) zu setzen.

10.4. Anwendung auf endliche Gruppen.

Ist © eine endliche Gruppe der Ordnung 7, so ist bei beliebigem Koeffi-
zientenbereich J fiir aile n^\ die Ordnung eines jeden Elementes von
Fn((5,J) endlich und ein Teiler von y.

Beweis. Wir betrachtei) den Komplex K$ und seine azyklische Ûber-
lagerung K^ mit der Automorphismengruppe (5. Es ist rn((&,J)
Bn(K&,J). Nach dem Korollar zum Hilfssatz 7.6 ist JBn(Z(5,J)
Bq(K^,J) fur n^l, d.h. es gibt zu jedem Cozyklus fn in K& eine
Funktion gn~x in K$ mit U*fn ^^w~1. Dann gilt

£ s* (7*/n 2; «? ^g""1 <ï (E x* 9n~l) •

Wegen a;*U*=U* (7.1) ist das erste Glied yU*fn. fïn-1= Sx*gn~l
x€<5

ist eine invariante Funktion ; denn fur y € © ist

*-1 S*1"1* g*-1

Es gibt also (nach 7.2) in Jf^ eine Funktion h"-1 mit C7* A11-1 S*1-1,

und es ist yU*fn ô U* A"-1, also U* yfn U* ô h*-1, also, weil U*
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isomorph ist, yfn ôh*1'1. Die Cohomologieklasse von fn ist also von
endlicher Ordnung, welche Teiler von y ist

Ist © endlich, so sind fur n^ 1 die ganzzahligen Gruppen Fn((5, 3t)
endlich.

Beweis. Die Gruppen ^{K^, 3Ï), also auch die Fn((5, 31), smdAbelsche
Gruppen mit endlich-vielenErzeugenden,und jedes Elément von jTn(©,3I)
hat endliche Ordnung; also ist Fn((S, 31) endlich. — Dasselbe gilt offenbar,
wenn man statt 31 eine Abelsche Grappe mit endlieh-vielen Erzeugenden
als Koeffizientenbereich nimmt.

Aus dem letzten Satz und aus dem bekannten Zusammenhang zwi-
schen den ganzzahligen Homologie- und Cohomologiegruppen (in einem
Komplex, der in jeder Dimension endlich viele Zellen hat) ergibt sich,
daB fur n^ 2 rn(© 31) ^ S11-^© 31) also nach 8.4 speziell
F2((S 31) ©; ist, wo ©; die ,,Abelsch gemachte Gruppe ©" bedeutet.
Beachtet man noch 2.4, so folgt:

Die Gruppe der zentralen Erweiterungen von 31 durch eine endliche

Gruppe & ist zur AbeUch gemachten Gruppe © isomorph*). Ist die endliche
Gruppe © ihre eigene Kommutatorgruppe, so gibt es also als einzige
zentrale Erweiterung von 31 durch © das direkte Produkt.

IV. Zusammenhànge zwischen Automorphismengruppe
und Cohomologie-Eigenschaften

§ 11. Àzyklische tlberlagerung und Cohomologiegruppen eines

Komplexes.

11.1. Unter einem Komplex soll, wenn nicht ausdrucklieh etwas
anderes bemerkt ist, ein beliebiger rand-endlicher abstrakter Komplex
(§4) verstanden werden. Als Koeffizientenbereiche verwenden wir in
diesem Abschnitt IV entweder

(1) fur die Homologie- und Cohomologiegruppen emen Ring J mit
Einselement 1, oder

(2) fur die Homologiegruppen den Ring 31 der ganzen Zahlen, fur die
Cohomologiegruppen eine beliebige Abelsche Gruppe J. Es handelt sich
also um die Beispiele (1) und (2) von Gruppen-Paaren aus 3.4. Eine
einzelne Zelle cn kann in beiden Pallen als Kette betrachtet werden.

*) Dies ist ein SpezialfaU eines bekannten Satzes, vgl. M. Hall, Group rings and
extensions, Ann. of Math. 39 (1938) 220—234, bes. S 228.

264



Ein Komplex K heiBt in der Dimension n azyklisch bezûglich J (vgl.
9.2), wenn %5n(K, J) 0 ist. Fur einen simplizialen Komplex (§ 5) be-
deutet bei beliebigem J ,,azyklisch in der Dimension 0u dasselbe wie zu-
sammenhangend. — Statt azyklisch bezûglich 31 sagen wir ganzzahlig
azyklisch.

Wegen der Begriffe Ûberlagerung und Automorphismus usw. vgl. man
§6-

11.2. Satz I. Es seien K und Kx ÎJberlagerungen der Komplexe K
bzw. K1 mit fixpunktfreien Automorphismengruppen, welche isomorph
sind. (1) J sei ein Ring mit Einselement; sind K und Kx in den Dimen-
sionen 0, 1,.. JV — 1 [N ^ 1) azyklisch bezûglich J, dann gilt fur die
Cohomologiegruppen von K und Kx bezûglich J

B"(K,J)^B-(Kt,J) n=l, 2,...,N-1
(2) Sind K und Kx in den Dimensionen 0, 1,..., N — 1 ganzzahlig
azyklisch, so gelten dieselben Isomorphien fur eine beliebige Koeffizienten-
gruppe J.

U bezeichne die Ûberlagerungsabbildung von K auf K und ebenso die-
jenige von Kx auf Kx. B% (K, J) sei diejenige Untergruppe von Bn (K, J),
welche durch die zu U duale Cohomologie-Abbildung U* auf die Null
von Bn(K,J) abgebildet wird (vgl. 7.4); analog sei B%(Kl3J) erklârt.

Satz V. Unter den Voraussetzungen von Satz I gilt ferner

11.3. Satz I ist eine Folge von Satz I7. Denn aus Satz F folgt
B*(K,J) B%(K19J) fur n 1, 2,..., N — 1; aber fur dièse n ist
^^(K, J) =%nÇK, J) 0 (bzw. «""MÏT, 31) Sn(ÏT,9l) 0), also
nach dem Korollar von Hilfssatz 7.6 B%(K,J) Bn{K,J), und
dasselbe gilt fur Kx. — Wir werden den Satz V in § 12 beweisen.

11.4. Die Satze I und V besagen: In einem Komplex K, der eine
in den Dimensionen < N azyklische Ûberlagerung K mit fixpunktfreier
Automorphismengruppe (5 besitzt, ist die Struktur der Cohomologiegruppen

Bn, n<N, sowie Bq durch diejenige der Gruppe © bestimmt.
Sie geben aber keine Auskunft ûber den algebraischen Zusammenhang
zwischen diesen Strukturen, d. h. daruber, wie man bei gegebener
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Grappe © auf algebraischem Wege die betr. Cohomologiegruppen be-
stimmen kann.

Um dièse Frage zu beantworten, ziehen wir den zur Grappe © ge-
hôrigen Komplex jKT^ (§ 8) heran; er besitzt nach § 10 eine Ûberlagerung
K$ mit zu © isomorpher fixpunktfreier Automorphismengrappe, und
nach 9.2 ist K& in allen Dimensionen und bezûglich jedes Kœffizienten-
bereiches azyklisch. Die Cohomologiegruppen von K^ sind die in § 1 rein
algebraisch definierten Gruppen jTn(©,J). Es folgt also aus Satz I:

Satz II. Der Komplex K besitze eine Oberlagerung K mit der fixpunkt-
freien Automorphismengruppe ©. (1) J sei ein Ring mit Einselement; ist
K in den Dimensionen 0, 1,..., JV — 1 azyklisch bezûglich J, dann gilt
fur die Cohomologiegruppen von K bezûglich J

(2) Ist K in den Dimensionen 0, 1,..., JV — 1 ganzzahlig azyklisch, so

gelten dieselben Isomorphien fur eine beliebige Koeffizientengruppe J.

Ebenso folgt aus Satz I', wenn man noch beachtet, da6 fur aile n ^ 1

J) B»(Ke,J) rn(®,J) ist:

Satz II\ Unter den Voraussetzungen von Satz II gilt fenter

11.5, Die vorstehenden Sâtze lassen sich nach 6.4 insbesondere an-
wenden auf regulare Vberlagerungen simplizialer Komplexe K mit der
Decktransformationengruppe ©, welche stets fixpunktfrei ist. Die so er-
haltenen Resultate werden wir in § 13 auf den Cohomologiering von K
ausdehnen (Sâtze IV und IV;).

Handelt es sich speziell um die universelle Oberlagerung2) K eines zu-
sammenhângenden simplizialen Komplexes K, so ist die zugehôrige
Decktransformationengruppe zur Fundamentalgrappe $ von K iso-
morph, und man erhàlt Beziehungen zwischen der Fundamentalgrappe
und den Cohomologie-Eigenschaften von K. Dièse sind in 13.9 (Sâtze V
und V') ausfuhrlich formuliert. — Die universelle Ûberlagerung K ist
zusammenhângend und einfach zusammenhângend (d. h. jeder ge-
schlossene Weg in dem zu K gehôrigen Polyeder ist auf einen Punkt zu-
sammenziehbar) ; also sind die Voraussetzungen33°(K, 91) JB1(K, 3Ï)== 0

stets erfullt. Es ergibt sich also eine Folgerung aus den Sâtzen II und II',
die wir besonders hervorheben wollen:
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Satz III. Fur jeden zusammenhàngenden simplizialen Komplex K mit
der Fundamentalgruppe g ffitt bei beliebiger Koeffizientengruppe J

und B20(K,J)^r*(&J)

Dabei bezieht sich B\ (K, J) auf die universelle Ûberlagerung K von K ;

die geometrische Bedeutung dieser Gruppe wird in 14.4 erlâutert. Die
gruppentheoretisehe Rolle von rx\$,J) und F2(%,J) haben wir in § 2

bestimmt.

Korollar. g sei eine beliebige, J eine Abelsche Gruppe. Tritt 3f #w/ als
Fundamentalgruppe eines zusammenhàngenden simplizialen Komplexes K,
fur welchen B2(K,J) 0 ist> so gibt es als einzige zentrale Erweiterung
(2.4) von J durch $ das direkte Produkt der beiden Gruppen.

Beispiel: $ sei eine freie Gruppe, J beliebig (als Komplex K kann man
einen Streekenkomplex wâhlen; dann ist l?n(K,«/) 0 fur aile

11. 6. Dimension 0. In den Sâtzen dièses § haben wir uber die
O-te Cohomologiegruppe B° keine Aussagen gemacht; fur dièse liegen
nàmlich die Verhâltnisse einfacher: Wenn die Ûberlagerung K von K in
der Dimension 0 azyklisch ist, dann ist auch K in der Dimension 0

azyklisch. Denn es ist (vgl. 6.2) 300(K, J) =J7300(ÏT, J) U^°(K, J) =*

&°(K,J), also 93° (ir, J) 0.

Nach 4.6 folgt aber aus SB0 (K, J) 0 fur einen RingJ mit Einselement
B°(K,J) Bl{KJ)^J und aus ©0(#, 31) 0 dasselbe fur eine
beliebige Abelsche Gruppe J (dabei bedeutet B%(K,J) die Gruppe der
konstanten O-Funktionen /°). Die Struktur von B° ist also, wenn K in
der Dimension 0 azyklisch ist, stets dieselbe, unabhângig von der
Automorphismengruppe ©.

11.7. Die Homologiegruppen. Besitzt der Komplex K eine Uber-
lagerung ITmit der fixpunktfreien Automorphismengruppe ©, und ist 1T

in den Dimensionen 0, 1,..., N — 1 azyklisch bezûglich eines Ringes J
mit Einselement, so gilt nach Hopf20) fur die Homologiegruppen von K
bezûglich J

%n(K,J)=®ï, fur n= 1, 2,..., JV- 1

*) [2], S. 56, Sàtze II und III. Der dort gegebene Beweis ûbertrâgt sich ohne
weiteres von simplizialen auf abstrakte Komplexe.
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Dabei sind die ©j Abelsche Gruppen, die einer beliebigen Grappe ffi
und einem Ring J mit Einselement in bestimmter, rein algebraischer
Weise zugeordnet werden21). Insbesondere sieht man, wenn man fur
K den in § 8 konstruierten Komplex K^ heranzieht, daB die Homologie-

gruppen 2în(©,«/) —%5n(K$,J) von © bezûglich J mit den Hopfschen
Gruppen ©} isomorph sind. Aus 8.4 folgt z. B., daB ©^ die Abelsch
gemachte Gruppe © ist, was von Hopf auf anderem Wege bewiesen

wurde22). Auf Grund des Dualitâtssatzes der Homologie- und Coho-

mologiegruppen eines Komplexes (4.5) ergibt sich die folgende allge-
meine Beziehung zwischen den Hopfschen Gruppen ©} und unseren
Gruppen rn(%,J^, wenn J1 ChJ die Charakterengruppe der dis-
kreten additiven Gruppe von J ist: JTri(©,Jr1) ist zur Gruppe der
Charaktere von ©J isomorph.

§ 12. Hilîssâtze. Beweis von Satz V.

12.1. Der Komplex K besitze die Automorphismengruppe ©. J sei

ein Ring mit Einselement; wir betrachten den Gruppenring23) G von ©
mit Koeffizienten aus J. Die Elemente von G, die endlichen Linearformen
g E GjXj, a} e J, x$ € ©, kônnen als Operatoren der Kettengruppen
2n 2n(K,J) aufgefafit werden, wenn man fur jede Kette an =Ertcnh
unter g an die Kette

g an J£ o} xi an — X -S o9 rt xj cn%

versteht. G ist dann ein Operatorenring2*) von fin. Ein Homomorphismus F
einer Kettengruppe fin in eine andere, die ebenfalls G als Operatorenring
besitzt, heiBt ein G-Homomorphismus, wenn fur aile g c G und an e £n

Vgan gVan

ist; m. a. W. wenn fur aile a e J Vaan aVan und fur aile x e ©
Vx xV ist.

Die Automorphismengruppe © sei nun fixpunktfrei (6.3). Wâhlt man
aus jedem Transitivitàtsbereich der w-Zellen von K gegenùber © eine
Zelle beliebig aus, so bilden dièse Zellen cf eine Basis von fin in bezug auf G

(kurz (?-Basis; das bedeutet, daB jede Kette an e Qn sich auf eine und nur
eine Art als Linearkombination der c? mit Koeffizienten aus G darstellen

21) [2], Nr. 3.
22) [2], Nr. 4.

23) Vgl. [2], Nr. 3.1 und Nr. 1.
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lafît). In der Tat kommt nach 6.3 unter den xocn%, wenn x3 die Gruppe ©
durchlauft, jede n-Zelle genau einmal vor, so dafî jede Kette an e £n ein-
deutig in der Form an S oJtx}cï -= Sgtc" darstellbar ist. — Ein

(?-Homomorphismus von 2n ist bekannt, wenn er fur die Basiszellen cnt

bekannt ist; jede beliebige Wahl der Bilder der Basiszellen definiert einen
G-Homomorphismus von fin.

12,2. In der Funktionengruppe Ln Ln(K,J) bezeichnen wir mit
Lq die Untergruppe der gegenùber © invarianten Funktionen /n, d. L.
derjenigen, fur welche x*fn=fn ist fur aile xe(£> (vgl. 7.2). Wegen
x*ô ôx* ist ôLq'1 stets in L" enthalten, und naturlich in Hn ôLn~1.
Also ist ôLq'1 Untergruppe von Hn (1 L%, und wir kônnen die Faktor-
gruppe Fn HnnL%/ ÔL^-1 bilden.

12.3. Es sei von jetzt an K ein Komplex, welcher die fixpunktfreie
Automorphismengruppe © besitzt und welcher in den Dimensionen
0, 1,..., N — 1 entweder (1) azyklisch bezuglieh eines Ringes J mit
Einselement, oder (2) ganzzahlig azyklisch ist.

Der Koeffizientenbereich fur die Kettengruppen £w von K sowie fur
den Gruppenring G von © sei im Falle (1) der Ring J, im Falle (2) der
Ring % der ganzen Zahlen, derjenige fur die Funktionengruppen Ln im
Falle (1) der Ring J, im Falle (2) eine beliebige Abelsche Gruppe.

Hilfssatz. Es sei fur jede der Zahlen n 0,1,. N — 1 ein Cr-Homo-

morphismus V von £w in sich gegeben, derart daB dV Vd ist und dafô

fur jede O-Kette a0 die Koeffizientensumme von Va0 verschwindet. Dann
gibt es fur m 0, 1,..., N je einen (?-Homomorphismus Y von fi™-1 in
fîm, derart dafî V=dY + Yd ist, d. h. dafî fur n 0, 1,..., N — 1 und
jede Kette an € Qn gilt

Van dYan +Ydan (18)

Beweis. Wir bezeichnen den zu konstruierenden (r-Homomorphismus
Y von û"1"1 in fim wenn nôtig ausfuhrlicher mit Ym.

Yo ist die Nullabbildung von û"1 in £°. Wir definieren Y± fur die
O-Basiszellen c° (vgl. 12.1): Nach Voraussetzung ist Vc° €300 und, weil
iT in der Dimension 0 azyklisch ist, 300 S0 î es gibt also eine 1-Kette
Fxc0, deren Rand Vc° ist. Dadurch ist Yx fur aile a0 c fi° definiert und es

gilt Va0 d Yxa° + YQBa°.
Es sei nun m^N, und 70, Yl9..., Ym^l seien schon definiert, so dafî

(18) fur n < m — 2 gilt. Wir definieren 7W fur die (m — 1)-Basiszellen
c™-1 : Es ist
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+ Yddc™-1 arac™-1

somit diVc™-1 — rac»-1) 0, d. h. Vc™-1 — Ydc™*1 ist ein Zyklus,
also, weil K in der Dimension m — 1 azyklisch ist, ein Rand ; es gibt also
eine m-Kette rmcm-1, deren Rand Vcm~x — Fac711-1 ist. Dadurch ist
yw fur aile a^efi™-1 definiert, und es gilt Vam~1—Ydam~1=dYmam-1,
also

Fa"1"1 dYa™-1 + Yda™-1

12.4. Hilfssatz. Es sei fur jede der Zahlen n 0, 1,..., JV ein
(?-Homomorphismus W von fin in sich gegeben, derart da8 dW TF3

ist und daB ÏT jede O-Zelle auf eine O-Zelle abbildet ; W* sei der zu W
duale Homomorphismus von Ln in sich. Dann bildet W* fur n 1,

2,..., iV die Faktorgruppe i1" ifnnij/<5iyj~1 identisch auf sich ab.
Beweis. I sei fur jedes n die identische Abbildung von £n auf sich.

F=TF—/ erfûllt aile Voraussetzungen von Hilfssatz 1; denn fur jede
O-Zelle c° hat Vco=Wc°—c° die Koeffizientensumme 0. Ûberdies ist F
auch in der Dimension N definiert, mit dVaN= VdaN fur jede iV-Kette aN.

Nach Hilfssatz 12.3 gibt es fur m 0, 1,..., N (?-Homomorphismen
Y von SI™-1 in Qm, derart daB in den Dimensionen ^ N — l V=dY + Yd
ist; Y* sei der zu Y duale Homomorphismus von Lm in Lm~1. Wegen
xY Yx gilt, fur aile arc®, x*Y* Y*x*. Mit dem zu V dualen
Homomorphismus F* von Ln in sich (n 0, 1,..., N) ist Y* durch die
in den Dimensionen <C N — 1 giiltige Formel

F*= F* <5 + ÔY*

verknupft. Ferner gilt in denselben Dimensionen (wegen dV F3)
F*(5 6F*

Es geniigt, die Behauptung des Hilfssatzes 12.4 fur n N zu be-
weisen. Es sei erstens gN e Lf, d. h. x* gN= gN; dann ist a;*F*grivr

7*«*jfjr= 7*g?, fur aile a; c®, also Y*gN eLf'1. Zweitens sei gN*HN,
d. h. j^= â/^"1 ; dann ist

V*gN= V*ôfN-1= ôV*fN'1= ôY*ôfN~1+ ÔÔY*/*-1^ ôY*gN.

Zusammen ergibt sich, daB fur gr^ € HN (1 Lq gilt

V*g*=W*gN-g*<ôL«-1
also

W*g* g mod. ÔL*'1
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12. 5. Es seien K und Kx zwei Komplexe mit fixpunktfreien Auto-
morphismengruppen, die zueinander isomorph sind ; ist © eine zu beiden
isomorphe Gruppe, so kônnen wir die Elemente x e © gleichzeitig als
Automorphismen von K und von Kx auffassen, und ebenso die
Elemente g des Gruppenringes G von © als Operatoren der Kettengruppen
£n von K und £? von Kv In diesem Sinne werden wir sagen, K und Kx
haben ,,dieselbe Automorphismengruppe ffi".

Hilfssatz. K und Kx seien zwei Komplexe mit derselben fixpunktfreien

Automorphismengruppe ffi. K sei in den Dimensionen 0, 1,...,
N — 1 azykliseh (Koeffizientenbereiche wie in 12.3). Dann gibt es fur
jede der Zahlen n 0, 1,..., N einen 6?-Homomorphismus A von £* i*1

fin, derart daB dA Ad ist und dafi A jede O-Zelle auf eine O-Zelle ab-
bildet.

Beweis. In Kt seien Zellen ausgewàhlt, die eine G-Basis bilden (vgl.
12.1). Fur jede O-Basiszelle cj von Kx wàhlen wir eine Zelle c° von K und
setzen Ac\ c°; dann ist A fur fij definiert. Sodann sei n^N, und
A sei fur £?, £J,..., fij"1 schon erklàrt und habe die gewunschten
Eigenschaften ; wir definieren A fiir flj : Fur jede 7i-Basiszelle c* ist
dAdcl ^ Addc" 0, also ^49cJ ein Zyklus (fur n 1 hat dc^, also
auch ^4 dc\ die Koeffizientensumme 0), und weil K in der Dimension n — 1

azykliseh ist, gibt es eine Kette d!n in K mit dd11 Adc". Wir setzen
Ac* dn ; dann ist -4 fur fin definiert, und es gilt fur jede Kette a\ in

12.6. A* sei der zum soeben konstruierten Homomorphismus A von
£J in £n (n 0, 1,..., N) duale Homomorphismus der Funktionen-
gruppe Ln von K in diejenige L\ von -fi^ (Koeffizienten wie in 12.3).
Wegen dA Ad ist ôA* ^4*^, und wegen xA Ax gilt x*A*
4*x* fur aile #€©. Aus diesen beiden Eigenschaften folgt leicht: A*
bildet die Gruppe HnÇ\Ll von K in die entsprechende (//nn££)i von iS^
ab und SLq'1 in (âiy""1)!. Also bewirkt A* einen Homomorphismus der
Gruppe Fn £Tn f) Lq/ôLq'1 von if in die entsprechende Gruppe F*
(^"niJ/aiS""1)! von J^. Wir wollen zeigen:

Ist nicht nur K, sondern auch if in*den Dimensionen 0, 1,..., N — 1

azykliseh, so bewirkt A* fur n 1, 2,..., N einen Isomorphismus von
Fn auf F^.

Beweis. Es gibt in diesem Falle ein System B von Homomorphismen
von fin in fîj fur n 0, 1,..., 2V", mit genau denselben Eigensehaften
wie A ; der duale Homomorphismus B* bewirkt einen Homomorphismus
von F^ in Fn.
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W A B ist ein System von Homomorphismen von £n in sich, n 0,

1,...,^, welches den Voraussetzungen des Hilfssatzes 12.4 genûgt.
Also bildet W* B*A* die Faktorgruppen Fn identisch auf sich ab.
Ebenso zeigt man, da8 A*B* die F\ identisch auf sich abbildet. Es gibt
also fur n 1, 2,..., N einen Homomorphismus A* von Fn in F" und
einen B* von FI in .F», derart da8 J.*£* die Identitât von JPJ, £*.4*
die Identitât von Fx ist; daraus folgt aber, da6 A* ein Isomorphismus
von Fn auf JFJ ist, und 5* seine Umkehrung. — Wir fassen zusammen:

Lemma 1. K und Kx seien zwei Komplexe mit derselben Automorphis-
mengruppe (5, beide in den Dimensionen 0, 1,..., N — 1 azyklisch (Koef-
fizienténbereiche wie in 12.3). Dann sindfûr n 1, 2,..., N die Oruppen
Fn und FI isomorph] genauer: Ist fur jede der Zahlen n 0, 1,..., N
ein (3-Homomorphismus A von £^ in £w gegeben, derart daB dA Ad
und daB das Bild jeder 0-Zelle eine 0-Zelle ist — nach Hilfssatz 12.5
existiert stets ein solches System von Homomorphismen —, dann be-

wirkt A* fur n 1, 2,..., N einen Isomorphismus von Fn auf F\.

12.7. Beweis von Satz V (11.2).
Die beiden in 11.2 vorkommenden Ûberlagerungskomplexe ïTund Kx

erfullen die Voraussetzungen von Lemma 1. Also sind die zugehôrigen
Gruppen FN und Ff isomorph. Aber nach 7.4 und mit den dortigen
Bezeichnungen ist FN= HN n Zf/ôZ?-1 zu B$(K,J) isomorph, wo Kder
von 2"uberlagerte Komplex ist, und analog Ffzxx B^r(K1,J)i wo Kx der

von Kx iiberlagerte Komplex ist. Damit ist die Isomorphie

bewiesen.

§ 13. Azyklische tlberlagerungen und Cohomologiering eines simplizialen

Komplexes.

13.1. Wir beschrânken uns hier auf simpliziale Komplexe K und
ihre regulâren Ûberlagerungen (6.4) und dehuen dafur die Untersuchung
auch auf das U-Produkt der Cohoînologieklassen von K aus. Der Koeffi-
zientenbereich sei stets, fur die Homologiegruppen und den Cohomologiering,

ein Ring J mit Einselement. — Ist K eine regulâre Ûberlagerung
von K mit der Decktransformationengruppe ©, so ziehen wir den ab-
strakten Komplex K$ (§ 8) heran; der Cohomologiering von JT^ ist der in
§3 algebraisch definierte Ring P(©,J), der seiner additiven Struktur
nach die direkte Summe der Gruppen rn(0è>J) ist.
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13.2. K sei eine regulâre Ûberlagerung des simplizialen Komplexes
K ; die Ûberlagerungsabbildung U von K auf K ist eine simpliziale Ab-
bildung, und es gehôrt zu ihr (vgl. 5.3) ein Ringhomomorphismus U*
von R(K,J) in R(KXJ). Wir bezeichnen, wie in 7.7, den Kern von U*
mit Rn(K,J). — Im abstrakten Komplex K$ ist ebenfalls ein Teilring
R0(K$,J) von R(K$,J) P((5,J) ausgezeichnet, wenn man die
Ûberlagerung "if$ von Km heranzieht (§10): fur die zugehôrige Ûberlagerungsabbildung

U ist U* nach 10.3 U-produkthomomorph, bewirkt aisoeinen
Ringhomomorphismus von R(K$,J) in B(K'^9 J), desson Kern wir mit
Rq(K^,J) bezeichnen.

Es ist bequem, die folgende Bezeichnung zu verwenden: Fur jeden
Ring R, Ro, P usw. verstehen wir unter RN, RN0, PN usw. den Ring, den
man erhâlt, wenn man im ursprùnglichen aile Elémente der Dimensionen
n > N gleich 0 setzt ; er gibt also die additive Struktur des ursprlinglichen
Ringes in den Dimensionen n^N sowie aile Produkte von zwei Ele-
menten der Dimensionen n und k mit n + k ^ N getreu wieder.

Lemma 2. K sei eine regulâre Ûberlagerung des simplizialen
Komplexes K mit der Decktransformationengruppe ©, und K sei bezilglich J
in den Dimensionen 0, 1,..., N — 1 azyklisch. Dann sind die Ringe
R^(K,J) und Rq(Kq,J) dimensionstreu isomorph.

13.3. Dem Beweis dièses Lemmas (13.5) schicken wir einige Be-
merkungen und Festsetzungen voraus. Wir wâhlen in K eine Eckpunkt-
reihenfolge der Simplexe (5.2), die im folgenden stets festgehalten werden
soll; in K wâhlen wir die Eckpunktreihenfolge so, daB sie bei der
Ûberlagerungsabbildung U erhalten bleibt (6.5). Es sollen in K und K nur
Symbole [u0, ux,..., un] bzw. [û0, û1,..., ûn] verwendet werden, in
denen die Eckpunkte ut bzw. w^ in der vorgeschriebenen Reihenfolge
stehen; nach 6.5 ist dann fur jede Decktransformation x c ©
x\uQ, ûx,..., ûn] [x û0, x ûx,..., x ûn]. Wir bezeichnen ferner die
durch die vorgeschriebene Eckpunktreihenfolge bestimmte Orientierung
der Simplexe als die positive; K bzw. K seien die abstrakten Kom-
plexe, deren Zellen dièse orientierten Simplexe sind (5.1); K ist eine
Ûberlagerung von K mit der Automorphismengruppe ©.

Es sei T eine Basis der Eckpunkte von K, d. h. eine Teilmenge der
Eckpunkte von K, welche genau einen Eckpunkt aus jedem Transitivitats-
bereich gegeniiber © enthâlt, also fur jeden Eckpunkt von K genau
einen von K, der ihn ûberlagert. T lâBt sich auf verschiedene Arten
wâhlen; eine bestimmte sei herausgegriffen und im folgenden
festgehalten. Eckpunkte aus T seien mit v (evtl. mit einem Index, v0, vt
usw.) bezeichnet.
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Aus diesen Festsetzungen ergibt sich : Jeder Eckpunkt u von K làfit sich

auf eine und nur eine Art in der Form û xv(x e®, v c T) darstellen,
und jede Zelle cn von ~K(n §, 1,2,...) auf eine und nur eine Art in
der Form

Zn=[xovo, x^q,. xnvn] mit #te®, v{ e~T

Dabei gilt, fur aile x e®, xcn =[xxovo, xx1v1,..., xxnvn]

13,4. Wir definieren nun eine Hontologie-Abbildung A von Kin K&,
indem wir fur jedes n und jede Zelle cn von K

Acn A[xovo, xtvl9..., xnvn] {x0, xl9...,xn}

setzen; {z09 xl9..., xn} ist eine ^i-Zelle von K&. DaB Ad — dA ist, folgt
unmittelbar aus der Définition des Randes in K und in K^ (letztere vgl.
Formel (15) in § 9). — Ferner kann man gemàB § 10 die Grappe © als

fixpunktfreie Automorphismengruppe von ~Km auffassen, und es ist

Axcn -4[a;a:0t;0, xxxvl9..., xxnvn] {xxOi xxl9...9 xxn)

x{xO9xl9...9 xn} xAcn

also A x xA fur aile x c ®.
Ûberdies ist A* U-produkthomomorph (das U-Produkt in K$ ist durch

Formel (16) in § 9 definiert); denn fur zwei Funktionen Jn e L*(Kq J),
~gk c Lk(K^ J) und eine beliebige (n + i)-Zelle

aus W gilt

A*Çf« U p*)(c«+*) 7n U gk(Ac«+k) /wUp {xQ9 xx,..., xn+k}

/n {x09..., xn} • gk {xn9..., xn+k}
und andererseits

A*J«UA*gk(c«+k) A*J«[x0 v.,..., xnvn]-A*gk{xnvny..., xn+kvn+k]

Jn {x09..., xn) -gk {xn,..., xn+k}

a,ho A*(fn\Jgk) =z A*JnU A*gk

13.5. Beweis von Lemma 2. TT ist in den Dimensionen 0, 1,...,
N — 1^ 2^ nach 9.2 in allen Dimensionen bezuglich des Ringes J
azyklisch, und beide Komplexe besitzen dieselbe Automorphismengruppe
©. Durch die Homologie-Abbildung A (13.4) ist fur aile n ein (?-Homo-

274



morphismus A (12.1) von £n(K ,J) in Qn(K^J) gegeben, derart dafi
dÀ Ad und dafi das Bild jeder O-Zelle eine O-Zelle ist. Nach dem
Lemma 1 (12.6) bewirkt also A* fur n 1, 2,..., N einen Isomorphis-
mus der Faktorgruppe Pn=JïnnZq / àLfo~1 i*1 ^® auf die analoge Faktor-
gruppe inZ. Es sei mm, wie in 7.7, S der Ring, der seiner additiven
Struktur nach die direkte Summe der Fn, seiner multiplikativen Struktur
nach durch das (J-Produkt gegeben ist, und SN entstehe ans S durch Null-
setzen aller Elemente der Dimensionen n> N. Da A* U-produkthomo-
morph ist, bewirkt A* einen dimensionstreuen Ringisomorphismus von
/SJ^Z(5,J) auf 8N(K,J). Aber nach 7.7 ist SÏK^J) zu B0(K^J) und
S(K, J) zu -R0(K, J) dimensionstreu isomorph. Es folgt also, da8 Bq(K$, J)
und Bfî(K,J) dimensionstreu isomorph sind.

13.6. Zusatz zum Lemma 2. Der Isomorphismus von Rq(K^,J) und
Rq(K,J) wird durch folgenden Homomorphismus Q von L(K$,J)
L((S,J) in L(K,J) bewirkt: Jedes ?i-Simplex [u0, ul9..., un] von K
(n^l) wird gemâB den Festsetzungen 13.3 von genau einem Simplex
der Form \v 0, xx vx,..., xn vn] mit x{ e © und v t e T uberlagert ; fur
jede Funktion fn€Ln((S,J) ist Qfn €Ln(K,J) durch

uly. ..,un] =fn(xlf x2,..., xn) (19)
definiert.

Beweis. Der Isomorphismus von R^K^.J) auf den Ring S^^iK^yJ)
ist durch die Cohomologie-Abbildung U% von K$ in "K$ gegeben, der-
jenige von S^^ÇK^, J) auf 8N(7T, J) durch A*(13.4), und derjenige von
B*(K,J) auf SN(K, J) durch die Cohomologie-Abbildung U* ror^K in F;
C7* ist fur jedes n ein Isomorphismus von Ln(K,J) auf Lq(K,J) (vgl.
7.2), und V sei die Umkehrung von U*.

A*U% ist fur jedes n ein (?-Homomorphismus von Ln(($>, J) in L%(K ,J),
und VA*U£ von Ln((S,J) in Ln(K,J). Wir setzen fi =F^*C7j ; fi ist
ein dimensionstreuer (^-Homomorphismus von L(©,J) in L(K,J), der
den Isomorphismus von B^(K^,J) auf Bq(K,J) bewirkt. fi làBt sich so
beschreiben: Ist w> 1, cn =[u0, %,..., un] ein Simplex von iT, cn eines

von K, welches cn uberlagert, so lâfit sich cn eindeutig in der Form
[xovo, x1vl,..., xnvn] mit #*€©, ^ € T" schreiben (vgl. 13.3), und es ist
UVi ui (i 0,..., n) ; es gibt unter diesen Simplexen genau eines mit
x0 6, d. h. cn =\y0, xtvlf..., xnvn]. Dann ist fur fn *Ln(d),J)

£}f*(cn) VA* U*f»(c«) A* Ulfn[v0, xxvx>..., xnvn]
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13.7. Die Elemente der Dimension 0 von R(K,J) gehôren nicht zu
¦#o(K,J), werden also vom Lemma 2 nicht erfaBt; aber nach 11.6 ist,
wenn 93°(K,J) 0 ist, B°(K,J) J, nàmlich gleich der Gruppe der
konstanten O-Funktionen, deren Rolle im U-Produkt durch das Axiom IV
(4.9) festgelegt ist; dasselbe gilt fur B°(K$,J). Bezeichnen wir mit Rt
den Ring, den man erhâlt, wenn man zu Ro noch aile Elemente der Dimension

0 hinzunimmt, so dûrfen wir die Behauptung des Lemmas 2 auch so

ausspreehen: Die Ringe i?f(K,J) und RfiK^^J) sind dimensionstreu
isomorph.

Die additive Gruppe des Ringes Ro ist die direkte Summe der Gruppen
jBq n 1, 2,... Da K$ in allen Dimensionen, K in den Dimensionen
0, 1,..., N — 1 beziïglich J azyklisch ist, gilt nach dem Korollar von
7.6 fur aile n>l J3J(ZC, J) Bn(K®,J) rn(©,J) und fur n=l,
2,...,iVr-l JBJ(K,J) Bn(K,J). Also ist

und

und Rf(K,J) unterscheidet sich von RN(K,J) nur in der Dimension N,
nâmlich dadurch, daB der iV-dimensionale Summand Bq(K,J) statt
BN(K,J) lautet (daB R*(K,J) ein Ring ist, d. h. daB das U-Produkt
zweier Elemente der Dimensionen n< N und k < N mit n + k N
stets in B^(K,J) liegt, hat sich von selbst ergeben).

13.8. Wir formulieren unsere Ergebnisse in folgender Weise.

Satz IV. K sei eine regulare Vberlagerung des simplizialen Kom-
plexes K mit der Decktransformationengruppe (5, und K sei bezûglich des

Ringes J mit Einselement in den Dimensionen 0, 1,..., N — 1 azyklisch.
Dann ist der Ring RN~1(K,J) dimensionstreu isomorphdem Ring PN~~1((5,J) ;

seine Struktur ist also durch die Gruppe © {und durch J) bestimmt.

Dabei bedeutet, um daran zu erinnern, Rn bzw. Pn den Ring, der aus
dem Cohomologiering R bzw. P durch Nullsetzen aller Elemente der
Dimensionen > n entsteht.

Satz IV7. Unter den Voraitssetzungen von Satz IV ist ferner der Ring
Rf(K,J) dimensionstreu isomorph dem Ring PN((5,J).

Rf(K,J) ist der Teilring von jB^(K,J), der entsteht, wenn man sich
in der Dimension N auf Bf(K,J) beschrânkt; dabei bezieht sich Bq(K,J)
auf die gegebene Ûberlagerung K von K.
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Die Ringisomorphismen werden durch die Abbikhmg Q von L(®, J) in
L(K,J) (Formel (19) in 13.6) bewirkt.

13.9. FundamentalgruppeundCohomologiering. Ist K ein zusammen-
hàngender simplizialer Komplex mit der Fundamentalgruppe g, so ist die
zur universellen "Oberlagerung K von K gehôrige Decktransformationen-
gruppe zu 5 isomorph. K ist bezuglieh eines jeden Koeffizientenbereich.es
in den Dimensionen 0 und 1 azyklisch (vgl. 11.5). Man erhâlt also als
Spezialfâlle der Sâtze IV und IV':

Satz V. K sei ein zusammenhângender simplizialer Komplex mit der
Fundamentalgruppe g, J ein Ring mit Einselement; die universelle Vber-
lagerung von K sei in den Dimensionen 2, 3,..., N — 1 azyklisch bezuglich

J Dann ist der Ring RN~~l (K, J) dimensionstreu isomorph zu PN

Satz V. Unter den Voraussetzungen von Satz V ist ferner der Ring
R^(K,J) dimensionstreu isomorph zu PN($,J). Dabei bezieht sich der
Summand B^(K,J) von Rf (K,J) auf die universelle Oberlagerung von K.

Der Spezialfall N — 2 von F' lautet (vgl. Satz III):
Satz VI. Ist K ein zusammenhângender simplizialer Komplex mit der

Fundamentalgruppe 3f> J e^n Ring mit Einselement, so ist der Ring
R2X(K,J) dimensionstreu isomorph zu

Auf die Bedeutung des Summanden Bl(K9J), der sich auf die
universelle Ûberlagerung bezieht, kommen wir in 14.4 zu sprechen. —- Ist
K ein Komplex mit der Fundamentalgruppe 5, und ist F2(^,J) 0,

so ist das U-Produkt zweier 1-Cozyklen in K cohomolog 0; denn dièses

Produkt liegt in einer Klasse aus J3g(K,*7) ~ F2(%,J).

§ 14. Àsphârische Komplexe.

14.1. Ein simplizialer Komplex K heifit ,,asphârisch in der Dimension

n", wenn das zugehôrige Polyeder 77 — dessen Simplizialzerlegung K
ist — folgende Eigenschaft hat : Jede stetige Abbildung der n-dimensio-
nalen Sphâre Sn in 77 ist nullhomotop, d. h. lâBt sich stetig in eine

Abbildung auf einen einzigen Punkt deformieren.
Aus einfachen Sàtzen der Homotopietheorie folgt24): Wenn der zu-

8ammenhângende simpliziale Komplex K asphârisch ist in den Dimensionen

2, 3,..., N -~ l, so ist seine universelle Ûberlagerung in diesen

Dimensionen (ubrigens auch in den Dimensionen 0 und 1) azyklisch be-

24) Vgl. [2], Nr. 16.1 oder [5], Teil I, Satz IV, in Verbindung mit Teil II, Satz II.
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zûglich eines jeden Koeffizientenbereiches. Aus Satz V ergibt sich also
(wegen der Bezeichnungen Rn usw. vgl. §13):

Satz VII. Der zusammenhangende simpliziale Komplex K mit der
Fundamentalgruppe 3f sei in den Dimensionen 2, 3,..., N — 1 aspharisch.
Dann ist fur einen beliebigen Koeffizientenring J mit Einselement der Ring
-RJV~1(K, J) dimensionstreu isomorph zu P^"1^,«/); seine Struktur ist also
durch die Fundamentalgruppe $f {und durch J) bestimmt.

Aus Satz V folgt unter denselben Voraussetzungen, da6 Rf(K,J)
und PN (i$,J) dimensionstreu isomorph sind. Dabei ist der iV^-dimensionale
Summand Bq(K,J) mit Hilfe der universellen Oberlagerung von K er-
klârt. Er làBt sich aber, bei beliebiger Koeffizientengruppe J, in K selbst
unabhângig von jeder Ùberlagerung charakterisieren, und zwar mit Hilfe
der ,,Sphàrenbilder".

14,2. Unter einem n-Sphârenbild in K versteht man einen ganz-
zahligen Zyklus in K, welcher simpliziales Bild des Grundzyklus der
n-dimensionalen Sphâre 8n ist. Diejenigen ganzzahligen Homologie-
klassen der Dimension n in K, welche Sphârenbilder enthalten, bilden,
wie man leicht zeigt25), eine Untergruppe Sn(K) von JBW(K, 31).

Es sei nun K ein zusammenhângender simplizialer Komplex, der in
den Dimensionen 2, 3,..., JV — 1 aspharisch ist, K die universelle Ûber-
lagerung von K und U die Ûberlagerungsabbildung von K auf K. Aus
Sâtzen der Homotopietheorie folgt26), daB K in allen Dimensionen

<i\r-l aspharisch ist, und hieraus27), daB ©^(K, 31) =<5N(K) ist; ferner
gilt, wie leicht zu sehen28), U<5N(K) =S^(K). Es ist also, wenn K die

genannte Voraussetzung erfiillt, S^(K) US&N(K, 31).

J sei eine beliebige Abelsche Gruppe; sie bildet mit 2t zusammen ein
Paar (3.4, Fall (2)). Wegen SB*"1 (K, 31) 0 (14.1) ist nach 7.6 die
Untergruppe Bq(K,J) von BN(K,J) dadurch charakterisiert, daB sie

U$$N(K, 31) annulliert, d. h. daB der Kroneckersche Index ihrer Elemente
fur aile Elemente von USBN(K,%) gleich 0 ist. Also:

Wenn K in den Dimensionen 2, 3,..., N — 1 aspharisch ist, so ist (fur
eine beliebige Koeffizientengruppe J) die auf die universelle Vberlagerung
bezilgliche Gruppe Bq(K,J) diejenige Untergruppe von BN(K,J), welche

QN(K) annulliert.

a») [1], Naehtrag, Nr. 1 (S. 28).
2«) Nach [5], Teil I9,Satz IV.
**) [5], Teil II, S. 526, Behauptung 2).
M) Vgl. [2], Nr. 16.4.
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14.3. Satz VII'. Unter den Voraussetzungen von Satz VII ist ferner
der Ring Rf(K,J) dimensionstreu isomorph zu PN($,J). Dabei ist der
Snmmand Bq(K,J) von R*(K,J) diejenige Untergruppe von BN(K,J),
welche QN K annulliert.

Die Struktur von i?f (K,J) ist also in diesem Falle durch die Funda-
mentalgruppe % von K (und durch J) bestimmt ; oder : Wenn zwei Kom-
plexe, die in den Dimensionen 2, 3,...,JV— 1 asphâriseh sind,
isomorphe Fundamentalgruppen haben, so sind ihre Ringe Rf isomorph.
Dieser Satz lâBt sich leicht mit den Methoden der Hurewiczschen Homo-
topietheorie beweisen29), ohne daB aber dabei uber den algebraischen Zu-
sammenhang zwischen Rf und 3f etwas ausgesagt werden kann; dieser

Zusammenhang wird durch den Ring PN(%,J) gegeben.

14.4. Fur N— 2 triflft die in 14.2 festgestellte Bedeutung von
Bq(K,J) (bezùglich der universellen Ûberlagerung von K) auf jeden
zusammenhangenden simplizialen Komplex K zu, unabhângig von wei-
tern Voraussetzungen: J?o(K,«/) ist fur beliebige Koeffizientengruppe J
diejenige Untergruppe von B2(K,J), welche S2(K), d. h. aile Kugelbilder
annulliert. Das ist die in 11.5 und 13.8 in Aussicht gestellte geometrische
Charakterisierung von Bl(K,J).

§ 15. Beispiele.

15.1. Die folgenden einfachen Beispiele sollen nur zur Illustration
der Begriffe und Sâtze dienen ; auf weitergehende Anwendungen soll an
anderer Stelle eingegangen werden.

Will man fur spezielle Gruppen © die Struktur von />(©,«/) unter-
suchen oder sogar vollstândig bestimmen, so kann dies auf zwei Arten
geschehen: Man kann erstens von der algebraischen Définition von
P(($),J) ausgehen, wie sie im Abschnitt I gegeben wurde; wir haben auf
diesem direkten Wege in § 2 die algebraische Bedeutung der Gruppen
/^((B, J) und r2(($>,J), in 3.5 die Bedeutung des U-Produktes zweier Ele-
mente von F1 ((5, J) geklârt; auch 10.4 ist hierher zu rechnen, obwohl wir
dort an Stelle der Définition den abstrakten Komplex K$ verwenden

(was nach 8.3 nur eine andere, allerdings bequemere Formulierung be-

deutet). Zweitens kann man Eigenschaften von P(©,/) gewinnen, indem

man ein spezielles, môglichst einfaches Polyeder (einen simplizialen
Komplex) heranzieht, der eine azyklische Ûberlagerung mit der Deck-

a») Vgl. FuBnote 4); ferner [1], Nachtrag.
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transformationengruppe © besitzt; die Beispiele 15.2 bis 15.5 gehôren
hierher, ferner das Korollar zu Satz III (11.5), in welchem aus der geo-
metrischen Betrachtung eine algebraische Folgerung gezogen wird. —

Die zweite Méthode fûhrt natiirlich zu speziellen Resultaten von eher zu-
fâlligem Charakter.

Die Kenntnis von Eigenschaften des Ringes P(®, J) fur eine gegebene

Gruppe © hat fur die Tdpologie folgenden Wert : Man gewinnt Aussagen
ûber die Cohomologiestruktur aller derjenigen zusammenhângenden Poly-
eder, welche eine regulâre Ûberlagerung mit der Decktransformationen-

gruppe © besitzen — oder deren Fundamentalgruppe © als homomorphes
Bild besitzt — ; dièse Aussagen gelten nur fur diejenigen Dimensioneri
1, 2,..., N, in welchen die Ûberlagerung azykliseh ist, so wie dies in
unsern Sâtzen pràzisiert ist. Ist das Polyeder eine orientierbare Mannig-
faltigkeit der Dimension m, so iibertragen sich die Aussagen auf den

Schnittring, wobei zu beaehten ist, daB im bekannten Isomorphismus des

Cohomologie- und des Sehnittringes der Cohomologiegruppe der Dimension

n die Homologiegruppe30) der ,,Dualdimension" m — n, dem U-Pro-
dukt der Sehnitt entspricht.31)

15.2. Ist © eine abzahlbare freie Gruppe, so sind bei beliebiger Koeffi-
zientengruppe J aile Fn((S,J) 0 fur n^ 2.

Beweis. Es gibt einen Streckenkomplex K mit der Fundamentalgruppe

© ; seine universelle Ûberlagerung ist in allen Dimensionen
azykliseh bezuglich eines jeden Koeffizientenbereieh.es. Also ist nach Satz II
fur n^2 rn(®,J)^Bn(K,J) 0. — i^©, J) ist auf Grund von 2.1
leicht zu bestimmen.

Aus 13.9 (Satz VI) ergibt sich also: Ist K ein simplizialer Komplex
mit freier Fundamentalgruppe, so ist in K das U-Produkt zweier 1-Co-

zyklen stets cohomolog 0.

15. 3. © sei die freie Abelsche Gruppe vont Range r, J ein Ring mit Eins-
element. Dann ist P((5,J) isomorph dem Polynomring liber J in r anti-
kommutativen Unbestimmten zl9 z2,..., zr, welche Cohomologieklassen der

Dimension 1 entsprechen; d. h. dem Ring aller Polynôme

r+

30) Hier ist die Homologiegruppe i. A. mit unendlichen Ketten zu bilden.
31 Vgl. hiezu die Bemerkungen in Nr. 3 der Einleitung.
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mit Koeffizienten aus J, wobei ztz3 -f zjzt 0 ist. Fn((5,J) ist also die
direkte Summe von (rn) mit J isomorphen Gruppen 0, wenn n > r
ist).

Beweis. Der r-dimensionale Torus, das topologische Produkt von
r Kreislinien, besitzt © als Fundamentalgruppe ; seine universelle Ûber-
lagerung, der r-dimensionale Euklidische Raum, ist in allen Dimensionen
azyklisch. Also ist P(©, J) nach Satz IV zum Cohomologiering des Torus
dimensionstreu isomorph, und dieser hat bekanntlich die angegebene
Struktur.

15.4. © sei die Gruppe der Ordnung 2, J der Ring, der aus 2 Ele-
menten besteht. Dann ist P(©,J) isomorph dem Polynomring in einer
Unbestimmten uber J, welche einer 1-dimensionalen Cohomologieklasse
entsprieht.

Zum Beweis betrachte man einen iV-dimensionalen reellen projektiven
Raum PN] seine Fundamentalgruppe ist ©, seine universelle Ûberlage-
rung die Sphare SN, welche in den Dimensionen < N azyklisch ist. Nach
Satz IV ist PN-1((5,J)^BN'1(PN7J), und letzterer ist isomorph dem

Polynomring uber J in einer Unbestimmten z, welche einer 1-dimensionalen

Cohomologieklasse entsprieht und fur welche zN 0 ist. Da N
beliebig ist, folgt daraus die Behauptung.

15.5. © sei die Fundamentalgruppe der orientierbaren geschlossenen
Flache F p vom Geschlecht p^ 1, also durch 2p Erzeugende xl9..., xp,
y!,...,y9 und die Relation xx yx x'1 yi1.. ,xp yp x^y~l e gegeben.
Dann ist fur jeden Rmg J mit Einselement P((5,J) isomorph dem

Polynomring uber J in 2p + 1 Unbestimmten zx,.. .,zJ>,Z1,.. .,ZP, z, fur
welehe ztz3 ZtZ3 0, zlZJ= ~Zizx ôtJz gilt, und die zt,Zt ent-
sprechen 1-dimensionalen Elementen von P((S,J), also z einem 2-dimen-
sionalen. — Es ist also jTn(©,J) 0 fur n^ 3 und T2(©, J) ~ J, und
dies gilt auch fur eine beliebige Koeffizientengruppe J.

Beweis. Fp besitzt die Ebene als universelle Ûberlagerung, und dièse

ist in allen Dimensionen azyklisch, ganzzahlig oder bezuglich beliebiger
Koeffizienten. Also ist, nach Satz IV, P(©,J) zu R(FP,J) dimensionstreu

isomorph fur jeden Ring J mit Einselement, und nach Satz II
Fn((S,J) Bn(Fp,J), n=l, 2, 3,... fur jede Koeffizientengruppe J.

15.6. Der zusammenhangende simpliziale Komplex K sei in den
Dimensionen 2, 3,..., N — 1 aspharisch und seine Fundamentalgruppe
g sei endlich. Dann hat, fur beliebige Koeffizientengruppe J, jede Co-

homologieklasse der Dimension < AT — 1 endliche Ordnung (die Teiler der
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Ordnung von 5 ist) ; dasselbe gilt fur diejenigen Cohomologieklassen der
Dimension N, welche aile JV-Sphârenbilder annullieren. Die Oruppen
Bn(K, SI), n 1, 2,..., N — 1, sind aile endlich.

Beweis. Die universelle Ûberlagerung von K ist nach 14.1 in den
Dimensionen ^ N — 1 ganzzahlig azyklisch ; also ist nach Satz II und
II' Bn(K,J)^rn(%,J) fur n l, 2,...,A7-1 und B*(K,J) ^ rN(%, J).
Bq bezieht sich auf die universelle Ûberlagerung von K, hat also die in
14.2 angegebene Bedeutung. Die Fn (5, J) haben nach 10.4 die genannten
Endlichkeits-Eigenschaften.

(Eingegangen den 4. Dezember 1945.)
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