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Note sur l'identité de deux ensembles
de la famille F' d’ensembles parfaits
Par SopHIE PiccarD, Neuchitel

1. Définitions. Soient k> 1 et n >k -+ 1 deux entiers, soient

Ay, Ay sev sy (@g=0<a, <---<a,)k+ 1 nombres de la suite
0,1,...,n— 1.Considérons le systéme de numération & base n et soit
[a,, al ,o+.> @], l'ensemble des nombres réels de lintervalle fermé
<0, l > , dont le développement a base n peut s’écrire avec les
seuls chlﬁres @y,@,...,0a;. Posons, pour abréger, A=[a,,a,,...,a,],
C’est un ensemble parfait que ’on peut construire de la fagon suivante.
Soit K = {ay,a,,...,a;} et soit V= (— oo, oo0) I’ensemble des nom-

bres réels. Appelons intervalle contigu de rang 0 de A l'’ensemble

En— <0, na_k_ ;> - Soit, & présent, m un entier quelconque > 1.

Sia, <n — 1, appellons intervalle contigu de rang m de 4 tout inter-
valle ouvert (a, b) ayant pour extrémite gauche!) un nombre de la forme
&1

a=21p 2 4. Sady Sy

n n? nm-1 nm (n 1)’

oh ;e K, §j=1,2,...,m—1, et + est un nombre de la suite
0,1,...,k — 1, et pour extrémité droite!) le nombre

R R e

La longueur d’un tel intervalle est

Aipq — a; — 1 n—1—a;
n™ n™(n — 1)

et le nombre des intervalles contigus de rang m, lorsque a, <n — 1,
est égal & (k+ 1) '%. Si @, =mn —1, appellons intervalle contigu de
rang m de A tout intervalle ouvert (a, b) ayant pour extrémité gauche
un nombre de la forme
[ a; + 1

. L

nm-1 n

0y Ko
n +n2 +

1) @ et b étant les extrémités d’un intervalle linéaire §, on dit que @ est I'extrémité
gauche de § et que b est son extrémité droite, si a <<b .
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oux;e K, j=1,2,...,m — 1, et i est un nombre de la suite 0, 1,. ..,
k—1, tel que a, ., —a, >1, et pour extrémité droite le nombre

0y Xg Km—1 A;ty
b=t T T e
Ay — @ — 1

nm

Eliminons successivement de ’ensemble € les intervalles contigus de
rangs 0,1,2,... . A est 'ensemble des éléments de €1 qui sub-
sistent aprés toutes ces éliminations. On dit que A est construit sur
Iintervalle < 0, g?_lc“i > .

La famille ' se compose de tous les ensembles du type 4 que nous
venons de définir.

La longueur d’un tel intervalle est

2. Soient k, I, m, n quatre entiers, tels que k>1, | >k + 1,
m=1, n>m-41, solent ag,ay, ...,a, (@ap=0<0a,<---<a,)k+1
nombres de la suite 0,1,...,1— 1, soient by,b,,...,b, (b, =
0<b,<-.--<b,)m-+1 nombres de la suite 0,1,...,7n—1 et soit
A =[ay,a,,...,a;l;, B=[by,b,,...,b,],- A et B sont deux en-
sembles quelconques de la famille F. Posons K = {a,,a,,...,a;} ,
K’ ={by,b,,...,b,}. Ilest évident que sil =mnet si K = K’ on a
A = B. Mais la réciproque peut étre en défaut, comme 1’a montré
M. Henri Cartan. Ainsi, par exemple, on a [0, 2], =[0, 2, 6, 8], . Dans
le compte-rendu qu’il a fait de mon travail «Sur des ensembles par-
faits »2), M. Henri Cartan a énoncé les deux résultats suivants:

1) Soit 4 =[a,,a,,...,a,;]; un ensemble quelconque de la famille
F, soit K ={a,,a,,...,a,}, soit p un entier quelconque > 1, soit
m=(k+1)?—1, soit K'={by,b,,...,b,} 'ensemble des nombres
entiers > 0 et < I? dont le développement & base I comprend p chiffres
pris dans K et soit n =1?. Alors B =[b,,b,,...,b,], = 4 .

2) Soient A4 =[a,, a,,...,0a,], et B=[by,b,,...,b,], deux en-
sembles de la famille F. Soit K={a,, a,,,...,a,}, K'={by, b,,...,b,,} .
Alors, si A = B, il existe des entiers p, ¢, 7, 8, ¢, ¢,. .., C,, tels que
I<s<r—1, =1, r9=n, ¢=0<¢ < ---<c¢c,<7r, que
A =B=[¢c,¢,-...,¢l et que K(K') est 'ensemble des entiers = 0
et <l(=0 et <n) dont le développement & base r comprend p(q)
chiffres pris dans la suite ¢y, ¢, ,...,c, .

—

%) Bulletin des Sciences mathématiques, Deuxiéme série, tome LXVII, janvier-février
1943,
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Ce résultat général a été obtenu par M. Henri Cartan, en collaboration
avec M"® Héléne Cartan.

Nous avons repris la question de l'identité de deux ensembles de la
famille F' et nous avons établi un critére général dont nous déduisons le
critére 2 de M. H. Cartan. La démonstration de notre critére repose sur
des lemmes, dont le premier est le critére 1 de M. H. Cartan.

3. Lemme 1. Quel que soit I’ensemble 4 =[a,,q,,...,a,];, de la
famille F et quel que soit I’entier p > 1, si 'on pose m = (k + 1)? — 1,
n=1%etsiby, b,,...,b, (b =0<b<...<b,,) est la suite composée
de tous les nombres de la forme 17~ &, 172 xy+ - - -+, , ot x;e K=
{ag,a,,...,a,} , quel que soit ¢=1,2,...,p, on a B=
[bg,b;,...,0,],=A.

Demonstration. Supposons les conditions du lemme 1 satisfaites et soit
K' = {b,,b b
’—‘{ 03 V10> 'm}'
Soit @ un nombre quelconque de I'’ensemble A4 et soit

(0 4 0,2 s
a,:_—:—.Tl-_].....l%_..l_ (;e K, v =1,2,...)

son développement & base I. On peut écrire

Y 2 ¢ & X p+ Xpt Kop
a_(—-ll—.}.._lzl+...+_l_§.)+(lp+ll+ l:+22+...+ l:p)+...
[p—1 x, + P25, ...+ oc,,+ lp—1“p+l+lp-—2“p+2+ “ o +0¢2p+”'
7 I»
ﬁ1+ﬂ2+.'.,

en posant B; =1P"1 x(;y)pi1 + P2 iy pra + - iy, 1 =1,2,... .

On a B,¢K’, quel que soit 1=1,2,... et, par conséquent, aeB. Cela
étant quel que soit le nombre a de ’ensemble 4, on voit que 1) 4 c B.
Soit, & présent, b un nombre quelconque de I’ensemble B et soit

b= m+m+ C(bieK, i=1,2,...)

son développement & base n.
De la définition des nombres de K’, il résulte ’existence d’une suite
® , &, ,... de nombres entiers, tels que «,;cK, it =1,2,..., et que

Bi =P oo + P20 pypiat - r gy, t=1,2,... .
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Et comme n =17, on a
b..——_.f'fll__}_f‘l_:.+...

Donec bed .
Cela étant quel que soit I'élément b de B, on voit que 2) Bc 4.
Des deux inclusions 1) et 2), il résulte que A = B et le lemme 1 est
démontré.

4. Lemme 2. Si deux ensembles 4 =[ay,q,,...,a,], et B =
[bo,b,,...,b,], de la famille F définis au § 2 ont les mémes intervalles
contigus de rangs 0, 1 et 2, alors k=m, l=n et a,=b;, =1, 2,..., k.

Démonstration. Soient A et B deux ensembles de la famille F qui
satisfont la condition du lemme 2.

Comme 4 et B out le méme intervalle contigu de rang zéro, ces deux
ensembles sont construits sur un méme intervalle. Or, 4 est construit

ay

T 1 > et B est construit sur l’'intervalle

bum

sur lintervalle < 0

<0, lﬁ"m > . On doit donc avoir 1) Te
n—1 l1—1

Deux cas sont maintenant a distinguer:

a) a,<l—1 et b,<n—1.

Les intervalles contigus de rang un de 4 sont alors

a; ay Qi+ - .
(l+l(l——1)’ l)’ t=0,1....,k—1,

et les intervalles contigus de rang un de B sont

b, bm b+ - B
(n+nM-U’ n)’ 7=0,1,....m—1.

Puisque 4 et B ont, par hypothése, les mémes intervalles contigus de

a; b;

rang un, on doit avoir 2) k=m et 3) = 1=1,2,...,k.

De 2) et 1), résulte 4) lﬁ‘ i =n(—)fl et de 3), pour ¢ =k, résulte
5)%1‘- — %— . Or, de 4) et 5), il découle que 6) I== . Et de 6) et de 3),

il découle que a; =b,, 1 =1,2,...,k.
On voit donc que, dans le cas a), il suffit que A et B aient les mémes
intervalles contigus de rangs 0 et 1 pour que Il =n, k =m, a; = b,,
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t=1,2,...,k et, par suite, que les deux ensembles 4 et B soient
confondus.

b) On a l'une au moins des égalités: a, =1 —1, b,=n—1.
L’égalité 1) implique alors que l'on a simultanément @, =1 — 1 et
b,=mn—1.

Soient 7) &, ,0,5,...,6,, o =1, les intervalles contigus de
rang 1 de A pris dans un ordre tel que §,; est situé a gauche3) de 4,;,
sit <j.

D’aprés nos hypothéses sur A et B, la suite 7) constitue également
I’ensemble des intervalles contigus de rang 1 de B. Il existe donc, d’une

part, » indices ¢, ,¢,,...,t (0 <t <t <--- <t <k — 1) et, d’autre
part, r indices 8; , 85 ,...,8 (0 <8 <8< - <8 <m— 1), tels que

5 __(ffu"“l ﬁt_z'+1)__(bu+l b8i+1)
1 D ’

7 ’

l S n n
ati+1 "—a'tt > ]. s b8i+1 - b81> 1 3 i = 1 5 2 go .,7.
On doit donec avoir

8) atil_*.1=b3i:— 1 et 9) Ati+1__ b8i+1

b =1,2,... .
l n ’ 1 ’ ’ ,r

Les intervalles contigus de rang 2 de A sont au nombre de (k4 1)r
et ce sont les intervalles

a; a;,+1 a; ay, . .

alors que les intervalles contigus de rang 2 de B sont au nombre de
(m 4 1) r et ce sont les intervalles

/ (ba bsi+ 1 b;i + bsi+1

2if = \ .~

b

n n? n n2

) , 1=1,2,...,7,j=0,1,...,m.

Et comme, d’aprés nos hypothéses, 4 et B ont les mémes intervalles
contigus de rang 2, on doit avoir, d’une part 10) k=m et d’autre part,
comme @, <@, <---<a, et que b, <b <---<b,, on doit avoir

11) 62.'5_—'-:6;"5, i=1,2,...,’r,j:0,1,...,k.

3) C’est-a-dire que I’extrémité droite de 8,; est un nombre inférieur & ’extrémité gauche
de 9,; .
7
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Soit 7 un entier quelconque compris entre 1 et r. On a, d’aprés 8) et 9),

at;4—1 "‘ati—"l _ bsi+1 - bsi — 1

12
) l n

et, d’aprés 11), on a

19) G %t b byt
l & n n?
et
a; | Gypa by by
14) l"l" B —7;5',7-0a1, , k

Attribuons & j une valeur fixe quelconque comprise entre 0 et k et soustra-
yons membre & membre les deux égalités correspondantes 14) et 13).
I1 vient

Wpp1— 0 — 1 by — by —1

15) 2 o n2

Divisons les égalités 12) et 15) membre & membre. Il vient 16)! = » .
Done, d’apres 8), on a 17)a,, =b,,, ¢ =1,2,...,r et, d’aprés 13),
16) et 17), on a 18) a; =b,, j=0,1,...,k, ce qui achéve la
démonstration du lemme 2.

b. Lemme 3. Soient 4 =[a,,a,,...,a,], e¢ B=[b,,b,,...,b,].
deux ensembles de la famille F et soit ¢y =0<a, <---<a, ot
by =0 <b, <---<b,,. Alors, sil=n et si A=B, on a nécessaire-
ment k=m et a,=0b,, 1=1,2,...,k .

Démonstration. En effet, soient A et B deux ensembles de la famille F
qui satisfont les conditions du lemme 3.

Comme A4 = B, ces deux ensembles sont construits sur un méme
a bm
n—1 n—1’
part, I’ensemble des intervalles contigus de 4 se confond avec ’ensemble
des intervalles contigus de B. Deux cas sont maintenant & distinguer:

donec a, =2b,, . D’autre

intervalle et, par conséquent,

a) a,=mn—1.
Alors, quel que soit ’entier £ > 1 et quel que soit l'intervalle contigu é

de rang ¢t de A ou de B, cet intervalle est de longueur > -;1; et \<~7‘z“;b:¢‘2‘

n —

el tout intervalle contigu de rang ¢ de 4 ou de B

1
et, comme Py >

est de longueur supérieure & celle de tout intervalle contigu de rang
=t + 1 aussi bien de 4 que de B. Il s’ensuit que, quel que soit ’entier
> 1, les deux ensembles 4 et B ont les mémes intervalles contigus de
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rang t. Et, comme 4 et B sont construits sur le méme intervalle, d’aprés
le lemme 3, k=m et a,=b;,, 1=1,2,...,k .

b) a, <n —1, donc ausst b, <mn —1.

Alors A posséde k intervalles contigus de rang 1, dont les extrémités

droites sont les nombres % (t=1,2, ...,k) .

Comme ’ensemble des intervalles contigus de 4 se confond avec l’en-
semble des intervalles contigus de B, il en est de mémes des ensembles
formés des extrémités droites de ces deux familles d’intervalles. Or,
un intervalle contigu de B a pour extrémité droite un nombre de la
forme

% + —g—:- + e "+" "i—tt‘ ’ Ol‘l ﬂ‘t GKlz{bo,bl,..., bm}, 'I:Zl, 2,..., t, et ﬂt>0
et comme, dans aucun systéme de numération, un méme nombre ration-

nel ne saurait posséder deux développements limités distincts, on ne
saurait avoir 1’égalité

a; ﬂl B. _ét_

n n T n2 + nt
quesit =1 et a, = f,. Donc, quel que soit 'indice s =1,2,...,k,
il lui correspond un indice j de la suite 1,2,...,m, tel que a, =2b,.

Par un raisonnement tout a fait analogue, en partant des intervalles
contigus de rang 1 de B, on démontre que, quel que soit l'indice

9=1,2,...,m, il lui correspond un indice + de la suite 1,2,..., %k,
tel que b, = a, .
Il en résulte que les deux suites a,,a,,...,a, et b ,b,,...,0,

comprennent un nombre égal k = m de termes et se composent des
mémes nombres et, comme @, <a, <---<a, et b <b, <---<b,,,
on a bien @; =b,, 1=1,2,...,k, c.q.f d.

6. Lemme 4. Soient A =[a,,a,,...,a,], et B=[by,b,,...,b,],
deux ensembles de la famille F. Alors, si A = B, il existe deux entiers
p et g, tels que 1I? = n?.

Démonstration. Soit A = B. Alors ces deux ensembles ont les mémes
intervalles contigus et il existe une suite finie &,, d;,...,d,(t = 1) de
nombres réels positifs distincts, tels que chacun de ces nombres est la
longueur d’un intervalle contigu de rang 1 de I'un au moins des deux
ensembles 4 ou B, la longueur de tout intervalle contigu de rang 1 de 4
et de B figurant parmi les nombres de cette suite.

210



Comme I’ensemble des intervalles contigus de 4 se confond avec 'en-
semble des intervalles contigus de B, chacun des nombres §; (=1,
2,...,1) est la longueur d’un intervalle contigu aussi bien de 4 que de
B (pas nécessairement du méme rang).

La longueur de tout intervalle contigu de 4 est un nombre de la forme

—%f—(i:l,2,,...,t; j=1,2,...)

et la longueur de tout intervalle contigu de B est un nombre de la forme

o; . :
W(z=1,2,...,t; ] =1,2,...)
Et comme I'’ensemble des intervalles contigus de 4 se confond avec celui
des intervalles contigus de B, il existe, pour tout couple donné d’indices ¢
et ) (1 <¢<t,j=>1)un couple d’indices u;; ,v,; (1 <wu;; <t,v,=>1),
d; -
tel que —lt— = —2, Attribuons a ¢ une valeur fixe quelconque com-
) nv
prise entre 1 et ¢ et faisons varier j de 1 & l'infini. Comme %, ne peut
prendre que les valeurs 1,2 ,...,¢ qui sont en nombre fini, la suite

Uiy s U9 5. .. comprend une infinité de nombres égaux.

SOit! uijl*—“u512=°":206,1<j1<].2 <"',1<m<t W
Ou

n’ii

0 O
RN TR
Divisons membre & membre les égalités 1) et 2). Il vient, en posant
ja—jh=p et vy —uvy; =gqg, I?=mn% ce qui démontre le lemme 4.

D’aprés ce qui précéde, on a 1) z'l e

7. Remarque 1. On voit sans peine que si l, n, p, ¢, p'>p, ¢’ > ¢
sont des entiers positifs tels que I? = 29, I?’ = n? et si p est le plus
petit entier positif, tel que I? est égal & une puissance entiére de =, alors
il existe en entier ¢t > 1, tel que p' = tp, ¢’ = tq.

8. Proposition I. Soient A=[a,,a,,...,a,], et B=[by,b,,...,b,],
deux ensembles de la famille F et soit K = {a,,a,,...,a,} et K =
{bo,by,...,b,}. Alors, si 4 = B, il existe deux entiers positifs p et g,
tels que I? = n? et que I'ensemble K, des entiers de la forme

lp_—lal—l“lp—zaz""—""‘}‘“p, Oh “if.K, i:—l’z’oon’p,
se confond avec ’ensemble K, des entiers de la forme
ne1g 4+ n12f, +..-+f,, ou PB,eK', j=1,2,...,q.
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Démonstration. Soit 4 = B. L’existence des deux entiers positifs p
et g, tels que I? = n?, résulte alors du lemme 4.

Soit C (D) 'ensemble des nombres qui peuvent s’écrire, dans le systéme
de numération a base [?(n?), au moyen des seuls chiffres pris dans I’en-
semble K, (K}). D’aprés le lemme 1, on a A = C et B = D et, par consé-
quent, C = D. Et comme [? = 29, il résulte du lemme 3 que K, = Kj,
c. q. f. d.

9. Remarque 2. Soient ! et n deux entiers positifs. Alors, s’il existe
deux entiers positifs p et g, tels que I? = n9, il existe aussi trois entiers
positifs r, p, et g, tels que p, et ¢, sont premiers entre eux et que I = r«
et n =", :

En effet, soient [, n, p, ¢ quatre entiers positifs, tels que 1) I? = n?.
Soit D (p, q) = d le plus grand commun diviseur de p et q et soit p = p,d ,
qg=q,d. p, et ¢, sont deux entiers positifs premiers entre eux. Envisa-
geons les décompositions en facteurs premiers des deux nombres [ et =.
L’égalité 1) implique que tout facteur premier qui fait partie de la dé-
composition de ! fait également partie de la décomposition de » et vice

versa. 1l existe donc un entier & > 1 et h nombres premiers &, , x, ,.. ., &,
tels que I =oftah?...afn et n=oa1a32...00%, ou uy, p,,...,
MUns Vis¥s,se...,V, sSont des entiers positifs.
L’égalité 1) peut donc s’écrire of*” ob?? ... ofa? = o ? o ... P!
. . v 4 v
et elle implique que 2) 2+ = 2% =. .. =L N A

M1 :“_2 B q %
Comme p, et ¢, sont premiers entre eux, il existe, d’aprés 2), kb entiers

positifs k,, k,,..., k,, tels que p,=k; q, et v,=k,;p,, 1=1,2,...,h.
Mais alors 1= (x¥ral2... a0t et n = (afraf2...aft)Pr . Posons
ofr ok afh =7, (Cest un entier positif.

D’aprés ce qui précéde, on a l =1t et n =", ce qui justifie la
remarque 2.

10. Remarque 3. Sik,l, m, n, ay,a,,...,a,, by,b,,...,b, sont
des entiers, tels que 1<k <l —1, gy=0<a, < --<@q, <l —1,
I<Km<n—1, b=0<b, <---<b, <n—1 et que

A::[ao,al,...,ak],r—‘B: [bo’ bl,"',bm]‘n’

alors il existe quatre entiers p,,q,, 7, 8, tels que p, et ¢, sont premiers
entre eux, 1 <s<r, =", n=1", k4+1=8",m+1=s8" et on a:
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a-:b

t i

i=0,1,...,min. (k,m),
— 11 -2 .
aa, 391"1+<x2 gd1—2 Foevedt an = r1a aal + qu aaz + - + aaql ,

quels que soient les nombres «;,x,, ..., x,, Pris dans la suite 0,1,...,s—1,
et

— P11 P1—2 e
bﬂx sP1—1 4 gy P12y "'+ﬂp1 =T aBl + r aﬁz + + aﬁ?’x ’

quels que soient les nombres §,, 8,,,..., B,, pris dans la suite
0,1,...,8s—1.

D’aprés le lemme 3, il suffit de considérer le cas ol | £ n . Supposons,
pour fixer les idées, que I < n. Le cas ol » < [ se traite de fagon tout &
fait analogue. |

Posons K= {ay,a,,...,a;}, K ={by,b,,...,b,} et soit 4 = B.
Done, d’aprés la proposition I, il existe deux entiers positifs p et ¢, tels
que 1) I? = n? et que ’ensemble K, des nombres entiers de la forme
Ploy + P26y - 4, ouxeK,i=1,2,...,p, coincide avec
'ensemble K, des entiers de la forme »n?™ B, + n22p, 4---+ B,, ot
B;eK’, j=1,2,...,q. Or, la puissance de ’ensemble K, est évidem-
ment égale & (k 4 1)? et la puissance de I’ensemble K est égale & (m-+1)2.
Et, comme K,=K, ona 2)(k-+ 1) = (m 4 1)2 .

Comme, par hypothése, I<mn, on a p>q.

Soit D(p,q)=d, p=p,d, ¢=q,d. p, et ¢, sont deux entiers positifs
premiers entre eux et p,>¢,. Soit 3) p,=1¢q, + ¢, o t > 1 et g,
(1 < ¢, < q,) sont deux entiers. Comme p, et ¢, sont premiers entre eux,
¢, et g, sont également premiers entre eux. D’aprés 1), 2) et la remarque
2, il existe deux entiers positifs r et s, tels que 4) | = 1, 5) n = 71,
6)k+1=38" Ym+1=28". Et comme kt + 1<l et m + 1< n,
on a forcément s< r.

Posons 17 = g?1%? = N . Soit €4,61,...,Cp1 (Co< ;< -+ < Cy_4)
une suite formée de tous les nombres de K, rangés par ordre de grandeur
croissante et soit dy,d,,...,dy_; ([doy<d;<---<dy_) une suite
formée de tous les nombres de l'ensemble K;, rangés par ordre de
grandeur croissante.

Par définition de I’ensemble K,, on a

8) cal 3413 + aq QQI (ﬂ—l)+-.-+a5 341_’_ a5+1 - lpaal"l" lﬁ“laaz_*_ "'+laa5+aaﬁ+1 .

quel que soit I'entier g de la suite 0, 1,..., p — 1 et quels que soient les
entiers o; (¢ =1,2,...,8 + 1) pris dans la suite 0,1,...,8. — 1.
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En particulier, 9) ¢; =a,, 1 =0,1,...,k; d’autre part, quel que
soit Ventier (1 < B < p—1), on a 10) ces=Pa, et, quels que
soient les entiers o, 8, ¥y («x=1,2,...,8* —1,8=1,2,...,p—1,
y=1,2,...,8% — 1), on a 11) CastiByy=Vay +c, .

De méme, par définition de K;, on a

12) d'}’lsms + 2 1@ ot Vs 8T + Vo=
= naby1 + 7®8"11),,2 + oo+ nbys + bysyy
8=0,1,...,q—1; y,=0,1,...,8—1,j=1,2,...,8+1.

En particulier,
13) d;=b;,, 1=0, 1,...,m,

14) dp,5 = nsb1 , quel que soit d=1,2,...,¢g—1,
et
15) dy 08,y = nsb}, +d,, quels que soient

y::l,2,.‘.,87’1-—1, 6:1,2,...,9’——1 et ‘u;_—_.-l’2’.'_,8p18__1.

Comme K,=K;, ona 16)d;=c¢;, 1 =0, 1,..., N—1 .

Donc d’aprés 9) et 13), on a 17) b, =a,, t=0,1,...,k et, quel
que soit l'indice ¢ = o, s 4 a, s2@ D ... 5, ., ol B est un
nombre de la suite 0, 1,...,¢, &, prend I'une des valeurs 0, 1,..., s —1,
quel que soit j =1,2,...,8+ 1, et &, <82 —1, si §=¢ (donc
0 <1< m), on a, d’aprés 13), 16) et 8),

18) bi=di=6i=—‘l'3aa1+lﬂ‘laza2+°"+aaﬁ+1 .

D’autre part, d’aprés 14) et 17), on a 19) d,5,5 = nla,, 6=1,2,...,
q—1.

Montrons que, quel que soit l'entier h=1,2,...,¢, — 1, on a
20) ay = rka,. En effet, nous avons déja remarqué que les nombres ¢,
et g, sont premiers entre eux. Donc, quel que soit I’entier A de la suite
1,2,...,¢,—1, il existe un entier A’ faisant partie de la méme suite
et tel que ¢, = h (mod ¢,) .

Soit 27 ’entier positif défini par 1'égalité 21) ¢,h' =h 4 ¢,A”. Comme
¢, >¢q,, on a évidlemment &' > A",

214



D’aprés 19), 16), 3), 21) et 11), on a

kl
d(apl)h' =N al - C(s'pl)h' == C,(Z(l1+(]2)k’ = Cstqlh’+ g b = qul(th'—i-h”)'{—h
’ »
= C.hg (th' + b") = [+ R an .
Done
’ ’ ” p . ”
nMa, =1 " g, , soit, d’aprés 5) et 4), 1?1¥q = (B +Mg

ou encore, d’aprés 3), /T wlg — pu+) g goit d’aprés 21)
Pl Fab the gt takly, o d’ot 20) a,, = r*a,, ce que nous
voulions démontrer.

Soit & présent, h un entier fixe quelconque compris entre 1 et ¢, — 1,
soit 4 un entier compris entre 1 et s — 1 et soit x un entier de la suite
0,1,...,s" — 1.

Montrons que 22) aya,, = a) + a, .

En effet, comme A1<s et u<st, on a Ast+ pu<shtl s,

\ ’ "
Done, d’aprés 11), €, h i +am = 1™ +*

Or, d’aprés 16), 21) et 3),

Apsh 4y -

Cash 4 ) str (0 + 1) = Bxghy yy 1 (10" + 27 = Apgpr W o gtn (W + 17

Et comme usnt? +¥) < ¥ = on a, d’aprés 15), 17), 16) et 11),

’ ’
Drpr b 4 s (trr + 00y = 0y + dygnen 4wy = WVay + Cpin + w) =

. hl thl+h”
= na, + 1 @,

On a donc nMay + M +Mg, = [*W+Way g .

D’ou, d’aprés 4), 5), 3) et 21), 22) r'ay+ a, =ayh,,, ce qu’il fallait
démontrer.

11 résulte sans peine des relations 20) et 22) que, quel que soit I’entier 8
delasuite 1, 2,..., ¢, — 1et quels que soient lesnombres s, , «, ,. .., *g41
pris dans la suite 0,1,...,8 — 1, on a

_— —1 ¢ % ¥
23) aals‘}+a28ﬁ—l doeee +°‘ﬂ+1 = Tﬁ aal + TB aaz + + a/a{)-i-l .

Donc tous les nombres a,, a,,, ,...,a, ont un développement & base r
qui peut s’écrir & 'aide des seuls chiffres a,,a,,...,a,; .

Et comme, en particulier, a,¢4-1 =r"'a,, 1=1,2,...,8—1,
et que a,<!=r", quel que soit j=0,1,...,k, il s’ensuit que
a;<r, +=0,1,...,8 —1.
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Ainsi a4, a,,...,a,, sont 8 nombres de la suite 0,1,...,r — 1 .
Posons & = {a,ay,...,0,4 } .
D’aprés ce qui précede, K est ’ensemble des nombres de la forme

-1 -2 . .
ri (P1+rq1 ¢2+"°+(p41’ ou (pieR, 1,—_=1,2,...,q1,
et
— 011 q1—2
a“1ﬂ1”1+€!2841—2+"-+aq1”— T ay, + s +t a’aql ’
quels que soient les nombres «,, «,,...,x, pris dans la suite

0,1,...,8— 1. De 18), 23) et 4), on déduit sans peine que K’ est
’ensemble des nombres de la forme

Tp‘-'l'l’1+7’m—2‘/’z+'“+%l ’ 0{1 wjeﬁy j:1’2’---,p1,
et, comme b, <b,<.---<b,, on a bien
-1 —2
bﬁﬂpl_l’l’ ﬂ28p1—2+"'+13p1 = s, + ™ ag, et aﬁpl ?

quels que soient les nombres 8,,8,,..., B,, pris dans la suite 0, 1,...,
8 — 1, ce qui justifie la remarque 3.

11. Remarque 4. De la proposition I et de la remarque 3 découle
aussitot le critére 2 de M. Henri Cartan et on a, d’aprés le lemme 1,
A=DB=1[a,,a,,...,8,4], .

(Regu le 15 septembre 1945.)
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