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Ûber eine Klasse von einparametrigen
Differential-Transformationsgruppen
Von Gerhard Stohler, Basel

Einleitung

In seiner Arbeit ,,Sur une classe de transformations différentielles dans

l'espace à trois dimensions"1) entwickelt Herr A.Ostrowski die Théorie
einer neuen Art von Difïerentialtransformationen. Sind yx und y2 zwei
unbestimmte Funktionen von x, /pl und p2 ihre ersten, z1 und z2 ihre
zweiten Ableitungen, so haben dièse Differentialtransformationen die
Gestalt

S H*>yi>y2>Pi>P2)>

Vv nv{x> Vu y*> Vi> pa), iy 1,2),

~^=nv nv[x, yl9 y2, pl9 p2, zl9 z2), (v 1, 2).

Hierin fehlen die zweiten Ableitungen zx und z2 nicht, wenn man den
Fall der blofi erweiterten Punkttransformationen ausschliefit. Das obige
System kann aber dennoch die Eigenschaft der Umkehrbarkeit besitzen.
Dièse Tatsache ist der Ausgangspunkt fur die Théorie dieser
transformations réversibles" oder ,,transformations M".

Die vorliegende Arbeit beschâftigt sich nun mit einparametrigen
Qruppen von Transformationen der obigen Gestalt. Die Voraussetzung
der identischen Transformation wird uns die Umkehrbarkeit dieser

Gruppen sichern, welchen wir deshalb den Namen ,,R-Gruppen" geben
durfen.

Wir entwickeln die Théorie der E-Gruppen von Grand auf aus den
Voraussetzungen, indem wir ûberall versuchen, von der Tatsache vollen
Gebrauch zu machen, da6 es sich hier um Gruppen und nicht um Einzel-
transformationen handelt. Da dièse Gruppen aber aus (symmetrischen)
JB-Transformationen bestehen, ist von vorneherein klar, daB sich die
Ergebnisse und Zusammenhange, soweit sie nicht gruppentheoretischer
Natur sind, mit denjenigen von Herrn Ostrowski ûber symmetrische
iî-Transformationen decken mûssen.

Dieser Sachverhalt zeigt sich z. B. an folgendem deutlich. Die JR-

Einzeltransformationen lassen sich aus gewissen Transformationen in nur

1) A. Ostrowêki (I), (II). (Die eingeklammert-en Zahlen beziehen sich jeweils auf das
Literaturverzeichnis am Ende der vorliegenden Arbeit.)
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4 Variabeln herleiten. Fur die i?-Gruppen ist demnach von vorneherein
zu erwarten, da8 sie ans einer gewissen Schar von Transformationen in
nur 4 Variabeln ableitbar sind. Hierzu kommt nun das gruppentheore-
tische Ergebnis : Dièse Schar stellt eine Liesche Gruppe in 4 Variabeln dar.

Dièses Ergebnis ist grundlegend. Denn aus dem Differentialgleichungs-
system, dem die Liesche Gruppe genilgt, leiten wir ein solches her, dem die
R-Oruppe genitgen mufi, obschon sie keine Liesche Gruppe ist. Ihre Glei-
chungszahl stimmt nâmlich mit ihrer Variabelnzahl nicht ûberein.

Wie die Liesche, so ist auch die i?-Gruppe durch ihr Differential-
gleichungssystem eindeutig bestimmt. Die Funktionen dièses Systems
sind bei den i?-Gruppen indessen nicht beliebig wàhlbar. Unsere Haupt-
aufgabe besteht darin, diejenigen Differentialgleichungssysteme hinrei-
chend zu charakterisieren, welche R-Gruppen definieren.

Im I. Teil der vorliegenden Arbeit beweisen wir zunàchst, dafi sich jede
R-Gruppe mit Hilfe einer parameterfreien Funktion r(p1, p2, x, yly y2)

aus einer Lieschen Gruppe (^L-Gruppe^) in den 4 Variabeln x, yly y2ir
herleiten lâBt (Sâtze I und II). Im Satz III geben wir Differential-
gleichungen fur die R- Gruppe an, deren Intégration im Satz VII zu-
sammengefaût wird, und stellen eine DiflEerentialgleichung fur die
Funktion r auf.

Aus den Sâtzen I—III leiten wir sodann die Aussagen von Herrn
Ostrowshi ûber die Funktion r erneut her : sie ist linear in px und p2 und
lâfit sich eindeutig durch eine Pfaffsche Gleichung in xt yly y2,r von
der Form Adyx — Bdy2 — Cdx 0 definieren. Dabei sind drei Faile zu
unterscheiden (Satz IV). In jedem Fall ist die Pfaffsche Definitions-
gleichung fur r bei der zur R-Gruppe gehôrigen L-Gruppe invariant
(Satz V).

Im Satz VI charakterisieren wir endlich diejenigen L-Gruppen hin-
reichend, aus denen uberhaupt 12-Gruppen hergeleitet werden kônnen:
Die L-Gruppe mu/3 eine der zulàssigen Definitionsgleichungen ftir r
invariant lassen. Damit ist die Bestimmung aller i2-Gruppen auf diejenige
der i-Gruppen zuruckgefuhrt

Dièse Aufgabe lôsen wir im II. Teil in Anlehnung an eine Arbeit von
Engel15), wobei die sogenannte charakteristische Funktion eingefûhrt wird.
Sie mufi in jedem der drei Fàlle einer gewissen partiellen Differential-
gleichung genûgen. Mit ihrer Hilfe kônnen nun die Differentialgleichungssysteme

aller i-Gruppen aufgestellt werden (Sâtze VIII (I, II, III)).
Damit sind auch aile iî-Gruppen gefunden. Die Gesamtheit aller

i^Einzeltransformationen und 22-Gruppen bildet ein ,,unendliches kon-
tinuierliches Gruppoid<(.
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Die L-Gruppen lassen sich auffassen als besondere Beruhrungstrans-
formationsgruppen des Baumes (,,B-Gruppen"), nàmlich als solche, welche
dasjenige ,,Flâehenelementfeld" invariant lassen, das durch die Pfaffsche
Gleichung Adyx — Bdy2 — Cdx 0 definiert wird (Sâtze IX (I, II,
III)). Dieser Zusammenhang wird im III. Teil der Arbeit betrachtet,
dessen Hauptergebnis die Sâtze X (I, II, III) darstellen: Jede R-Gruppe
kann ans beliebig vielen B-Gruppen hergeleitet werden, deren charakteri-
stische Funktionen sich explizite angeben lassen.

Im Verlauf der Arbeit wird die Théorie fortgesetzt mit den drei Bei-
spielen des 1. Teiles illustriert.

Herrn Professor Ostrowski, der mir selber die Anregung zu dieser
Arbeit gegeben hat, bin ich zu groBem Dank verpflichtet.

I. TEIL
jR-Gruppen und Liesche Gruppen

§ 1. Die Voraussetzungen

Wir betrachten yx und y2 als unbestimmte Funktionen von x und
bezeiehnen ihre ersten Ableitungen mit px und p2, ihre zweiten Ablei-
tungen mit zx und z2. Fur die transformierten GrôBen wâhlen wir die
entsprechenden griechischen Buchstaben rjl9r)2', f; ^1,^2» £i> £2*

Unsere einparametrige Transformationenschar hat die folgende Gestalt :

=g (x, yi> y*> Pi> P2, <*>)

i hi(x > Vi> V2, Pi, P2> <*)

2=h2(x yx y2i px, p2 a)

Dazu kommen die Gleichungen fur die ersten Ableitungen:

__
dvjv tivx + px h'v + p2 tiv + zx ti + z2 tivpz

7tv =r -, y y 7 7 \V
d£ g + P9 +P9 +*9 +* 9

Wir setzen dafïïr

™2 h (# y y\ > y2 > Pi > P2 y «i *2 > «) •

Ûber das System (1.1) maehen wir drei Voraussetzungen:

(A) Es gibt einen Parameterwert a a0, fur den g ic, hx== yXi
h2 y2 wird, d. h. das System (1.1) enthâlt die identische
Transformation. Damit wird fur a a0 auch ^ px und /2 ^2 •
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(B) Die Funktionen jx und j2 in (1.2) sollen nicht beide gleichzeitig von
zx und z2 frei sein.

(C) Die einparametrige Schar (1.1) soll eine Gruppe in bezug auf den
Parameter bilden. Wir bezeichnen sie als ,,jffi-Gruppe'c 2).

Wir besprechen nun die Voraussetzung (B). Angenommen, sie sei nicht
erfullt. Dies kann auf zwei Arten geschehen. Erstens kônnen zx und z2

darum in jx, j2 fehlen, weil die Funktionen g,hx, h2 die Variabeln px und
p2 uberhaupt nicht enthalten, die Koeffizienten von zx und z2 also iden-
tisch verschwinden. Deuten wir x, yXi y2 als Cartesische Raumkoordi-
naten, so hàngen in diesem Falle die transformierten Punktkoordinaten
f ,rjx,rj2 nur von x, yx, y2, a ab, und (1.1), (1.2) stellt bloB eine Liesche
Gruppe von ,,erweiterten Punkttransformationen" dar3).

Zweitens aber kônnen zx und z2 aus jx, j2 herausfallen, ohne daB

g,hx,h2 frei von px und p2 sind. Dann lauten die Formeln fur nXi n2

gPl gP2

worin fur a ^ aQ nicht beide Quotienten unbestimmt sind. Dièse Formeln
besagen, daB die drei Funktionaldeterminanten

d (g » *i) d (9 » h) d (*i » K)

identisch verschwinden. Die Funktionen g,hx,h2 lassen sich daher
durch x, yx, y2, a und eine einzige Funktion p(px, p2, x, yx, y2, a)
ausdrucken. Wir deuten dies durch einen Stern an. Das gleiche gilt
wegen

$ (v 1,2)
&p

auch fur jx, j2. Fiir jeden Parameterwert a lassen sich demnach die
5 GrôBen f, t)Xi rj2i nXi n2 durch die 4 GrôBen x,yx,y2Jp darstellen.
Da nach der Voraussetzung (A) unsere Gruppe fiir a a0 die identische
Transformation enthâlt, gilt dasselbe auch fur die 5 GrôBen x, yx, y2,

2) Was die Natur der Funktionen g,hlPh2 anbetrifft, so benûtzen wir im folgenden
die einmalige stetige Differentiierbarkeit nach x, yx, y2f plt p2; a, und die zweimalige
fur gemÎ8chte Ableitungen nach einer Variabeln und dem Parameter a; wir setzen also
um a0 gewisse Wertebereiche von x,yl9ySfplfpt;a voraus, in denen unsere
Funktionen dièse Eigenschaften aufweisen.

8) Zur Einfûhrung dièses Begriiïes vergleiche etwa Lie-Engel (II), pp. 2—3.
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Pi>P2> welche im Widerspruch dazu als Ausgangsvariabeln beliebig
wâhlbar sind.

Die Variabeln zx und z2 kônnen daher nur bei erweiterten Punkttrans-
formationen fehlen, und der Verzicht auf die Voraussetzung (B) wilrde
das Zulassen Liescher Gruppen von erweiterten Punkttransformationen be-

deuten. Indem wir (B) einfûhren, schliefien wir diesen bekannten Fall ans.
In der zitierten Arbeit von Herrn Ostrowski schlieflt die Voraussetzung

(B) ebenfalls erweiterte Punkttransformationen aus4). Wir haben dennoch
darauf eingehen mûssen, weil wir die Voraussetzung der Umkehrbarkeit
von (1.1), auf die sich dort der SchluB stûtzt, nicht aufgenommen haben.
An ihre Stelle tritt hier die Tatsache, daB es sich um eine Schar von
Transformationen handelt, welche nach der Voraussetzung (A) die
identische Transformation enthàlt.

Wir kommen nun zur geforderten Gruppeneigenschaft. Ist

X g (I, rjx rj2, nx, 7t2, b)

$)„= hv(i y Y}x rj2, nt, n2, b) (v 1,2)

eine weitere Transformation der Schar (1.1), so soll vermôge (1.1),
(1.2) gelten:

£ <?(£, tj19 rj2, 7t19 7t2, b)=g (x, yXJ y2, pl3 p2, c),
?)v=*v(f,*h> V* y ni> 1*2 > b)^=hv(x, y19 y2i px, p2i c), (v=l,2).

(1.3)

Hierin soll der ,,Produktparameter" c nur von a, b abhângen,

c ?(«,&). (1.4)

Aus den Gleichungen (1.3) folgen die weiteren

Die Ableitungsgleichungen weisen also ebenfalls die Invarianzeigenschaft
auf.

§ 2. Die Funktion /• und die Z-Gruppe

Wir untersuchen jetzt die Gestalt der Gruppengleichungen naher.

(1.3) lehrt, daB die Funktionen g,hl9h2 linker Hand die Eigenschaft
haben, von zx und z2 unabhângig zu sein, wenn man darin die griechi-

*) A. Ostrowski (I), pp. 164—165.
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schen Variabeln vermôge (1.1), (1.2) durch die lateinischen ausdrlickt.
Als Folge von (1.3) haben wir demnach das System (2.1), worin g, hlt h2

die Funktionen g, hx, h2 in den griechischen Variabeln bedeuten,

Btïi dz1 Bti2 dz1 ' dji^ dz2 djt2 dz2

dh., dj*i dhv dj9 dh., dji dh.. dj9
V ' X _J_ V J * (\ _i_ V / 6 y-| / j ^\— \- ^ -^ U ~x ^ \~ ~ ~zr — U [V — 1 ù 1

U7l1 OZ O7Z2 OZ1 O7tl OZ2 O7t2 OZ2

(2.1) besteht vermôge (1.1), (1.2) und kann aufgefaBt werden als linear

homogènes System in den Ableitungen ^~,~ oder ~, J2 Nach6 J & dzS dzx dz2 dz2

djder Voraussetzung (B) verschwinden nicht aile vier Ableitungen J^
azv

identisch. Daher verschwinden die beiden Funktionaldeterminanten von
g und h± bzw. h2 in bezug auf nx, n2,

L)~ AV(Ç tj! r\2 nx n2s b) 0 (i> 1, 2) (2.2)

Sie verschwinden sogar identisch. Verschwànden nâmlich Al9 A2 nur
vermôge (1.1), (1.2), so wiïrde dies beim Parameterwert a =* a0 die

unzulâssigen Relationen

Av(x, yl9 y2, pX) p2y b) 0, (v -= 1, 2)

nach sich ziehen.
Aus dem identischen Verschwinden der Funktionaldeterminanten

(2.2) folgt, da6 die Funktionen gih1,h2 sich durch f,^i,^2»^ un(i
eine Funktion

ausdrucken lassen, wo g(6) wegen (2.1) der Differentialgleichung

dq djx dç> dj2

dnx dzx dn2 dzx

vermôge (1.1), (1.2) geniigt. In den lateinischen Variabeln lautet die

entsprechende Funktion

01
6 Commentai!! Mathematlci Helvetld °



Bei den Einzeltransformationen der Arbeit von Herrn Ostrowski
enthalten r und q naturgemaB keinen Parameter5). Wir behaupten nun,
daB r auch hier parameterfrei gewahlt werden kann, obgleich unsere
Transformationen von einem Parameter abhangen.

Satz I. Die Funktionen gih1,h2 der R-Gruppe (1.1) lassen sich durch

x, yl9 y2> a und eine parameterjreie Funktion r r (px, p2, x, y1, y2)

ausdrUcken,

| g*(x, yl9 y2 r, a)

rjv=h*(x, yl9 y2, r, a) (v 1,2)
(2.4)

Zum Beweise kehren wir wieder zu den griechischen Variabeln zuruck.
Es steht uns frei, in g,h1,h2 an Stelle von ^(6) irgend eine Funktion
von g einzufuhren,

Q* f(Q,b; {, r?i, r)2)

Wenn wir ç* so wahlen konnen, da6 es frei von b wird, ist unsere Be-

hauptung bewiesen. Die Bedingung dafur ist

Wir durfen ^^ 0 annehmen, da sonst nichts zu beweisen ware.
«s 0 0

^|genugt mit g der Differentialgleichung (2.3), kann also die Variabeln

nl9 n2 nur vermôge q selbst enthalten, wenn es uberhaupt von ihnen ab-

hàngt. Die Differentialgleichung (2.5) laBt sich daher immer durch eine
Funktion f(Q,b;t-,rj1, r\2) integrieren, welche q wirklich enthalt, von
b aber nicht abhângt, wenn man darin die Variable q durch die Funktion
q(b) ersetzt. Damit ist der Satz I bewiesen.

Wir kehren zum Gleichungssystem (2.1) zuruck. Es laBt sich auch auf-

fassen als linear homogen in ^-, ^- oder ^—- ^—- ; (v 1, 2).
-~ o d^Ti on2 onx ojt2Daher muB 12 12

d(?i> h) =0
d(z19 z2)

sein. DièseAussage enthâlt aber nichtsNeues, denn jl9 j2 enthalten zlt z2

nur vermôge
6) A. Ostrowski (I), pp. 167—170. (Bei den iJ-Enizeltransformationen sind r und ç un

allgemeinen verschiedene Funktionen îhrer Variabeln.)
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dr dr dr

und sind damit in zlf z2 abhàngig. Wir haben nun die Gleichungen (1.2)
in der Form

Kv iï(x> Vi> V2> Pif P2, ~£:>a) > ("=1>2) • (2.6)

Mit Hilfe unserer Funktion r r(p1, p2i x, yl9 y2) des Satzes I und
der entspreehenden Funktion g r(nl9 n2i f, tj1, rj2) schreibt sich das

System (1.3) in der Form:

X 9*(S, m> r]2, Q > b) g*(x,y1,y2,r,c), \

Vv K(£> 1i> *l2> Q, b) =h*(x, yl9 y2, r, c) (*=1,2).(

Betrachten wir z. B. die erste Gleichung aus (2.7) nâher: Drucken wir
darin linker Hand die grieehischen Variabeln f, rj1, rj2y g r(jtli n2t
(,rj1,r]2) mit Hilfe der Formeln (2.4) und (2.6) durch lateinische
Variabeln und a aus, und setzen wir rechter Hand fur c die Funktion
(p(a, b) aus (1.4) ein, so erhalten wir eine Identitât in x9 ylf y2, r, a; 6.
Da nun ê, rjx, yj2 linker Hand nur von x, ylf y2,r,a abhângen, folgt,
daB auch g, in den lateinischen Variabeln ausgedruckt, pt und p2 nur
vermôge r enthàlt, und von zx, z2 ûberhaupt frei ist :

q k*(x, yl9y29r9a). 6) (2.8)

Entsprechend wird dann

5R r(yl9 ^2, 3£, ?)i> ?)2) - **(f, fli, V2, Q, b) k*(z, Vl, y2, r, c).

Die Gleichung (2.8) besitzt demnach die Invarianzeigenschaft gegeniiber
unserer Gruppe. Damit haben wir den wichtigen Satz II gewonnen.

Satz II. Die Gleichungen (2.4) und (2.8)

I g*(x, Vi, y*> r, a) J

rjv h*(x, yl9 y2, r, a) (v=l,2) (2.9)

g k*(x9 yl9 y2i r, a)

•) Di© Gleichung (2.8) gilt — natûrlich parameterfrei — auch fur di© allgemeineren
iî-Einzeltransformationen; A.OstrowsJci (I), p. 170.
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bilden eine eingliedrige Liesche Gruppe in den vier Variabeln x, ylt y2tr.
Dièse enthâlt die identische Transformation fur a a0. Ans ihr leitet sich
die R-Gruppe durch Einfuhren der Funktion r r(px, p2, x, ylt y2) des

Satzes I her, wobei die vierte Gleichung den Wert g r(nly tt2, f, rjl9 r\2)

ergibt. Dièse zur R-Gruppe gehorige Liesche Gruppe nennen wir im folgen-
den Jcurz die L-Gruppe.

Die Z-Gruppe ist sicher nach x, yl9 y2)r auflôsbar, d. h.

Vi,r}2, Q)
_+Q (2A0)

° \x > 2/i > y2 > ')
denn fiir a a0 nimmt dièse Funktionaldeterminante den Wert 1 an.
Das nach x, yx, 2/2, r aufgelôste System stellt eine Liesche Gruppe in
den Variabeln (;, rjl9 rj2, q dar. Fuhren wir hier q r(jzl9 7t2, Ç9 rjl9 rj2)

ein, so erhalten wir die Auflosung der R-Gruppe (1.1) nach x, yl9 y2,
Sie ist also umkehrbar, d. h. ihre Transformationen sind ,,transformations
réversibles" im Sinne der Arbeit von Herrn Ostrowski. Dort wird die Ab-
kûrzung ,,transformations R" dafur verwendet, womit wir unsere
Namenwahl ,,i£-Gruppe" begrunden.

Da r und q die gleichen Funktionen ihrer Variabeln sind, handelt es

sich hier immer um einparametrige Gruppen von symmetrischen i?-Trans-
formationen7).

§ 3. Drei Beispiele von JB-Gruppen

Wir geben zunàchst drei Beispiele von R-Gruppen. Darin tritt die
identische Transformation fur a a0 1 auf, und der Produktparameter
wird immer c ab lauten. Das erste Beispiel rechnen wir durch. Bei den

ubrigen fassen wir uns kurz.

Beispiel 1. In den Gleichungen

* __ JPii __ __ z£ 0)

kônnen wir r — setzen. Die Ableitungen lauten damit

7) A. Ostrowski (I), p. 178. Aile symmetrischen JR-Einzeltransformation^n mit derselben
Funktion r bilden ebenfalls eine Gruppe, welehe nach Lie zur Unterscheidung von unserer
,fkontinuierlichen" R- Gruppe als ,,diskontinuierliche" R- Gruppe zu bezeichnen wàre.
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Die Invarianzeigenschaft ist fur die zweite und dritte Gleiohung klar,

(v=l,2).

Die Funktion p — wird in lateinischen Variabeln gleich — r
^2 V2

und wir haben

S + g + Qg + g) + g

Damit ist die i?-Gruppeneigenschaft erwiesen. Die zugehôrige i-Gruppe
lautet

Ç x + rlga, rj1

Wir verifizieren noch, dafi die Ableitungsgleichungen ebenfalls die

Invarianzeigenschaft aufweisen. Mit Hilfe von

dr
dg dx
d£ dr

wird nàmlich tyv

~ bnv _ abpv

^E^
m - a±tL 12)

Dièse Gleiehungen haben in der Tat die Ausgangsform.

Beispiel 2.

—x, Vl= — y1-\ -—
CL CL Qf

Hier setzen wir r pt + p2 und haben weiter

dr
Pi + (l ~ a) P2 + fa fa
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Fur die Funktion g gilt

g nx + n2 p± + p2 r

Die zugehôrige £-Gruppe lautet daher

£ _ x ^ — yx + —~ - y2 + r lg a ^2 */2 - r lg a
U> U' VU

Beispiel 3.

p2

Wïr setzen r p2 und haben weiter — ohne Benùtzung von r

ap, -f a (a —

Die zugehôrige L-Gruppe lautet

r2 r2

1)y rj2 ay2+]a(a - 1) y ^

§ 4. Das Diîferentialgleichungssystem der jR-Gruppe

Mit dem Satze II (§ 2) haben wir den AnschluB an die Liesche Gruppen-
theorie gewonnen. Wir machen davon Gebrauch und leiten jetzt ein

System von Differentialgleichungen her, dem die JB-Gruppe genûgen
mu8.

Nach Lie geniigt nâmlich die L-Gruppe unter der erfiillten Voraus-
setzung (2.10) einem System von vier Differentialgleichungen der Form8)

~ y)(a) X(( ,^,^2,?), -^ v(a) Y^i ^ r;2 g)

V(a) Tt(£ tix ri2, g)

(4.1)

Man erhâlt (4.1), indem man die Gleichungen (2.9) der L-Gruppe nach a
differentiiert, und hinterher darin x, yx, y2, r durch f, tjly rj2, g aus-
drtickt, was wegen (2.10) môglich ist. Dabei bekommt man in allen
Gleichungen denselben Faktor xp (a).

Wir erweitern nun das System (4.1), indem wir àhnliche Differentialgleichungen

fur nx, n% aufstellen.

8) Lie-Engel (I), pp. 27—33 und p. 45.
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Es wird

d (dl\
\da)

da

und dies vermôge (4.1) gleich xpPv mit

pv zll _ nv z^l
9 (v l,2) (4.2)

Wir erhalten damit die weiteren Diflferentialgleichungen (4.3),

(4.3)

Dem System (4.1), (4.3) geniigt die erweiterte L-Gruppe.

Indem wir nun in (4.1), (4.3) die Funktion q r(n1) n2y f, ^!, r]2)

einfûhren, was wir durch das Vberstreichen der Funktionsbuchstaben an-
deuten, erhalten wir ein System von fûnf Differentialgleichungen, welchem
die B-Gruppe genïïgt.

Die Gleichung fur q aus (4.1) wird dann vermôge der ûbrigen Glei-
chungen (4.1) und (4.3) identisch erfùllt, weil dasselbe fur die Ausgangs-
gleichung (2.8) vermôge der iî-Gruppe gilt;

-^ y>(a)

oder ausgeschrieben,

T ^ _L TdQ _L T ^ -L P^ 9£ M ~P ^ — "P" IA A\*& -5-r- + -^1-5 r -*2 5 r m "5 r -*2^— =z n (4.4)3| ^1 ^2 fax djï2 v ;

Betrachten wir hingegen q als unbestimmte Funktion, so stellt (4.4) eine

Differentialgleichung fur q dar,

d /dcp\
•) Wir machen hier Gebrauch von der Formel ^- (rfcp) d ^— 1, worin y (x, ylty^fr,a)

oa \oaj
die Grotte a nur als Parameter enthàlt, und d sich nicht auf den Parameter bezieht.
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Satz III. Die Variabeln f, rjl9 rj2, nx, n2 der R-Gruppe genûgen in
bezug auf a einem System von fûnf Differentialgleichungen der Form

~^-~ — y) (a) X (f, rj1, rj2, nx, n2)

(4.6)

(4.6) Zeto «icA vermoge der Funktion q — r(n1, n2, £, rç^ rj2) ans dem

Differentialgleichungssystem (4.1), (4.3) der zugehorigen L-Gruppe her.
Dabei genilgt die Funktion q der partiellen Differentialgleichung

AuBer dem AnschluB an die Liesche Gruppentheorie haben wir mit
dem Satz II auch den AnschluB an die zitierte Arbeit von Herrn Ostrowski
erreicht. Es ist daher zu erwarten, daB sein ,,Théorème I"10) in sinn-
gemâBer Ûbertragung auch fur die iî-Gruppen gilt. Das ist in der Tat
der Fall. Die entsprechenden Aussagen stehen in unseren Sàtzen IV,
V, VI. Dièse Sâtze leiten wir indessen nieht auf dem Wege uber die obige
Arbeit her, sondern direkt aus unseren bisherigen Ergebnissen.

§ 6. Die Definitionsgleichungen fur r
Um zu Aussagen liber die Funktion q zu kommen, knlipfen wir an die

Differentialgleiehung (4.5) an. In P1 und P2 steckt je ein Glied mit -^
als Faktor. Da -=~ allein Ci > £2 ©nth.aJt, muB sein Koeffizient Null sein.

Dièse Bedingung liefert eine einfachere Dififerentialgleichung fur q,

(F/, - OTl X'e)
%L + (7/e _ Wf X'e) A 0 (5.1)

Hier verschwinden nieht beide Klammern gleichzeitig, sonst waren
X, Yx, Y2 frei von q und stammten damit bloB von einer Punkttrans-
formationsgruppe her.

10) A. OstrowsH (I), p. 176.
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Sei daher erstens Y2Q — n2 XfQ =£ 0

Mit dem Quotienten

v*
9 n2 (5.2)

schreibt sich (5.1) in der Form

oder r-^- (5.3)

Nun ist aber y selber Intégral von (5.3),

Wir haben nâmlich

dnx

dy

y/

'- 0

YlQ — n2XrQ \dg)

r

dg

Die Summe der beiden Zeilen ist wegen (5.3) identisch Null: y ist mit g

Intégral von (5.3). Daher kann y, wenn es tiberhaupt von nx,n2 ab-
hângt, dièse Variabeln nur vermôge g enthalten, und wir haben die beiden
Fàlle,

FallI: y y(Ç,r]l,rj2)g) Failli: y c(f, ^l5 %)

Die Gleichung (5.3) rechter Hand besagt nun, da6 fur jeden festen
Punkt (f, rjlt tj2) die Niveaulinien g const. Geraden in der ^,^2"
Ebene sind.

Die Gleichungen dieser Geraden liefern die Intégrale von (5.3):

im Fall
im Fall f rj2) n2 r\2, g)

(5.4)

X1) An dieser Stelle kommen wir auf unserem Wege ûber die ,,Gruppeneigenschaft" zur
selben Differentialgleichung, wie Herr Ostrowski auf dem Wege ûber die MtTmkehrbarkeit" ;
(I)p. 168, Formel (5.5).
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Sei nun zweitens Y2Q — n2XfQ 0, (y wird oo): Dann lautet unsere

Difïerentialgleichung einfach -—?- 0. g mufî Funktion von f, rj1, r\2, n2

allein sein, und wir haben ein Intégral der Form :

im FallIII: n2 %(Ç, rjly r)2, g) (5.4)

i£ /ftr /eden i^aZZ die allgemeine Form der Definitionsgleichung
ftir q gefunden.

Ist die i?-Gruppe vorgegeben, so kônnen wir sofort entseheiden, welcher
Fall vorliegt. Fur den Quotienten (5.2),

_ Y1Q — jij XQ

bestehen noch die von g freien Darstellungen

ITT, niJS-TT1 L 17T2 n\ *A*1Tt /R ev

wobei sicher nicht beide Quotienten unbestimmt werden. Je nachdem
nun y die Variabeln nx, n2 enthàlt, oder davon frei ist, oder unendlich
wird, haben wir den Fall I oder II oder III vor uns.

Es steht uns frei, an Stelle von g eine parameterfreie Funktion g* von g

einzufïïhren. Davon maehen wir Gebrauch, um unsere obigen Definitions-
gleichungen fur g auf eine môglichst einfache Form zu bringen. Im Falle I
setzen wir g* y(f, r\x, r)2, g), womit <P(f, rjl9 r\2, g) f(g*, f, rjl9 rj2)

wird. g* definiert sich also aus

a nx — g*7i2 — /(^*, f, ^l5 rj2) 0 (5.6)

Im Falle II setzen wir £* ^(1, ^1} ^2» Q) un(i haben die Definitions-
gleiehung

O TTj. — C(f, ^x, ^2) 7T2 — ^* 0 (5.6)

Im Falle III setzen wir g* %(£, rjx, rj2i g) und haben damit die

Definitionsgleichung
a n2 — g* 0 (5.6)

Die Sterne kônnen wir hinterher weglassen, denn wir kônnen und wollen
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von nun an unsere Funktion q r(n1, n2) f, ï]1i rj2) in jedem Falle so
wâhlen, daji sie durch die entsprechende Oleichung a 0 deftniert ist.
Die Funktion q ist damit aueh eindeutig definiert. Denn im Falle I haben
wir q y, im Falle II q n1 ~ yn2, im Falle III q ^r2. Dabei
ist y aus (5.5) durch die vorgegebene i?-Gruppe vôllig bestimmt.

Die Definitionsgleichungen a — 0 lassen sich auch als Pfaffsche Glei-
chungen in den vier Variabeln $, rjl, rj.2, q schreiben. Indem wir a 0
mit dij multiplizieren, erhalten wir

(5.7)

Satz IV. Die Funktion r(p1, p2, x, y1} y2), mit Hilfe welcher sich tint
R-Gruppe aus der zugehorigen L-Gruppe herleittn làfit, ist in jedem Fall
durch eine der drei folgenden Gleichungen definierbar :

im Fall I: do d^i — Qdrj2—f(Q91, ^i,
im Fall II: d<7 d^! — c(f, ^1? ^2) rfy/2 — ^ df 0

im Fall III : do d?/2 — gdS 0

J

II, 8 p± - c(x,yl9 y2)p2~~ r -=0, (5.6)

III, s p2 — r =-= 0

Diest Gleichungen kônnen auch durch die Pfaffschen Gleichungen ersetzt
werden :

I, ds dyx — rdy2 — /(r, x, yl9 y2) dx 0

II, c?5 dyj — 0(0;, y^ y2) dy2 — rdx 0

III, ds dy2 — rda: 0

(5.7)

Die Definitionsgleichungen ds 0 des obigen Satzes sind invariante
Gleichungen der L-Gruppe. Dies sieht man am schnellsten so ein: Drûcken
wir da vermôge der L-Gruppe in lateinischen Variabeln aus, so nimmt es
die Gestalt

da Adx + Bdyx + Cdy2 + Ddr ds*

an, wo A, B,C, D Funktionen von x, yl9 y2,r,a sind. Da ds* gleich-
zeitig mit dem ebenfalls in dx, dyx, dy2, dr linear homogenen ds ver-
schwindet, mûssen die beiden Formen abhângig sein, d. h. es ist

ds* =p(a, x, ylf y2ir)ds, p ^ù 0
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Daher besteht vermôge der L-Gruppe eine Relation der Form

do ju(a, x, yl9 y2,r)ds (5.8)

(5.8) besagt, daB do 0 (oder ds 0) eine invariante Gleichung der

i-Gruppe ist. Daraus folgt sofort

dx „. „. / dr

d. h. die ursprunglichen Definitionsgleiehungen o 0 (oder s 0) sind
invariante Gleichungen der erweiterten .L-Gruppe.

Wir bemerken noch, daB der Faktor /u fur a aQ den Wert 1 an-
nimmt. Insbesondere kann [x 1 sein. In allen andern Fâllen ist /u keine
Konstante. Dasselbe gilt fur //*.

Satz V. Die L-Gruppe erfûllt in jedem Fail des Satzes IV eine Relation
der Form

juEjkO, (5.8)

und die erweiterte L-Gruppe eine solche der Form

o jli*s, /**:^0. (5.9)

Die folgenden Aussagen sind gleichwertig :

Jede Definitionsgleichung ds — 0 des Satzes IV ist invariante Gleichung
der entsprechenden L-Gruppe. Ebenso ist jede Definitionsgleichung s 0

invariante Gleichung der erweiterten L-Gruppe.

Wir beweisen nun umgekehrt, daB jede Liesche Gruppe in x, yx, y2fr,
wehhe eine der Definitionsgleichungen ds 0 invariant lâ/ît, auch wirklich
eine R-Gruppe liefert, und zwar fur eine beliebige Wahl der Funktion
f(r,x,y1} y2) bzw. c(z, yl9y2).

Fur das aus ds 0 erhaltene r r(pl9 p29 z, yl9 y2) nimmt o ver-

moge der Gruppe den Wert q r(n1, n2i f, rjl9 r]2) an. Die Gleichung
o k*(x, yly y2i r, a) der vorgegebenen Lieschen Gruppe lautet daher
fur die obige Funktion

g r(nu n2, f, rju rj2) Je* (x, yly y29 r(pl9 p2, x, yly ya), a)
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Ist nun u u(x, yl9 y2ir}a) eine der ubrigen drei Gruppengleichungen,
so lehrt die obige Relation, daB die Invarianzeigenschaft

u(£> *!!> V*' Q> b) u(x> Vu V2> r> c)

erhalten bleibt, wenn man fur g und r die Funktionen r(7zlyn2, £, rjl9 rj2)
und r(plyp2t x, yl9 y2) einsetzt. Daher entsteht aus der Lieschen Gruppe
eine R-Gruppe.

Damit haben wir nun die L-Gruppe vollstàndig charakterisiert : Wir
kônnen hinreichende Bedingungen aussprechen.

Satz VI. Damit eine Liesche Gruppe in x, yl9 y2, r durch Einsetzen
der Funktion r(ply p2, x, yx, y2) eine R-Gruppe liefert, sind zwei
Bedingungen notwendig und hinreichend: Erstens mufi die Definitionsgleichung
flir r eine der Formen ds 0 des Satzes IV haben, worin f bzw. c beliebige
Funktionen ihrer Variabeln sind. Zweitens muji die Liesche Gruppe dièse

Definitionsgleichung invariant lassen. 12)

Bei der Herleitung der Définitionsgleichungen fur die Funktion
g =- r(7ix, n2, f, rji, rj2) haben wir die Differentialgleichung (4.5) nur
teilweise beniitzt, namlich daraus (5.1) hergeleitet und integriert. Wir
verifizieren noch, daB auch die Differentialgleichung (4.5) fur unsere
Funktion q erfûllt ist.

Die Liesche Gruppe genùgt einem System (4.1), (4.3) von Differential-
gleichungen und erfullt nach dem Satze V eine Relation der Form

a [a*s, //* ^h 0

Differentiieren wir dièse nach a und setzen wir hinterher fur s seinen

Wert —-£ ein, so erhalten wir die Differentialgleichung

1 ^/l d£\t
ip (a) da \ [jl* ^ da

(Darinhângt —^ ~— A*5 in den griechischen Variabeln auBgedrûckt,

nur von f, rjly rj2, nx, n2,-~- ab, und kann insbesondere auch identisch
aç

Null sein.) Nun ist aber vermôge (4.1), (4.3)

y> (a) da

ia) Diesor Satz VI stellt nun das Analogon zum Théorème I a. a. O. dar.
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was laut (5.10) mit o verschwindet. Andererseits haben wir vermôge
a «= 0 fur u f, rj1} rj2, nl9 n2 die Pormeln

do I da\ dq

du \ dq) du '

Somit geht (5.10) vermôge a 0 liber in

was wegen ^-^0 auf (4.5) hinauslàuft.

Wir verfolgen unsere bisherige Théorie an den Beispielen des § 3. In
allen Differentialgleichungssystemen (4.6) tritt hier die Funktion

y) (a) — auf. Wir gehen uberall von der ursprûnglichen J£-Gruppe aus.
et

Beispiel 1. Die Funktionen X, Ylf Y2 lauten hier

-ï — Y1 rj1 Y2 rj2
7ï2

Die Formel (5.5) liefert den y-Wert y — Wir haben den Fall I vor
7X2

uns und setzen daher g —-. q definiert sich aus der Gleichung
n2

fur / 0. (Wir sehen, daB unser friiheres r — gerade ,,richtig"

gewàhlt war.)
Die Invarianzrelationen (5.9), (5.8) lauten

(p1 - rp2) drix - Qdrj2 a(dyt - rdy2)

Beide Bedingungen des Satzes VI sind fiir unser Beispiel 1 tatsâchlich
erfullt.

Beispiel 2. Wir haben
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Daraus folgt y — 1. Wir haben den Fall II und setzen c ~ — 1.

Aus der Gleichung

erhalten wir unser fruheres g nx -f n2 Die Invarianzrelation lautet

Beispiel 3.

X n2,

Hier wird y unendlich.
die Gleichungen

a

l + (o-l)

r o

Wir

drKt>

dx

>der d-

^i4
haben

h-r),

* + *».-

den Fall

oder i

III,

"*-

1

a

v,-

(«** +*

Tio, und

- « (*/2

f2 — rda;

[ es gelt

— rdx).

§ 6. Die Integraldarstellung der i?-6ruppen
Wir mussen nun nâher auf den Zusammenhang zwischen L-Gruppe

und Differentialgleichungssystem (4.1) eingehen. Das Integralsystem
von (4.1) lâBt sieh immer in der Form schreiben,

S

'
13) (6-l)

9?4(^, rjli Y)2, q) c4 + J ip(t) dt

Es definiert selbst die Gruppe noch nicht. Wir mussen ,,Anfangsbedin-
gungenc< kennen, etwa die Gruppentransformation fur a aQ. Enthâlt
die L-Gruppe die identische Transformation, wie wir es voraussetzen,
und ist a0 ihr Parameter, so lautet die L-Gruppe in der ,,Integral-
darstellungc<:

%(£> Vu V2> Q) =<Pv(x> Vu V2>r) y (v !> 2> 3)
« (6.2)

18 Wir benûtzen zur Intégration von (4.1) das Simultansystem

welches drei unabhàngige, von a freie Intégrale (pv($t Vi* Va Ç) cv beeitzt. Vermôge
dieser Intégrale drûcken wir z. B. X durch % und Ci,c2,c3 aus. Die Intégration der

Gleichung -~- \p{a)da liefert dann als viertes Intégral cp4 (|, rjx, y2, (>) — c4 J \p (t) dt
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DaB das System (6.2) eine Gruppe darstellt, ist aus seiner Form ersicht-
lich. Denn zusammen mit einem weiteren System derselben Gestalt,

("=1,2,3)
\dt,

ergibt sich das analoge System

wo c durch die Gleiehung j y>(t) dt § y>(t) dt -f-

i, y», q)

,Vi,y*,r), (v=l,2,3)
yuyt,r) + Jy(«) dt,

«0

b

bestimmt ist.
«0

Unter der Voraussetzung (A) besteht demnach ein umkehrbar eindeutiger
Zusammenhang zwischen der L-Qruppe und dem Differentialgleichungs-
System (4.1), (4.3)14). Dieser umkehrbar eindeutige Zusammenhang
ûbertràgt sich auf die jB-Gruppe und ihr Differentialgleichungssystem :

Setzen wir in die Differentialgleichungen (4.1), (4.3) der L-Oruppe die
Funktion q r(%, n2, 1, 171, rj2) der zugehôrigen i2-Gruppe ein, so

erhalten wir die Differentialgleichungen (4.6) der B-Gruppe (Satz III,
§ 4). Aus dem Integralsystem (6.1) der Differentialgleichungen (4.1)
ergibt sich daher auf dieselbe Weise das Integralsystem der Differentialgleichungen

(4.6):

(v 1,2,
(6 3)

«o

Andererseits erhalten wir, wiederum auf dieselbe Weise, aus der L-Gruppe
(6.2) die jR-Gruppe

1,2, 3)

» %. *l%> al9 nt) ^4(^5 Vi> Vi, Pi, Pz)
/A /f \

Wir sehen nun, dafi die iî-Gruppe durch das Integralsystem (6.3)
ihrer Differentialgleichungen schon vôllig bestimmt ist. Wir kônnen
daher den Satz VII aussprechen:

14 Dièse Tatsache ist grundlegend fur die Liesche Théorie der „infinitesimalen Trans-
formationen" einer Gruppe. Lù-Engel (I), pp. 45 ff., insbesondere p. 55.
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Satz VII. Jede B-Gruppe ist durch das DifferentialgUichungssystem
(4.6), dem sie genilgt, eindeutig deftniert. Das Differentialgleichungssystem
(4.6) besitzt ein von f1? C2 freies Integralsystem der Form

%(£> m> %>%>^2) cv > (v l, 2, 3)

<Pi(Ç>Vi> ??2>^i>^2) ^4 + $V>(t)dty

wclches nach f, ^ r;2 auflôsbar ist.

Wir berechnen zum SchluB die i?-Gruppen unserer Beispiele aus ihren
Differentialgleichungssystemen (4.6). Dabei werden wir nicht das Simul-
tansystem

f ^ ^.==^L ^=Wa)rfa (6.5)

direkt integrieren, sondern mit Vorteil von unserer Théorie Gebrauch
machen. Wir haben schon aus X, Yl9 F2 die Funktion q besthnmt, und
bereehnen noch P±, P2- Mit Hilfe der Difïerentialgleichung (4.5) finden
wir aus g und X, Yx, Y2)Pli P2 die Funktion R. Wir integrieren nun
das einfachere System der zugehorigen L-Gruppe,

ta a\(6>6)

und setzen im gefundenen Integralsystem die Funktion q ein. So kommen
wir viel rascher und einfacher zum System (6.3), und damit zu den

i?-Gruppengleichungen in der Form (6.4).

Beispiel 1. Aus X q, Yx rjl9Y2 r]2 ergeben sich weiter

und mit g=—— und der Difïerentialgleichung (4.5), B 0. Das

System
d£

__ d^ __
dr]2 _ dg __

da

hat die Intégrale

ç Cl -^ c8, f - ^ lg rjx c3 ; — c4 + lg a
V2 Q

7 Commentaril Mathematici Helvettd u '



Dièse Gleichungen stellen fiir q —— schon das gesuchte Integral-

System (6.3) dar. Die L-Gruppe lautet in der Form (6.2)

die jR-Gruppe in der entsprechenden Form (6.4),

n\ Pi Vi V\ y n\ i Pu £ x i
wt p.

f
% 2/2 ^2

ë A
P2

ë yi
£*i Pi
^2 P2

Beispiel 2. Hier kommen zu X — f 7j — ^ — ?y2 + g

Y2 — g noch

(4.5) liefert mit q ttj + ^r2 die Funktion i2 0. Das System

df _ rf?/!
__

drj2 __dg _ da
— f " — ^1 — ^2 + ^~"~ ^~ 0 ~ «

hat die Intégrale

Q Ci rç2 - e Jg f C2 >

Vl
f

^2
^3 î lg y c4 + lg a

Beispiel 3. Hier haben wir

Fur die Funktion R erhalten wir R g. Das System

hat die Intégrale

Hier sieht das System (6.5) genau so aus, wie das obige System (6.7)
fur q 7t2 vermehrt um die Gleichung

da dnx
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die wir also in diesem Falle zur Intégration von (6.5) nicht benôtigen,
weil nâmlich nx in den ubrigen Gleichungen nicht vorkommt.

Wir sehen, da6 die L-Gruppe durch die drei Funktionen X, Yl9 Y2

und die Funktion q schon vollstândig bestimmt ist. Es erhebt sich daher
die Frage, wie die drei Funktionen X, T1, Y2 beschafifen sein mûssen,
damit sie eine L-Gruppe definieren, welche eine unserer Definitions-
gleichungen fur q invariant làfît. Dièse Frage werden wir im zweiten Teil
vollstândig beantworten, und sie im dritten Teil von einer anderen Seite
her nochmals angreifen.

II. TEIL
Direkte Bestimmung aller X-Gruppen

§ 7. Das Engelsche Gleichungssystem

Wir haben im ersten Teil die Bestimmung aller i?-Gruppen auf die-

jenige aller i-Gruppen zuruckgefûhrt. Dièse sind durch den Satz VI
(§ 5) vollstândig charakterisiert : sie mùssen eine unserer Definitions-
gleichungen (5.6), a 0, invariant lassen. Dièse Forderung fuhrt auf
eine Difïerentialgleichung der Form (5.10),

1 ^ *a, (7-1)
\p (a) da

oder ausgeschrieben,

Yda da da da da da _^A. —— JE i ~T~ X n —r~ J-v —— Jl 1 —r~ -la ~— A (J •

(Hierin kann A* I f, rjl, rj2, nl9 n2, -^1 identisch Null sein.)

Gehen wir von einer Pfaffschen Definitionsgleichung (5.7), da 0,

aus, so kommen wir auf die entsprechende Relation

(7.2)
xp (a) da

Dièse besagt in der Lieschen Ausdrucksweise, dafi die PfafEsche Glei-
chung da — 0 bei der ,,infinitesimalen Transformation11 unserer Gruppe
invariant bleibt. Das Problem, aile solchen infinitesimalen Transforma-
tionen aufzustellen, hat schon Friedrich Engel gelôst, und zwar fur eine

beliebige lineare Pfaffsche Gleichung in n Variabeln16).

15) Fr. Engel (I), insbesondere § 2 pp. 301—302.
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In unserer Ausdrucksweise lautet dièses Problem: Es sind aile Diffe-
rentialgleichungssysteme (4.1), (4.3) aufzustellen, bei welchen die
Gleichung (7.1) besteht.

Nun besitzt aber die infinitésimale Transformation einer Lieschen
Gruppe als ,,Komponenten" die Funktionen des Differentialgleichungs-
systems dieser Gruppe16). Die Bestimmung aller infinitesimalen Trans-
formationen, welche die Pfafïsche Gleichung invariant lassen, ist daher
gleiehbedeutend mit der Bestimmung aller Differentialgleichungssysteme,
bei denen eine Invarianzrelation der Form (7.1) gilt.

Darauf beruht es, da6 wir die Engelsche Méthode auf unsere Problem-
stellung anwenden kônnen, ohne deswegen den Begriff der infinitesimalen
Transformation einfùhren zu miïssen.

Die gestellte Aufgabe lôsen wir naeh Engel mit Vorteil in n Variabeln
£x,..., in, wobei wir f2,..., fn als unbestimmte Funktionen von £x

auffassen. Die Ableitungen -—¦ bezeichnen wir mit nv. Die Liesche

Gruppe habe das Differentialgleichungssystem

mit der Erweiterung

Unsere Définitionsgleichung (5.6) lautet in der allgemeinen Form

n
a ^ av (^,..., in) nv 0

Dièse Ausdriicke fùhren wir nun in (7.1) ein,

Hierin ist
1 dav

Wir erhalten, indem wir (7.3) noch mit d^x multiplizieren, und das letzt©
dX n

Glied links, -r^ 2 0vd£v, zur reehten Seite sehlagen,
tfgl v=l

16) Lie-Engel (I), vergleiche etwa p. 45, Formel (1) mit p. 53, Formel (8). Auf diesem
Zusammenhange beruht die strenge Begrùndung der Lieschen Théorie von den infinitesimalen.

Transformationen.
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v=l ^=1

/
A

\
(7.4)

Jetzt addieren wir beidseitig das totale Difïerential der sogenannten
,,charakteristischen Funiction" U, 17)

u, (7.5)

Dabei hebt sich der Summand

erhalten wir die Gleichung

weg, und mit

Hier fuhren wir noch Abkûrzungen ein:

dav ÛGix
tAVjLC > (7.7)

(Wir bemerken nebenbei, ohne auf den Beweis einzugehen, dafi dièses
X mit demjenigen in (7.2) ubereinstimmt.)

Die Gleichung (7.6) zerfâllt in n lineare inhomogene Gleichungen in
A, X±,..., Xn. Zusammen mit der Définitionsgleichung (7.5) fur die
charakteristische Form U haben wir ein System von n -\- 1 linearen
inhomogenen Gleichungen in den n -\- \ Unbekannten A, X±,.. Xn.
Das System besitzt eine schiefsymmetrische Matrix der Ordnung n -\- 1

und lautet : n
-^r* -y" TT

—- <*v h +
du (7.8)

17) Die Einfûhrung dieser Funktion ist der springende Punkt in der Méthode von
Engd.
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Dièses allgemeine Gleichungssystem lôst Engel mit Hilfe der Théorie
der sogenannten ,,Jacobischen Symbole" vollstândig auf. Fur unsere
Spezialfâlle brauchen wir indessen dièse Théorie nicht weiter zu verfolgen.

§ 8. Die Difîerentialgleichungen îûr die charakteristische Funktion und

fur die L-Gruppe

Fiir die Auflôsung des Systems (7.8) beschrânken wir uns auf unseren
Fall I. Wir haben

g — f(g, f, rjl9 rj2) — qn2 + nx
und setzen

f1 S
> £2 V2 > ^îîi> f4 Q

X1 X X2 Y2, -a3 Y\ X4 =R /

Ci ~ / c2 — q a3 1 cr4 0 J

Fur die Koeffizienten ocVfJL liefert (7.7)

Ûberdies gilt ocvyL — tx^, <xvv — 0.

Das System (7.8) lautet fiir unseren Fall I

eu

dU
(8.1)

;6a +22 ~ do
t

Da die schiefsymmetrische Déterminante von (8.1) die ungerade
Ordnung 5 besitzt, verschwindet sie identisch. Streicht man darin die
zweite Zeile und die zweite Kolonne heraus, so hat die entstehende
Unterdeterminante 4. Ordnung den Wert 1. Die Systemdeterminante ist
demnaeh vom Range 4, und wir kônnen das System der ersten, dritten,
vierten und fûnften Gleiehung nach A, Y2, Yx, R auflôsen, wobei X
als Lôsungsparameter auffcritt. Dièse Auflôsung lautet:
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f,X)U,
Y2=U'e~f'eX, R=-{U't!!-f{,X)Q(U{f:X)»){*- }

Nun bleibt noch die zweite Gleichung in (8.1) zu befriedigen. Setzen
wir darin fur A, F2, Yl9 R die Ausdriicke (8.2) ein, so fallen aile Glieder
mit X als Faktor heraus, und es bleibt die folgende lineare partielle
Differentialgleichung l.Ordnung fur die charakteristische Funktion U:

Geniigt J7(f, rç2, 771? g) dieser Gleichung, so stellen bei jeder Wahl von
X(£> Vi* V2> Q) die aus (8.2) berechneten Funktionen A, r2, Yl9 R
mit X zusammen eine Lôsung des Systems (8.1) dar.

Fur jede Lôsung X, Yx, F2, i?, zusammen mit Px, P2 und

A* A —-7^ (nach Formel (7.7) rechts), besteht nun die Invarianz-
aç

relation (7.1), da
—7-r -r- A*G
ip (a) da

Denken wir uns darin A* vermôge der durch X, Y2, Ylt R definierten
L-Gruppe in den lateinischen Variabeln ausgedruckt,

dQ\ il dr
m> y** ni> ^Ij m» ^ V y V V ^

so haben wir

Integrieren wir dièse Gleichung von a0 bis a, und beachten wir, daB
fur a a0

a a (x, ylf y2, r, plf p2) s

wird, so erhalten wir lg — Jy(a) Ha) da und daher

a

y l da

G sea° (8.4)

18 Dièse Auflôsung von (8.1) ist unter den formai môglichen die einzige nennerfreie,
also die einzige, welche in keinem Falle versagt.

19) Man kann (8.3) auch direkt aus der Abhângigkeifc der linken Seiten von (8.1) her-
leiten, indem man die Gleichungen beziehungsweise mit den Minoren einer geeigneten
Kolonne der Systemdeterminante multipliziert und addiert.
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Die fur die Invarianz von a 0 notwendige Relation (7.1) ist dafur auch
hinreichend.

Damit laBt die Gruppe auch die Pfaffsche Definitionsgleichung
do 0 invariant. In den folgenden Sâtzen fuhren wir do 0 an, weil
wir vom dritten Teil her auf dièse Form der Definitionsgleichungen fur g
zurùckkommen werden.

Satz VIII (I). Damit die Liesche Gruppe mit dem Differentialgleichungs-
system

aç a^ dr\2 dg

die Pfaffsche Gleichung

do ~dï]x — gdr\2 — f(ç, S, rjl9 f]2)dÇ 0

invariant làflt, sind zwei Bedingungen notwendig und hinreichend :
Erstens mufi die charakteristische Funktion U fX -{- qY2 — Y± der

Differentialgleichung D1(U, f) 0 genûgen,

w> - IF f. di+c-«o II+(/:„ + ,o fe~i', v- » ¦

Zweitens mussen die Funktionen Y2, Yl9 R bei freier Wahl von X
nach den Formeln (8.2) gebildet sein,

Um die entsprechenden Sàtze zum Fall II und III môglichst einfach
herzuleiten, beachten wir, daB die Gleichung des Faites I,

dr\x — qdr\2 — f(g, f, rj1, rj2) d£ 0

durch Vertauschen der Variabeln £ und rj2 und fur den Wert /
c(f, r}x, t]2) iibergeht in die Gleichung des Faites II,

drj1 — c(i, rjlf r)2) dr\2 — qdÇ 0

und dièse ihrerseits durch Vertauschen der Variabeln rj1 und rj2 und fur
den Wert c 0 iibergeht in die Gleichung des Faites III,

drj2 — gdÇ 0
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Damit ergeben sich die fraglichen Sàtze ohne weiteres:

Satz VIII (II). Damit die Liesche Gruppe mit dem Differentialglei-
chungssystem

dÇ dri1 dr)2 do

die Pfaffsche Oleichung

do d7]x — c(f, rjl9 7]2) drj2 — gdt; 0

invariant làfit, sind zwei Bedingungen notwendig und hinreichend :

Erstens mufi die charakteristische Funktion U qX -f- cY2 — Fx

Differentialgleichung D7/ Î7
5 c) 0 geniigen,

Zweitens milssen die Funktionen X, T^, i2 bei freier Wahl von Y2 nach
den Formeln

X U'e; Y^cY. + QU'e-U; R=-{Uri-c'îYt)-e(UfVl-c'tilYJ
gebildet sein.

Satz VIII (III). Damit die Liesche Gruppe mit dem Differentialglei-
chungssystem

d£ dm dr\2 dp

rfie Pfaffsche Gleichung
do d^2 — 6^f — ^

invariant lâfit, sind zwei Bedingungen notwendig und hinreichend:

Erstens mu/3 die charakteristische Funktion U @X — F2 der

Differentialgleichung DIIZ(U) 0 genûgen,

d. h. U mufi frei von r}x sein.

Zweitens mUssen die Funktionen X,Y2y R bei freier Wahl von Yx nach
den Formeln

X=C7'e; r2 et/;-C7; B=-U'i-eU'rt
gebildet sein.
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Wir betraehten jetzt dièse Sâtze an einigen Beispielen. Dabei legen wir
gerade diejenigen Pfaffschen Gleichungen zugrunde, die wir am SchluB
des § 5 bei unseren Beispielen 1 bis 3 gefunden haben.

Beispiel 1. Unsere Pfaffsche Gleichung

dr\x — gdrj2 0

gehôrt dem Fall I fur / 0 an. Nach dem Satz VIII (I) muB U der
Differentialgleichung

genûgen, d. h. frei von £ sein. Jede von einer beliebigen Funktion
i rjli q) nach den Formeln des Satzes VIII (I) hergeleitete Gruppe

X, Yl9 Y2, R ist daher eine i-Gruppe, welche fur r — in eine R-
7)

Gruppe tibergeht. Wir haben damit schon aile Jft-Gruppen mit r —

aufgestellt.

Setzen wir insbesondere U qtj2 — rjl9 so haben wir bei der Wahl
X g die Formeln

also gerade die L-Gruppe unseres Beispiels 1, die wir am SchluB des § 6

gefunden haben.

Beispiel 2. Die PfafiEsche Gleichung

drjx + dr)2 — çdÇ 0

gehôrt zum Fall II fur c — 1. Nach dem Satz VIII (II) muB U der
Differentialgleichung

11 ' """" ^2 3*h

genûgen, d. h. U U(S9 r\x + %, g).
Die Gesamtheit aller i-Gruppen, die aus Ï7(f, ^ + rj2, g) nach den

Formehi des Satzes VIII (II) gebildet werden, geht fur r px + pa
in die Gesamtheit aller môglichen i?-Gruppen mit r px + p2 ûber.
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Setzen wir insbesondere U r\x + r\2 — fg, so erhalten wir bei
der Wahl Y2 — g die Funktionen

also gerade die £-Grappe des fruheren Beispiels 2.

Beispiel 3.

dr]2 — gd$ 0

Hier unterliegt U nur der Bedingung, daB es frei von rjx ist. Wir erhalten
dann immer eine Iv-Gruppe nach den Formeln des Satzes VIII (III).

Q2 P2Setzen wir U ~ rj2, so ergeben sich mit Yx rjx + ~- zu-
2i 2

sammen die Funktionen

X q, Y2 V2 + ^, R Q

der i-Gruppe unseres fruheren Beispiels 3.

§ 9. Der Zusammenhang mit den Gruppen von ebenen Berûhrungs-
transformationen. Das 12-Gruppoid

Zum Satz VIII (III) haben wir noch eine wichtige Bemerkung zu
machen. Die Formeln

abgeleitet von einer beliebigen Funktion U(£, rj2, g), wo g die Be-

deutung g -~~ n2 hat, definieren nach Lie eine Gruppe von ebenen
dç

Berilhrungstransformationen in den Variabeln f, rç2» ^220)- Jede R-Gruppe
des Faites III besteht demnach ans einer Berilhrungstransformationsgruppe
der x, y2~Ebene, vermehrt um eine Gruppengleichung der Form

rjx hx(x,yXiy2,p2,a) ; (Beispiel 3)

Dièse Aussage stellt die begriffliche Deutung des Satzes VIII (III) dar.
Auch die Umkehrung gilt: Jede Berûhrungstransformationsgruppe der

%, y2-Ebene stellt, zusammen mit einer beliebigen Gruppengleichung der
Form rjx hx(x, yx, y2, p2, a) eine R-Gruppe des Falles III dar.

l0) Lie-Engel (II), p. 252.
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Das Analoge gilt im Falîe II fur den Wcrt c =E 0 in bezug auf die

x, ^-Ebene, und im Falle I fur / 0 (Beispiel 1), in bezug auf die

y2, */rEbene.
Nach dem „Théorème III"21) der zitierten Arbeit von Herrn Ostrowski

existiert immer eine jR-ii/mzeZtiansformation, welche eine Pfaffsche
Form des Falles I oder II in dsIU dy2 — rdx des Falles III uberfuhrt.
Sei nun Ta eine L-Gruppe des allgerneinen Falles I oder II, welehe
dx 0 invariant lafit, und 9Î die Einzeltransformation, welche dr in dsln
uberfuhrt. Bilden wir

5RT 9î-i Sa,

worin 9Î"1 die inverse Transformation von 5R bedeutet, so laBt jede
Transformation dieser Schar Sa die Gleichung dsjjj — 0 invariant, denn
sie fuhrt die Form dsIU wieder in die Form dsUI uber. Dièse Schar Sa

ist eine L-Gruppe des Falles III. Denn mit

ist auch
Sa Sb KTa Tb W-i C ^

Ûberdies besteht, wegen der umkehrbar eindeutigen Zuordnung

Sa ^ Ta Sb^Tb SaSb Z TaTb

ein Isomorphismus zwischen der allgemeinen Gruppe Ta und der speziel-
len Gruppe Sa des Falles III.

Jede unserer jR-Gruppen, welche die bestimmte Pfaffsche Form da

in sich uberfuhrt, steckt in der ,,unendlichen kontinuierlichen Gruppe11

aller symmetrischen R-Transformationen von da. Dièse wollen wir kurz
als den »Kern von dal{ bezeichnen. Zu jeder Pfaffschen Form gehort ein
solcher Kern und aile Kerne sind untereinander isomorph22).

Wir nehmen nun noch die Gesamtheit aller unsymmetrischen iî-Trans-
formationen hinzu, welche die Form da in eine andere Form dr uber-
fuhren, also die Kerne von da und dx untereinander verbinden. Der In-
begriff aller symmetrischen und unsymmetrischen .R-Transformationen
stellt eine Mannigfaltigkeit dar, die wir als ,,unendliches kontinuierliches
R-Gruppoid(C bezeichnen konnen23).

21) A. Ostrowski (I), p. 182.
22) Zum Begrifï der ,,unendhchen kontmuierkehen Gruppe" vergleiche Lie-Engel (I),

pp. 3—6; fur die entsprechenden Differentialgleichungen A. Ostrowski (I), p. 185, § 5.

28) H. Brandt, ,,Ûber eine Verallgememerung des Gruppenbegriffes",
Math. Ann. 96 (1927), pp. 360—366.
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Wir haben oben auf den Zusammenhang der R Gruppen mit den
Gruppen von ebenen Beruhrungstransformationen hmgewiesen Es be-
steht ein weiterer Zusammenhang mit den Gruppen von raumhchen
Beruhrungstransformationen Darauf gehen w îr nun îm dritten Teil ein.

III T E I L

jR-Gruppen und Gruppen von râumlichen

Beruhrungstransformationen

§ 10. L-Gruppen und B-Gruppen

Wir bezeichnen îm folgenden emgliedrige Gruppen von raumhchen
Beruhrungstransformationen kurz als ,,^-Gruppen" Eme B-Gruppe
transformiert jedes Flachenelement

' y2 dx ' dyz

wieder m ein Flachenelement

(Wir identifizieren hier die ubhche Koordmatenbezeichnung y mit y2
und z mit yx, fassen also yx als unbestimmte Funktion von x und y2 auf
Jede £-Gruppe erfullt eme Relation der Form

dYjx — Kdr}2 — TtdÇ ju(dy1 — qdy2 — pdx), ju(a, x, y2, yl9 py q) =£ 0,

d h sie laBt die spezielle Pfaffsche Gleichung

dyx — qdy2 — pdx 0 (10.1)
invariant

Angenommen, eme 5-Gruppe lasse uberdies die partielle Differential-
gleichung

P — f(i>x>y*> Vi) °

invariant Fuhren wir in dieser J5-Grappe fur die Variable p die Funktion
/(?> x> y*> Vi) und fur die Variable n die Funktion /(/c, f, rj2i t]x) em,
so erhalten wir eme emparametnge Schar m den 4 Variablen xt y2i ylfq.
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Nach einem Satze von Lie ist dièses ,,verkùrzte" System wiederum eine

eingliedrige Gruppe24). Dièse làBt die Pfaffsche Gleichung

dffi — qdy2 — f(q, x, y2, yx) dx 0

invariant, ist also, wenn wir noch q mit unserem frûheren r identifizieren,
nichts anderes, als eine L-Gruppe des Faites I. Berechnen wir hier q aus

Pi ~ QP2 — f{q,*>y2> yù °>

und setzen wir es in die verkurzte J3-Gruppe ein, so erhalten wir nach den
frûheren Ausfûhrungen eine 1£-Gruppe in x, yl9 y2, pl9 p2.

Nehmen wir nun an, eine i?-Gruppe lasse die partielle Differential-
gleichung

q — c(x, yi9 yx) 0

invariant. Fiihren wir in dieser J5-Gruppe fiir die Variable q die Funktion
c(#>2/2>^i) un(l fur die Variable k die Funktion c(f, ^2> ^1) em> so

erhalten wir naeh dem oben benutzten Lieschen Satze eine verkurzte
Gruppe in den 4 Variabeln x, y2, yXip, welche die Pfaffsche Gleichung

dyx — c(x, y2, yx) dy2 — pdx 0

invariant lâBt. Identifizieren wir hier p mit unserem frûheren r, so

haben wir eine L-Gruppe des Folles II vor uns, welche fur p px —

c(x>V2>yi)P2 die zugehôrige JÇ-Gruppe in x, yl9 y2, pl9 p2 liefert.
Der Fall III nimmt auch hier eine Sonderstellung ein25). Die Pfaffsche

Gleichung
dy2 — rdx 0

kônnen wir nicht aus (10.1) mit Hilfe einer invarianten Gleichung her-
leiten, sondern wir mussen zu diesem Zwecke die Variabeln y2, yx in
der B-Gruppe vertausehen : Wir fassen hier y2 als unbestimmte Funktion
von x und yx auf, transformieren also ein Flàchenelement mit den
Koordinaten

_ dy<> - dy<y

**) Lie-Engel (I), p. 233. Der direkte Beweis dièses Satzes fur eine invariante Gleichung
verlâuft âhnlich, wie unser Beweis dafûr, daû aus der L-Gruppe vermôge der invarianten
Gleichung r r{plt p2, x, ylt y2) eine E-Gruppe entsteht (§ 5).

u) Dies liegt an der Verwendung der inhomogenen Koordinaten, sowohl fruher bei den
JR-Gruppen, als jetzt bei den B-Gruppen.
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in ein solches mit den Koordinaten

dç drjl

Die invariante Gleichung (10.1) der 2?-Gruppe lautet nun

dy2 — qdyx — pdx 0 (10.2)

Angenommen, die 2?-Gruppe in den Variabeln x, yx, y2ip,q lasse

nun die partielle Differentialgleichung

invariant. ,,Verkiirzen" wir dièse J3-Gruppe mit q =- 0, so erhalten wir
— wiederum nach dem schon benûtzten Lieschen Satze - eine Gruppe
in den 4 Variabeln x, ylt y2, p, welche die Pfafïsche Gleichung

dy2 — pdx 0

invariant lâBt. Identifizieren wir darin p mit unserern frûheren r, so
haben wir eine L-Gruppe des Faites III vor uns, welche fur p p2 die
zugehôrige B-Gruppe in x, ylf y2, p2 liefert.

Wir haben damit einen neuen Weg zur Erzeugung von i?-Gruppen
dargelegt und werden mit dem Satze X beweisen, daB man jede R-Gruppe
auf dièse Weise erhalten kann.

Auch im allgemeinsten Falle der unsymmetrischen R-Einzeltransforma-
tionen fuhrt dieser Weg zur Erzeugung von J£-Transformationen zum
Ziel. Es gilt der Satz, daB zu jeder R -Transformation solche ,,erzeugende"
Berùhrungstransformationen existieren, wie dies Herr Ostrowski im
zweiten Teil seiner Arbeit dargelegt hat26).

Im folgenden beschrânken wir uns — wie im zweiten Teil — zuerst
auf unseren friiheren Fall I und leiten daraus die Ergebnisse in den
Fàllen II und III durch Variabelnvertauschung her. Unser Ziel ist die

Bestimmung aller B-Gruppen, welche eine partielle Differentialgleichung
der Form p f(q, x, yx, y2) invariant lassen. Zunâchst stellen wir den
formalen und den geometrischen Zusammenhang der .B-Gruppen mit
den daraus erzeugten £-Gruppen her.

26) A. Ostrowski (II), pp. 41—60.
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Unsere 2?-Gruppe sei durch das DifEerentialgleichungssystem (10.3)
definiert,

-^ y>(a)X*(£, rj29ril97tt k) ' ^ y (a) P* (f, ry2, ^,tt, k)

Darin ergeben sich die Funktionen X*, 7*, Ff, P*, Q* nach Lie aus der

sogenannten charakteristischen Funktion TF*(f, ^2» ^i>^> ^) m^ Hilfe
der Formeln27)

WV I P* - Wf - n W*l

q* _ pf*' - K w*;. (10.4)

Dabei ist identisch tiX* + kY* ~ Y*= W*.

Die jB-Gruppe lasse nun die vorgegebene Gleichung

t /(*,£, i?a,iîi)-^ 0 (10.5)

invariant. Das Einfuhren der Funktion /(/c, f, ^2, ^x) fur die Variable n
deuten wir durch Weglassen des Sterns an. Die Invarianz von r 0,
(n /) fuhrt — âhnlich wie frliher im 1. Teil bei der Invarianz von

a 0, (q r) — auf die Differentialgleiehung ——-J- P, oder aus-

geschrieben,

Xfi + YtfK + Ytf^ + Qf't-P^O. (10.6)

Andererseits gilt, wenn man

| j2, %, k) ; If;7 | Z* | X| |

7t**f rr-/
setzt, die Formel

a') Lie-Engeî (II), p. 252.

112



Damit erhalten wir aus (10.4) fur 72, Yx, Q, P die Formeln:

ra= WK-fKx, q= -(w'nrt[%x)-K{w'ttl-t'nix
7

Setzen wir die Ausdrûcke (10.7) in die Gleichung (10.6) ein, so fallen
aile Glieder, die X als Faktor enthalten, weg, und es bleibt die partielle
Differentialgleichung filr W,

Die ersten drei Formeln (10.7) und die Gleichung (10.8) sind aber, wenn
wir hier noch k mit q W mit U, Q mit R identifizieren, nichts anderes als
die Formeln und die Differentialgleichung Dj(U, f) 0 des Satzes VIII
(I) im 2. Teil: Die mit der invarianten Gleichung p f(q, x, y2> Vi)
jyVcrkiirzte" B-Gruppe ist eine L-Gruppe unseres frilheren Failes I. Die
charakteristische Funktion W* geht fur n /(/c, f, rj2i rjj einfach in die
charakterische Funktion U der L-Gruppe Uber.

Die Gleichung
p /(?>*, y., yi) (io.9)

ordnet jedem Punkt (x, y2, yx) c»1 Flàchenelemente (p, q) zu. Sie defi-
niert im Raume Q,(x, y2, yx) ein ,,Flachenelementfeld" 28). Die In-
varianz der obigen Gleichung bei der J5-Gruppe bedeutet, daB die B-
Gruppe, angewendet auf die Flàchenelemente des Feldes (10.9), dièse

einfach untereinander vertauscht. Die J5-Gruppe, angewendet auf das
invariante Feld (10.9), geht aber in eine L-Gruppe ûber, welohe zur
Gleichung

v qp - f(q, *> 2/2, yi) o, (io.io)

gehôrt, oder, in unserer fruheren Schreibweise,

Vi - rp2 - /(r, xt y2t yx) 0 (10.11)

Die GrôBen r und f(ffxyy2,y1) sind die Komponenten desjenigen
Flachenelementes, welches aus den Linienelementen {px, p2) der
Gleichung (10.10) besteht. Der Wert von r liefert umgekehrt zu jedem
Linienelement (px, ^2) di© Komponenten eines Flachenelementes, in
welchem das betreffende Linienelement liegt.

18) A. Ostrowski (I), pp. 171—173.
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Die Z/-Grappe kann demnach als eine solche B-Gruppe aufgefafit
werden, welche die Linienelemente der R-Oruppe bei der Transformation
mit den Flachenelementen des invarianten Feldes (10.9) ,,begleitet".

Dièse geometrische Auffassung ist auch im allgemeinen Falle der
jR-Einzeltransformationen môglich. Nur fiïhrt dort die ,,begleitende"
Berûhrungstransformation die Flâchenelemente des Feldes p
f(Ç> %> y%> Vi) in diejenigen eines anderen Feldes n <p(k, f, rj2, rj^
liber, wenn es sieh nicht um eine symmetrische ^-Transformation
handelt29).

§ 11. JB-Gruppen mit invarianten Feldern

Wir môehten nun aile .B-Gruppen aufstellen, welche das Feld (10.9)
invariant lassen. Wir haben schon gesehen, dafi dann ihre charakteristi-
schen Funktionen W* fur den Wert n /(/c, f, rj2> ^i) unserer frliheren
Differentialgleichung Dj(W, f) 0 geniigen mussen. Dièse Bedingung
ist allein schon hinreichend.

Jede charakteristische Funktion W*, fur welche

\

7T-/

gilt, schreibt sich nâmlich in der Form

W*= W + ]x*dn (11.1)

Denn sei z.B. W* eine solche, und W^ X* so gilt J X* dn W* ~W,

also W + $X*dn= W*

nach den Formeln (10.4)

also W + $X*dn= W* Unsere Funktionen 7* Y*, Q* lauten nun

7* nX* + K(WfK-ffKX)~ W+ K]
1

M) A. Oatrowaki (II), pp. 48—49.
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Hierin fallen aber fur n / aile Intégrale weg und die Formeln nehmen
die Gestalt (10.7) an. W* definiert eine i?-Gruppe, welche wegen
Dj(W, f) — 0 fur n / in eine L-Gruppe des Falles I ûbergeht. Daher
làBt jede solehe i?-Gruppe die Gleichung n / invariant und wir
haben den Satz :

Satz IX (I). Damit die durch W*(£, rj2, r\x,n, k) definierte B-Gruppe
die Gleichung

n /(#c, f, rj2, tit)

invariant làfit, ist die folgende Bedingung notwendig und hinreichend :

Die Funktion

77=/

mufi der Differentialgleichung D1(W, f) 0 des Satzes VIII (I) genttgen,
worin q durch k zu ersetzen ist.

Damit haben wir das im § 10 gestellte Ziel fur den Fall I erreicht und
kommen mm zu den Fallen II und III.

Die gesuchten 5-Gruppen sollen im Fall II Gleichungen der Form

q c(x, y2, yx) (H.2)

invariant lassen, also in .L-Gruppen ubergehen, welche zur Gleichung

Vi - c(x>V2>yi)P2 ~P 0 (11.3)

gehôren, oder in fruherer Schreibweise

Pi - c(x,y2yy1)p2 ~r 0. (11.4)

Die GrôBe r hat in diesem Fall nicht den Wert der g-Komponente des

durch (11.3) definierten Flàchenelementes, sondern den Wert der
2»-Komponente. Die g-Komponente ist hier mit dem Punkt (%, y2, yx)
fest. Das begleitende Flâchenelementfeld (11.2) besteht demnach nicht
aus ,,Elementarkegeln" wie das Feld (10.9), sondern aus ,,axialen
Biischeln<c.

Den entsprechenden Satz IX (II) gewinnen wir — wie im 2. Teil den
Satz VIII (II) — aus dem ersten Satze durch Variabelnvertauschung.
Hier muB f mit r\% vertauscht, und / durch c(f, tj2i tyx) ersetzt werden.
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Satz IX (II). Damit die durch JF*(|, r\2, rjlt n, k) definierte B-Gruppe
die Gleichung

k c(£, rj2, rjx)

invariant lafit, ist die folgende Bedingung notwendig und hinreichend :

Die Funktion
W* \=W(^rj2>rjly n)

muji der Differentialgleichung Dn(W,c) 0 des Satzes VIII (II) ge-

nilgen, worin q durch n zu ersetzen ist.

Im Falle III soll die i?-Gruppe in den Variabeln x, ylf y2, py q die

Gleichung

invariant lassen, also in eine i-Gruppe ubergehen, welche zur Gleichung

p2-£ 0 (11.6)

gehôrt, oder in fruherer Schreibweise,

p2-r 0. (11.7)

Die GrôBe r hat den Wert der p-Komponente des durch (11.6) definier-
ten Flâchenelementes. Die g-Komponente ist immer Null: Die ,,axialen
BuscheF' des Feldes (11.5), welches in diesem Falle die Linienelemente
bei der JS-Transformation begleitet, stehen aile senkrecht auf der x, y2-
Ebene.

Den gesuchten Satz IX (III) gewinnen wir aus dem Satz IX (II) durch
Vertauschen der Variabeln ^ und rj2, und fur den Wert c 0.

Satz IX (III). Damit die durch W*{£, rjl9 rj2f n, k) definierte B-Gruppe
die Gleichung

77= 0

invariant lâflt, ist die folgende Bedingung notwendig und hinreichend :
Die Funktion

W* |

mufi frei von rjx sein.
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Die Sâtze IX (I), IX (II), IX (III) gestatten nun ohne weiteres, aile
charakteristischen Funktionen W* hinzuschreiben, deren 2?-Gruppen in
eine beliebig vorgegebene L-Gruppe iïbergehen, deren B-Gruppen also
eine beliebig vorgegebene R-Gruppe erzeugen. Hierin ist der im § 10 ver-
sprochene Beweis dafiïr enthalten, dass man jede R-Gruppe aus B-
Gruppen erzeugen kann.

Die i?-Gruppe des Falles I sei durch U, X, f gegeben, also durch ihre
Z/-Gruppe und die Funktion r. Dann schreiben sich W* und X* einer
entsprechenden i?-Gruppe in der Form

W* U + J X* dn X* X + j S dn

wo /S(|, rj2, rjly n, k) eine willkûrliche Funktion ihrer Variabeln ist.
Zusammengesetzt ergibt dies

] 7z. (11.8)
/ /

worin aile fraglichen 5-Gruppen stecken.

Im Falle II ist die i?-Gruppe durch U, Y2, c gegeben. Wir haben die
entsprechenden Formeln

W* U + / Y2dx 7* Y2 + / TdK
e c

wo T(£, rj2, rjit 7t, k) willkurlich wahlbar ist. Die gesuchten J5-Gruppen
sind durch

W*=U + (k-c)Y2 + $ (jTdK)dK (11.9)
c e

definiert.

Im Falle III endlich ist die iî-Gruppe durch U, Yx gegeben. Die
Formeln lauten

bei freier Wahl von F(|, r]ly rj2, tz, k). Die U-Gruppen haben die
charakteristischen Funktionen

W* U + kYx + J ($VdK)dK (11.10)
0 00 0
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Satz X (I, II, III). Jede B-Gruppe lâfit sich aus unendlich vielen B-
Gruppen durch ,,Verkurzung" erzeugen. Die charakteristischen Funktionen
W* aller dazu tauglichen B-Oruppen stecken in den folgenden Formeln :

Fall I: B-Gruppe

W* U + (n — f) X +] (] S dn) dn ;

1 i
U erfullt Di(U,f)=O S (£, ^2, ^, n, #c) ist willkûrlich.

Failli: B-Gruppe U(Ç, 7hi ih n) ; Yt(^9rj29rjl9n) ; c^,^,,

ÏF* C7 + (k — c) 72 + J (jTrf/c) d^/c ;
c c

U erfullt Dn (U c) 0 T(£, rç2, r\x, n, k) ist willkûrlich.

; B-Gruppe U(£, r)2, n) ; rx (f, ^ i^2, tï)

W* Î7 + ~k Yx + f (J V d~K) d~K ;
0 0

7i) und F(|, rjx, ^2, tt /c) sind willklirlich.

§ 12. Herleitung aller moglichen J?-Gruppen aus einer vorgegebenen

JB-Gruppe

Wir kommen jetzt zum letzten Problem in diesem Zusammenhange :

Ausgehend von einer vorgegebenen râumlichen JS-Gruppe, suchen wir ihre
invarianten Gleichungen der Form p f{q,x,y2,y1) oder q c(xfy2iy1)
auf. Damit finden wir nach den vorangegangenen Sâtzen aile môglichen
L-Gruppen, und gleichzeitig aile Jî-Gruppen, welche sich ùberhaupt aus
der vorgegebenen jB-Gruppe herleiten lassen.

Wir nehmen unsere Feldgleichung in der allgemeinen Form

0 (12.1)

an. Bezeichnen wir t(x, y2i yl9 pyq) mit t9 so soll also vermôge der
J5-Gruppe eine Relation der Form

r lit
bestehen. Dies fûhrt uns auf eine Differentialgleichung fur r in der Form

—prj- Ar, oder ausgeschrieben,
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worin A willkurlich vorgegeben wird.
Wir nehmen die singularen Intégrale vorweg, indem wir nachprufen,

ob sich aus dem Nullsetzen der bekannten Koeffizienten X*, Yf, Y*,
P*, Q* invariante Gleichungen t — 0 herleiten lassen, welche min-
destens eine der Variabeln jr, k enthalten. (Der einfachste Fall ist etwa
P* n> demi r n erfullt (12.2) vermôge n 0, ganz abgesehen von
den ubrigen Koeffizienten). Im folgenden konnen wir daher voraussetzen,
daB die Koeffizienten nicht vermoge der Wertesysterne weiterer invarian-
ter Gleichungen verschwinden.

Es seien nun

c1(è,V2,Vi,n>K)> c2(...)9 c3(...), c4(...) (12.3)

vier unabhangige Intégrale der homogenen Gleichung

-i-r--^ =0 (12.4)
y) (a) da v ;

Weiter sei 0 irgendein nichtidentisch verschwindender unter den
Koeffizienten, und y die entsprechende Variable. Wir setzen

?i,..., c4) G C? (y, cx,..., c4)

Ein funftes Intégral, welches r enthâlt, ergibt sich nun aus

dy dx

x c5e* mit 0 f-L dy Ô ^ 0

Da e* nicht verschwindet, reduziert sich die allgemeine Lôsung auf

r y(c ,...,c) 0, (12.5)

worin % eine willkûrliche Funktion von clt..., c4 darstellt.

nichtsingulare invariante Gleichung kann demnach aus invarianten
Funktionen gebildet werden. Es genugt, die homogène Gleichung (12.4) zu
integrieren.
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Wir betrachten dièse Ausfûhrungen an einem Beispiel. Die Schar

S x + q lg a

palga
pqalgai

n ap
(12.6)

ist eine eingliedrige Gruppe in x, y2, yx, py q und lâBt die Pfaffsche
Gleichung dt/j — qdy2 — pdx 0 invariant, stellt also eine râumliche
B-Gruppe dar.

Die Funktionen des Gleichungssystems (10.3) lauten

X* K Y* =TI% + 7Z, Y* Vl + 7ZK P* 7T Q* 0

mit der charakteristischen Funktion PT* tzk + ^2^ — Vi • Unter den
Gleichungen

*c 0, ^2-f-jr 0, ^i + jr/c^O, te 0

befinden sich die unabhângigen invarianten Gleichungen k 0

n 0 aïs singulare Losungen.
Die Intégration der homogenen Gleichung (12.4) luhrt auf die folgen-

den Intégrale:

k-c Ë-kIqtz-c A-.^-c £_2?L-c

Jede weitere invariante Gleichung steckt daher in der Formel

y|/c, £ — k\blti S — k — £

Die singulare Lôsung k 0 steckt in * cx, die zweite singulare Lôsung
7ï 0 ist hingegen in der allgemeinen Lôsung nicht enthalten.

Dièse Lôsung p 0 fûhrt auf die L-Gruppe

mit der invarianten Gleichung dyx — qdy2 0. Wir haben q — — zu
#2

setzen und finden somit die lÊ-Gruppe unseres fruheren Beispiels L30)

80) Dies ist naturkeh kein Zufall. Bei der Aufstellung der B- Gruppe (12.6) wurde nâm-
lich der Satz X (I) mit S 0 auf die i?(L)-Gruppe U= ?j2k—~yl; X k; f ^lO des

Beispiels 1 (§ 8) angewendet.
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Verkurzen wir die 2?-Grappe dagegen mit q 1, so bekommen wir
die L-Grappe

palga,
1/2/1/

mit der invarianten Gleichung dt/j — di/2 — pdx 0. Wir haben

p ^! — p2 zu setzen und erhalten so eine i2-Gruppe des Falles II.
Weitere iî-Gruppen des Falles I erhalten wir aus den Integralen

c2, c3, cA; z.B. dureh Nullsetzen:

q —

î

xpt
xp2 + y^

XPl _ yx

zpz

usw.

Es lassen sich demnach schon von einer B-Gruppe im allgemeinen
unzahlig viele R-Gruppen herleiten.
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