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Zur Bewegungsgeometrie auf der Kugel

Von Wilhelm Blaschke, Hamburg

Es sind gerade hundert Jahre verflossen, seit.1844 Jakob Steiner seine

,,rômische Floche11 eingefûhrt hat1), und zwar ausgehend von einer Auf-
gabe liber fflàehen zweiter Ordnnng. Hier môchte ich zeigen: Zu dieser
Hache Steiners kann man auch von der Kinematik her kommen, wenn
man Gedanken weiter verfolgt, die J. Steiner 1840 in seiner Schrifb ûber
die ,,Krummungsschwerpunkte" angegeben hat2).

Nehmen wir ein ,,ruhendes" Cartesisches Achsenkreuz mit dem Ur-
sprung of und den drei rechtwinkligen Einheitsvektoren e(, t2, e3 und
neben diesem ,,Rastkreuz" {t[, t2, e3} das ,,Gangkreuz" {ei, e2, e3}, das

mit dem Rastkreuz den ruhenden Ursprung of 0 gemein hat. Setzen
wir dann

î i3e3 ; 7 1,2,3 (1)

und denken wir uns die Elemente cjk der eigentlich orthogonalen Matrix
G als Funktionen der Zeit t mit der kleinsten gemeinsamen Période 2n

vorgeschrieben, dann ist dadurch ein ,}geschlo8sener Drehungsvorgang"
unseres Gangkreuzes {e^ e2, e3} beschrieben. Wir setzen

und finden dann fur einen im Gangkreuz angehefteten Punkt x, wenn

wir den Vektor o% wieder mit x bezeichnen

X tx^x + %%2 + e3a;3 (3)

(mit festen x^

dx== *!%! + e2fa+ ealg (4)
mit

|3 x2œ1 — x1o)2. (5)

x) J. Steiner, Werke 2, S. 722—724. Ebendort 741—742 die von Weierstra/3 stam-
mende Parameterdarstellung von Steinera Flâche.

•) J, Steiner, ,,Von dem Krùmmungs-Schwerpunkte ebener Kurven",
CreUes Journal 21 (1840) Werke 2, S. 99—159.
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Bei unserem geschlossenen Drehungsvorgang umlauft x seine geschlossene
Bahnlinie £^. Mit ihr ist drehungsinvariant ein Vektor Wx verknupft,
den wir den Flachenvektor von £fx nennen konnen, namlich

X dx (6)

Dabei soll X das Vektorprodukt andeuten und das Intégral nach t
zwischen — n und + n erstreckt werden Bildet man namlich den Normal-
ri8 von 2X und vfx auf irgendeine Ebene, so ist bei geeigneter Vorzeiehen-
wahl die doppelte Flache, die vom Normalriô von Qx umschlossen wird,
gleich der Lange des Normalrisses von Wx

Berechnen wir uns nun fur aile Bahnlinien £^ die zugehorigen Flachen-
vektoren io'x f Dazu fuhren wir zunachst fur unseren Drehungsvorgang
folgende Integralvektoren ein

a>fc; j,Jc= 1,2,3. (7)

Dann folgt aus (2) und der Geschlossenheit unseres Drehungsvorganges

»,'* < • (8)

Aus (6) folgt wegen (3), (4), (5)

- v[2 x1 x2 - t4 xt xz H

(9)

Dabei deuten die Punkte Reih-um-Vertausehung der Marken 1, 2, 3 an.
Wegen (8) konnen wir dafur auch setzen

Tragen wir diesen Vektor r)'x vom Ursprung o aus ab und setzen wir

und
»î* elt;i,» + ei^, + e;»i,4 (12)
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Daim kônnen wir, wenn wir uns auf die Betrachtung der Punkte x auf
der Einheitskugel

x\ + A + xl 1 (13)
besehrànken, annehmen:

Vo 4 + xl + xl
(14)

y'T S {à3k(v'rll + v'rn + v'rZZ) - v'rjk} Xixk; r 15 2, 3

Die Endpunkte dieser von o aus abgetragenen Vektoren v'x erfullen also
die Steinerflâche, deren Parameterdarstellung nach Weierstrafi durch (14)
gegeben ist.

Man kann die Eigenschaften dieser Steinerflâchen sich am leichtesten
deutlieh machen, wenn man sie durch Projektion aus dem 6-dimensio-
nalen projektiven Raum aus der Mâche gewinnt:

Z1 X* Z% #2 ^3 *^3

(15)
Z± — X2 #3 Z5

die Ferowe^e 1884 eingefuhrt hat.
Betrachtet man statt eines im Gangkreuz {ei, e2? e3} befestigten

Punktes x deren zwei x und t), so findet man

(15)

Inwieweit es zu Vektoren vfjx, die gemâB (8) sonst beliebig vorge-
schrieben sind, immer Drehungsvorgânge gibt, weiB ich nicht.

Natûrlich hat das hier Vorgetragene manche Gegenstucke und Ver-
allgemeinerungen in der Bewegungsgeometrie. Einiges davon wird man
in zwei Schriften von mir finden, die im Jahresbericht der Deutschen
Mathematikervereinigung in Druck sind und in einem Beitrag zur Fest-
schrift fur Rey Pastor,

(Eingegangen den 9. Juni 1944.)
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