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Zur Bewegungsgeometrie auf der Kugel

Von WiLrELM BrascekEe, Hamburg

Es sind gerade hundert Jahre verflossen, seit 1844 Jakob Steiner seine
,,yomische Fliche'* eingefiihrt hat!), und zwar ausgehend von einer Auf-
gabe iiber Flichen zweiter Ordnung. Hier moéchte ich zeigen: Zu dieser
Fliche Steiners kann man auch von, der Kinematik her kommen, wenn
man Gedanken weiter verfolgt, die JJ. Steiner 1840 in seiner Schrift iiber
die , Kriimmungsschwerpunkte“ angegeben hat?).

Nehmen wir ein ,,rubendes‘ Cartesisches Achsenkreuz mit dem Ur-
sprung o’ und den drei rechtwinkligen Einheitsvektoren e], ¢;, ¢; und
neben diesem ,, Rastkreuz‘ {e;, ¢}, e;} das ,,Gangkreuz‘‘ {e,, ¢,, ¢;}, das
mit dem Rastkreuz den ruhenden Ursprung o’ = o gemein hat. Setzen
wir dann

¢; = Cuer+ Cpeyt cney; j=1,2,8 (1)

und denken wir uns die Elemente c;, der eigentlich orthogonalen Matrix
C als Funktionen der Zeit ¢ mit der kleinsten gemeinsamen Periode 2x
vorgeschrieben, dann ist dadurch ein ,,geschlossener Drehungsvorgang*
unseres Gangkreuzes {e,, ¢;, ¢;} beschrieben. Wir setzen

del = ezwa -_ e3a)2, deg = egwl - e]_CU3, de3 = ¢,y — e2(01 (2)

und finden dann fiir einen im Gangkreuz angehefteten Punkt ¥, wenn

—_
wir den Vektor px wieder mit ¥ bezeichnen

=% + e 1+ ¢, (3)
(mit festen x,)
dx = ¢, & + ey + &6, (4)
mit
§) = Tawy, — Tawy, & = Tywy — T30y, &= Ty, — X0, . ()

1) J. Steiner, Werke 2, S. 722—724. Ebendort 741—742 die von Weterstraf stam-
mende Parameterdarstellung von Steiners Flache.

%) J. Steiner, ,,Von dem Kriimmungs-Schwerpunkte ebener Kurven¢,
Crelles Journal 21 (1840) = Werke 2, 8. 99—159.
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Bei unserem geschlossenen Drehungsvorgang umléduft x seine geschlossene
Bahnlinie €,. Mit ihr ist drehungsinvariant ein Vektor v, verkniipft,
den wir den Flichenvektor von £, nennen kénnen, ndmlich

ngzﬁxmx. (6)

Dabei soll x das Vektorprodukt andeuten und das Integral nach ¢
zwischen — 7 und <+ n erstreckt werden. Bildet man ndmlich den Normal-
riB von £, und v, auf irgendeine Ebene, so ist bei geeigneter Vorzeichen-
wahl die doppelte Fliche, die vom Normalri von £, umschlossen wird,
gleich der Linge des Normalrisses von v, .

Berechnen wir uns nun fiir alle Bahnlinien £, die zugehorigen Flichen-
vektoren p,! Dazu filhren wir zunéchst fiir unseren Drehungsvorgang
folgende Integralvektoren ein

Dann folgt aus (2) und der Geschlossenheit unseres Drehungsvorganges

!/ /
D = Dg; - (8)

Lo 52

Aus (6) folgt wegen (3), (4), (5)
= 911(“'2‘1[‘ x3) — ”{2 Ty Xy — 913 Ty Xy +-c
3 53

=g
(9)

Dabei deuten die Punkte Reih-um-Vertauschung der Marken 1, 2, 3 an.
Wegen (8) kénnen wir dafiir auch setzen

3
v, = (0] + vy + Dy) (2 + 25 + 23) — X v, . (10)
1

Tragen wir diesen Vektor v, vom Ursprung o aus ab und setzen wir

/ 3/1 ’ yz / ?/3
v, = ¢ + e + By (11)
Yo U Ty Uy
und ,
D = € Vi + € Vg + € Vi - (12)

6 Commentarii Mathematici Helvetici 81



Dann kénnen wir, wenn wir uns auf die Betrachtung der Punkte x auf
der Einheitskugel

B4+t al=1 (13)
beschrianken, annehmen:

Yo = % + a2 + 2,
(14)

?/; = % {ajk(”:u + ”;22 + 7)7{33) — v:’jk} ;2,5 r=1,2,3.
j

Die Endpunkte dieser von p aus abgetragenen Vektoren v, erfiillen also
die Steinerfldche, deren Parameterdarstellung nach Weierstrafl durch (14)
gegeben ist.

Man kann die Eigenschaften dieser Steinerflichen sich am leichtesten
deutlich machen, wenn man sie durch Projektion aus dem 6-dimensio-
nalen projektiven Raum aus der Fldche gewinnt:

die G. Veronese 1884 eingefiihrt hat.
Betrachtet man statt eines im Gangkreuz {e,, ¢,, ¢;} befestigten
Punktes x deren zwe: x und v, so findet man

'¢de9 =.¢"~) Xdx= (D;1+D;2+ Dga) (T Y1+ T Yot X3Ys) — X D;kxjylc .
(15)

Inwieweit es zu Vektoren vj,, die gemiB (8) sonst beliebig vorge-
schrieben sind, immer Drehungsvorgéinge gibt, weill ich nicht.

Natiirlich hat das hier Vorgetragene manche Gegenstiicke und Ver-
allgemeinerungen in der Bewegungsgeometrie. Einiges davon wird man
in zwei Schriften von mir finden, die im Jahresbericht der Deutschen
Mathematikervereinigung in Druck sind und in einem Beitrag zur Fest-
schrift fiur Rey Pastor.

(Eingegangen den 9. Juni 1944.)
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