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Uber die Bettischen Gruppen,
die zu einer beliebigen Gruppe gehoren

Von Heinz Horr, Ziirich

Hurewicz hat entdeckt, dafl die Bettischen Gruppen eines asphérischen
Raumes durch dessen Fundamentalgruppe bestimmt sind?). Dabei heiB3t
ein Raum — nach angemessener Prizisierung des Raumbegriffes —
asphérisch, wenn in ihm jedes stetige Bild einer n-dimensionalen Sphire
mit n > 1 auf einen Punkt zusammengezogen werden kann. Der Beweis
wird dadurch gefiihrt, dal man mit Hilfe stetiger Abbildungen zeigt:
zwei asphérische Réume, deren Fundamentalgruppen isomorph sind,
haben auch isomorphe Bettische Gruppen; diese Methode ist sehr einfach,
gibt aber keinen Aufschluf} iiber die algebraischen Gesetze, durch welche
die Bettischen Gruppen mit der Fundamentalgruppe verkniipft sind.

Die §§ 1 und 2 der vorliegenden Arbeit kénnen als eine algebraische
Analyse des Satzes und Beweises von Hurewicz gelten, welche ein doppel-
tes Resultat hat: erstens werden die Strukturen der Bettischen Gruppen
eines asphirischen Raumes rein algebraisch aus der Struktur der Funda-
mentalgruppe definiert, allerdings ohne da8 sich eine praktisch brauchbare
Methode ergibt, sie wirklich zu bestimmen; zweitens erweist sich der
Satz von Hurewicz als Spezialfall eines Satzes aus der Homologietheorie.

Im § 1 wird jeder abstrakten Gruppe ® und jedem Ring J mit Eins-
element in eindeutiger Weise eine unendliche Folge Abelscher Gruppen
®j, G3,... zugeordnet; ist J der Ring der ganzen Zahlen, so sagen wir
auch ®” statt ®7. Topologische Begriffe — auch solche aus der rein
kombinatorischen Topologie — kommen dabei nicht vor; jedoch ist der
ganze Prozefl durch die Rolle dieser Gruppen in der Topologie motiviert
und darauf zugeschnitten. Diese Rolle wird im § 2 behandelt; dort sind
im Abschnitt 8.2 die Hauptergebnisse der Arbeit formuliert (Séitze II
und ITI). Sdtze und Beweise gehoren in die elementare Homologietheorie
der Komplexe. Ein wertvolles Hilfsmittel habe ich aus den Arbeiten von
Reidemeister iibernommen?): den zu einer Gruppe von Decktransforma-
tionen gehorigen Gruppenring.

1) W. Hurewicz, Beitrage zur Topologie der Deformationen (IV.), Proc.
Akad. Amsterdam 39 (1936), 215—224; speziell 221.

%) K. Reidemeister, Homotopiegruppen von Komplexen, Abh. Math. Seminar
Hamburg 10 (1934), 211—215, sowie zahlreiche andere Arbeiten. — Man vgl. auch:
G. de Rham, Sur les complexes avec automorphismes, Comment. Math.
Helvet. 12 (1940), 191—211.
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DaB3 der Satz von Hurewicz — wenigstens wenn man keine anderen
Réaume betrachtet als Polyeder — in den Sidtzen des § 2 enthalten ist,
wird, unter Benutzung anderer Sitze von Hurewicz, in dem kurzen § 5
gezeigt: In einem asphérischen Raum mit der Fundamentalgruppe ®
ist ®) die n-te Bettische Gruppe in bezug auf den Koeffizientenbereich J .
Dieser Paragraph ist aus methodischen Griinden an den Schlufi der
Arbeit gestellt worden, kann aber in unmittelbarem AnschluB an den
§ 2 gelesen werden.

Im § 4 werden geometrische Anwendungen der Theorie der Gruppen
®; gemacht; dabei habe ich weniger Wert auf allgemeine Sitze gelegt
als auf spezielle Beispiele (13.2; 13.3; 13.4; 14.4; 14.5; 15.4; 15.5).
Dem Charakter der ganzen Arbeit entsprechend, bleibe ich auch hier im
Bereich der diskreten Komplex-Topologie; wahrscheinlich kann man die
Ergebnisse — sie betreffen Automorphismen von Komplexen — auf
topologische Selbstabbildungen allgemeinerer Réume iibertragen3).

Die begrifflich einfachste unter den Gruppen G ist 6! : sie ist die wohl-
bekannte Faktorgruppe von. ® nach der Kommutatorgruppe. Fir » > 1
scheint es schwierig zu sein, auf algebraischem Wege Eigenschaften der
Gruppen G aus den Eigenschaften von & abzuleiten; dafl dies mit Hilfe
der geometrischen Bedeutung der Gruppen &7, die im § 2 festgestellt
wurde, moglich ist, wird im § 3 an einigen Beispielen gezeigt.

Ob andererseits die Theorie der zu ® gehorigen Abelschen Gruppen 6}
— sel es die algebraische oder die geometrische Seite dieser Theorie —
brauchbar fiir die gruppentheoretische Untersuchung von & ist, weill ich
nicht; immerhin méchte ich auf diese Moglichkeit hinweisen.

§ 1. Algebraische Einfiihrung der Gruppen &
1. P-Moduln (Abelsche Gruppen mit dem Operatorenring P).

1.1. P sei ein Ring; seine Multiplikation braucht nicht kommutativ
zu sein; er besitze ein Einselement; wir bezeichnen die Elemente von P
mit kleinen griechischen Buchstaben, das Einselement mit .

X sei eine Abelsche Gruppe, die wir additiv schreiben und deren Ele-
mente wir mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnen; X besitze P
als Operatorenring oder kurz: X sei ein ,,P-Modul*‘; das bedeutet: den
Elementenpaaren « e P, xe¢ X sind in eindeutiger Weise Elemente
xx ¢ X so zugeordnet, daB die Gesetze

3) Man beachte die in den FuBinoten 21 und 24 zitierten Arbeiten.
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(x4 y) = az + ay,

(¢ 4+ B)x = ax 4 fx, «a(fz)= (xB)x, ecx==x
gelten.

1.2. Ist X’ Untergruppe von X und ist «x’e X’ fiir alle «xe P,
x’' € X', soist X’ selbst ein P-Modul; wir nennen dann X’ einen ,, P-Teil-
modul‘ (oder eine ,,zuldssige Untergruppe*) von X.

1.3. Eine Abbildung?) » von X in einen P-Modul Y heiBt ein ,,P-
Homomorphismus‘‘, wenn

h(z + y) = h(x) + h(y), h(ax)= ah(z)

fir alle xe P, x,yeX gilt; der Kern von %, d.h. die Menge aller
xeX mit h(x) = 0, ist ein P-Teilmodul von X ; das Bild % (X) ist ein
P-Teilmodul von Y.

1.4. Eine Teilmenge Ec X heit ein ,,P-Erzeugendensystem®,
wenn sich jedes Element x ¢ X auf wenigstens eine Weise als endliche
Summe z =2 «,x, mit x,e¢E darstellen 1iBt; jeder P-Modul X ent-
hilt Erzeugendensysteme: die Menge E = X ist ein solches, da = = ex
fir jedes x € X ist. Ein P-Erzeugendensystem E heifit eine ,,P-Basis,
falls sich jedes x auf nur eine Weise als Summe x = X', x; mit z; ¢ K
darstellen 148t oder, was dasselbe ist: wenn die Elemente von E linear
unabhéngig sind (in bezug auf den Koeffizientenbereich P); wenn X eine
P-Basis besitzt, so nennen wir X einen ,freien‘“ P-Modul. Ein solcher
ist also nichts anderes als die Gesamtheit der endlichen Linearformen
mit Unbestimmten xz; e £ und Koeffizienten «, ¢ P, wobei die Addition
zweier Linearformen und die Multiplikation einer Linearform mit einem
Koeffizienten in der iiblichen Weise erklirt sind ; seine Struktur ist durch
P und die Méchtigkeit von E vollstindig bestimmt.

1.5. Jeder P-Modul X ist P-homomorphes Bild eines freien P-Moduls
X* (d. h. es existiert ein freier P-Modul X* und ein P-Homomorphismus
h von X* auf den ganzen Modul X).

Beweis: K sei ein P-Erzeugendensystem von X ; man verstehe unter E*
eine mit ¥ gleichmichtige Menge von Symbolen z*, unter % eine einein-
deutige Abbildung von E* auf £ und unter X* die Menge aller formal

4) Bei einer Abbildung von X in Y kann die Bildmenge ein echter Teil von Y sein;
bei einer Abbildung auf Y ist ¥ mit der Bildmenge identisch. — Der Kern eines Homor-
phismus ist das Urbild des Nullelementes (bei multiplikativer Schreibweise des Eins-
elementes). — Die Identitdt oder identische Abbildung einer Menge ist diejenige Abbildung,
durch die jedes Element sich selbst zugeordnet wird.
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gebildeten endlichen Summen X«;z} mit «; ¢ P, ¥ ¢ E*; indem man
in X* auf die iibliche Weise die Addition zweier Linearformen und die
Multiplikation einer Linearform mit einem Element « ¢ P erklirt, wird
X* zu einem freien P-Modul; durch A(Xw;x}) = X, h(2]) ist eine
Abbildung # von X* auf X gegeben, die ein P-Homomorphismus ist.

1.6. P, seiein Links-Ideal — mit anderen Worten : ein P-Teilmodul —
von P. Fiir jede Untergruppe Z c X verstehen wir unter Z, die Gruppe,
die aus allen endlichen Summen 2'»;z; mit », ¢ P,, 2, € Z besteht; sie
ist P-Teilmodul von X . Insbesondere ist der P-Teilmodul X, erklirt;
es ist Z,c X, fir jede Untergruppe Zc X. Wenn Z selbst P-Teil-
modul von X ist, so ist Z,c Z; dann ist also Z,c X,~ Z, und es ist
daher auch die Restklassengruppe (X, ~ Z)/Z, erklirt.

Falls X ein freier P-Modul mit der Basis £ und falls das Ideal P,
zweiseitig ist, so ist X, die Gesamtheit derjenigen endlichen Summen
2oz, mit x, ¢ B, fiir welche die «, ¢ P, sind.

2. Die Gruppen [I™(J, P, P,) . Satz L

2.1. J sei ein P-Modul. Unter einer ,,(J, P)-Folge‘“ verstehen wir eine
Folge von Gruppen

{J =21, X°>2Z° X'>oZ%y...; X*»>22;...} (1)

mit folgenden Eigenschaften: Die X* sind frese P-Moduln, die Z™ P-Teil-
moduln der X™; fir jedes n >0 existiert ein P-Homomorphismus r, von
X" auf Z™ 1, und dabet ist Z™ der Kern von r, *).

Eine (J, P)-Folge kann unendlich sein oder endlich — im zweiten
Fall bricht sie mit einem Paar X" 5Z%¥ ab, und die r, existieren nur
fir 0<nN.

2.2. Zu gegebenen J und P kann man immer unendliche (J, P)-
Folgen konstruieren: nach 1.5 gibt es einen freien P-Modul X° und
einen P-Homomorphismus r, von X° auf J; der Kern Z° von r, ist nach
1.3 ein P-Teilmodul von X°; ebenso gibt es, wenn X"~ und sein P-Teil-
modul Z7! schon konstruiert sind, einen freien P-Modul X und einen
P-Homomorphismus r, von X” auf Z*-1, und der Kern Z” ist wieder ein
P-Modul.

Dieselbe Konstruktion zeigt, da man jede endliche (J, P)-Folge zu
einer unendlichen (J, P)-Folge erweitern kann; die endlichen (J, P)-
Folgen sind also nichts anderes als die Abschnitte unendlicher (J, P)-
Folgen.
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Bei gegebenen J und P gibt es unendlich viele verschiedene unend-
liche (J, P)-Folgen; denn immer, wenn Z*! schon vorliegt, herrscht
Willkiir bei der Wahl von X und von 7, ; diese Wahl ist nach 1.5 gleich-
bedeutend mit der Wahl eines P-Erzeugendensystems £ in Z"1.

2.3. In P sei ein Links-Ideal P, ausgezeichnet. Dann sind fiir jede
(J, P)-Folge (1) gemaBl 1.6 die Gruppen (X ~2Z"*)/Z3 erklirt (n =
0,1,...). Wir behaupten:

Satz I. Die Gruppen (Xy~2Z")/Zy sind threr Struktur nach unab-
hingig von der zugrundegelegten (J, P)-Folge (1); ste sind also, wenn der
P-Modul J und das Ideal P,c P gegeben sind, als abstrakte Gruppen
etndeutig bestimmt und diirfen daher mit I'™(J, P, P,) bezeichnet werden
(n=0,1,...).

Mit anderen Worten:

Ist neben der Folge (1) noch eine zweste (J, P)-Folge
{(J=Z71; X°2Z°;...;X"2Z";...} (1)
mit Homomorphismen r, gegeben, so besteht fiir jedes n > 0 die Isomorphie
(X5~ 2™ | Zy = (X3~ Z") | 27 -

Der Satz bezieht sich sowohl auf unendliche als auch auf endliche
(J, P)-Folgen; da aber, wie wir in 2.2 gesehen haben, jede endliche
(J', P)-Folge Abschnitt einer unendlichen ist, diirfen wir uns beim Beweis
auf unendliche Folgen beschrinken.

Wir werden den Satz in der zweiten oben angegebenen Form beweisen,
also zwei Folgen (1) und (1) miteinander vergleichen. Dem endgiiltigen
Beweis stellen wir einige Hilfssiitze voran.

2.4. Hilfssatz: F sei eine Abbildung, welche jeden Modul X" aus der
Folge (1) P-homomorph in sich, die Gruppe J identisch auf sich abbildet*)

und die Gleichung
Fr(x) = rF (x)

fir alle e X*, n =0,1,..., erfiillt (wir schreiben kurz r statt r,).
Dann gibt es fiir jedes #» > 0 einen P-Homomorphismus @ von X" in
sich, der die Bedingungen
G(x)eZr fir weXn, (2)
D(z)=F(z)—=z fir zeZ" (3)
erfiillt.
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Beweis: Fir z e X° setzen wir @(x) = F(x) — z; dann ist @ ein
P-Homomorphismus von X° in sich, der (3) erfiillt; ferner ist r®(x) =
Fr(z) — r(z), also, da r(x)eJ und F die identische Abbildung von
J ist, r®@(x) =0, d.h. D(x) eZ°; es gilt also auch (2).

@ sei fiir X1 erkldrt; wir erklidren es fiir X»:

In den freien P-Moduln X»-! und X" sind P-Basen ausgezeichnet;
ihre Elemente bezeichnen wir mit 2! bzw. 2} ; dann gibt es Elemente
74 € P, so daf3

r(xy) = X vy 2770
?

ist (wobei die Summen auf der rechten Seite endlich sind).

Da @ (a} ') e Z™1 ist, gibt es Elemente y} ¢ X» mit r(y}) = @ (2] 7");
fiir jedes a} ™' verstehen wir unter y} ein fest gewihltes derartiges Ele-
ment. Dann setzen wir fiir jedes = X a; 2 ¢ X7:

s 1,7

Dafl @ ein P-Homomorphismus von X” in sich ist, ist klar. Ferner ist
r®(z) = Fr(z) — r(z) — Xo;7,P(x]77)
= Fr(x) — r(x) — Dr(z),

also, da r(x) eZ» 1! ist, r@(x) = 0, d.h. D(x) eZ™; es gilt also (2).

SchlieBlich sei z= X, a} ¢ Z*; dann ist r(2) =0, also X2} =0,
i,5

also Yo7, = 0 fiir jedes j; mithin folgt aus (4), daB (3) gilt.
i

2.5. Hilfssatz: F erfiille dieselben Voraussetzungen wie soeben; dann
bildet F fiir jedes » > 0 die Gruppe (X§ ~Z")/Z; identisch auf sich
ab; das heit: F bildet jede der Restklassen, in welche X ~Z" modulo
Zg zerfillt, in sich ab.

Beweis: @ hat die im Hilfssatz 2.4 formulierte Bedeutung. Es sei
xeXynZv, da xeXy ist, ist = Xv,al mit », e Py, «} e X", also
D (z) = X'v, D(af), also, da D(a}) eZn ist, DP(x) eZy; da x eZ™ ist,
ist d(x)=F(x) —x; es ist also F(x) —zxeZ;, d.h. F(x)==
mod. Z7 .

2.6. Hilfssatz: Zu den gegebenen (J, P)-Folgen (1) und (1) gibt es
Abbildungen f, welche jeden Modul X» P-homomorph in den Modul X~,
den Modul J identisch auf sich abbilden?) und die Gleichung

7f(x) = fr(x) (5)
44



fir alle e X", n=0,1,..., erfiillen (wir schreiben r und r statt r,
und r,).

Beweis: Es sei zunidchst {z?} eine P-Basis von X°. Fiir jedes 2l ist
r(23) eJ; es gibt also Elemente % ¢ X mit r(y%) = r(2?); jedem
ordnen wir ein bestimmtes derartiges y° zu und setzen f(z?) = y? sowie
allgemein f(x) = Xy} fir jedes » = Xa; 22 ¢ X°. Dann ist f ein
P-Homomorphismus von X° in X°, und es ist

;f(x) = 20‘1;@2) = Z“ir(xg) = r(x),

also rf(x) = fr(x), wenn wir auf der rechten Seite dieser Gleichung
unter f die identische Abbildung von J verstehen.

f sei fiir X7~ erklirt; wir erkldren es fiir X~ :

{7} sei eine P-Basis von X"; da r(x})eZ™ ! ist, ist rr(z}) =0,
also 7fr(z?) = frr(z?) =0 ,d.h. fr(a¥) eZ™1; es gibt also Elemente
y? e X» mit 7(y?) = fr(z?); jedem z" ordnen wir ein bestimmtes der-
artiges y? zu und setzen f(z}) = y?, sowie allgemein f(z) = 2,y
fiir jedes z = X' «x,2? ¢ X». Dann ist f ein P-Homomorphismus von X*
in X7, und es ist

TH(@) = L7 (¥]) = Lofr(af) = fr(=).

2.%. Beweis des Satzes I. Die Folgen (1) und (1) sind gegeben. f sei
eine Abbildung, wie sie nach Hilfssatz 2.6 existiert. Ist z e Z", so ist
r(z) = 0, also nach (5) auch 7f(z) =0, d.h. f(2)eZ™; es ist also
f(Znyc Z». Da f ein P-Homomorphismus ist, ist ferner f(X7)c X7,
also auch f(X?~2Z")c X ~Z"; schlieflich folgt aus den Tatsachen,
daB f(Z*")c Z* und daB f P-Homomorphismus ist, noch f(Z})c Z}.
Aus all diesem ergibt sich: durch f wird die Restklassengruppe I =
(X ~ Z")/Z® homomorph in die Restklassengruppe I'* = (X3 ~ Z")/Z",
abgebildet.

Ebenso gibt es eine Abbildung f, welche die X" P-homomorph in die
X", den Modul J identisch auf sich abbildet, die Gleichung

rf(z) = fr() (5)
erfiillt und welche infolgedessen I'* homomorph in I'* abbildet.

Die zusammengesetzte Abbildung F(x) = ff(x) bildet jeden Modul
X» P-homomorph in sich, den Modul J identisch auf sich ab und erfiillt,
wie aus (5) und (5) folgt, die Gleichung Fr(x) = rF (z); nach dem Hilfs-
satz 2.5 bildet dann F die Gruppe I™ = (X§ ~Z")/Z; identisch auf
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sich ab. Ebenso ergibt sich, daB F = ff die Gruppe I'* identisch auf
sich abbildet. Es sind also f und f solche homomorphe Abbildungen von
I'» in T» bzw. von I'* in I'*, daB ff und ff die Identititen von I'* bzw.
I' gind; dann aber ist f ein Isomorphismus von I auf I'* (und f seine
Umkehrung). Damit ist der Satz I bewiesen.

3. Die Gruppen B

Wir werden von den Gruppen I™(J, P, P,), die auf Grund des
Satzes I fiir beliebige J, P, P, existieren, nur fiir denjenigen Fall
spezieller J, P, P, Gebrauch machen, den wir jetzt betrachten:

3.1. ® sei eine beliebige Gruppe, die nicht Abelsch zu sein braucht
und die wir multiplikativ schreiben; J sei ein beliebiger Ring mit Eins-
element. Dann sei P der Gruppenring von & mit Koeffizienten aus J ;
er ist in bekannter Weise folgendermafien definiert: seine Elemente sind
formal gebildete Summen « = 2't;A;, wobei die 4, ®, die ¢, eJ
und hoéchstens endlich viele ¢; % 0 sind; die Addition in P ist dadurch
erkldart, da man die Summen « als Linearformen in Unbestimmten A4,
mit Koeffizienten ¢, behandelt, wobei die Addition der ¢, die in J gegebene
ist; die Multiplikation ist durch

(2't;4,) (X t; A:i) = 2 (L t;') (AiAf)

erklidrt, wobei ¢,¢; das Produkt in J und 4,4, = A4, das Produkt in G
ist ; dabei sind die Koeffizienten von Gliedern, die dasselbe A4, enthalten,
zu addieren. Man bestétigt leicht, daBl durch diese Addition und Multipli-
kation in der Tat ein Ring entsteht.

(Bemerkung : Man kann denselben Ring P auch derart definieren, dag
man seine Elemente nicht als Linearformen o = 2't,4,, sondern als
Funktionen «(4,) = t, auffafit; die Definition lautet dann so: Die Kle-
mente von P sind diejenigen Funktionen mit Argumenten in ¢ und
Werten in J, die fiir hochstens endlich viele 4 € ® nicht den Wert 0
haben; Summe ¢ =« + f und Produkt = = «xf zweier Elemente
o, e P werden dadurch erkldrt, daBl man fiir alle 4 € ® setzt:

o(4) = «(d) + B(4), =(d)=2a(X)p(Y),
wobei iiber alle Paare X, Y ¢ ® mit XY = 4 zu summieren ist.)
Der Ring P hat ein Einselement, ndmlich e#, wobei e das Einselement

von J und £ das Einselement von ® ist.

46



3.2. Aus den Vorschriften fiir die Addition und Multiplikation ergibt
sich: wenn man fir « = 2't;4,¢ P unter S(x) das Element X't ¢J
versteht, so gelten die Regeln

S+ ) =8(x) +8B), Sxp)=2~8(x)-8(B)- (6)

3.3. Fir jedes Paar x e P, xeJ setzen wir ax = S(x)-x; man
bestidtigt unter Benutzung von (6), dal hierdurch J — genauer: die
additive Gruppe des Ringes J — ein P-Modul wird.

3.4. Aus (6) folgt ferner: diejenigen « e P, fiir welche S(x) =0
ist, bilden ein (zweiseitiges) Ideal in P; dieses Ideal nennen wir P, .

3.5. Bei gegebener Gruppe ® und gegebenem Ring J ist damit fest-
gesetzt, was unter P und P, zu verstehen und in welcher Weise J als
P-Modul aufzufassen ist; wir setzen jetzt

r~J, P, P) = 63, n=20,1,...;
es 18t also jeder Gruppe & und jedem Ring J (mit Einselement) vn eindeu-
tiger Weise eine unendliche Folge Abelscher Gruppen
r, G,.., 6F,...
zugeordnet. Das sind die ,,Bettischen Gruppen®, die zu ® gehéren (mit
J als Koeffizientenbereich).

Wenn J der Ring der ganzen Zahlen ist, so werden wir statt G} kurz
®” schreiben.

4. Nahere Untersuchung der Gruppen @Y

Fiir die Gruppen &}, und besonders fiir die Gruppe G', werden wir
jetzt noch Charakterisierungen angeben, die begrifflich einfacher und
praktisch brauchbarer sind als die Definition, die in der vorstehenden
Definition der Gruppen G} enthalten ist.

4.1. & und J seien wie in Nr. 3 gegeben. Der Gruppenring P ist ein
freier P-Modul: das Einselement von P bildet eine P-Basis; wir setzen
X9 — P und definieren durch 7(x) = S(«) eine Abbildung r von X°in J ;
aus 3.2 folgt, daB r ein P-Homomorphismus von X° in J ist; r ist sogar
ein P-Homomorphismus auf die ganze Gruppe J, da r(t4) =1 fir
jedes teJ gilt, wobei 4 ein beliebiges Element von & ist. Der Kern*)
von r ist das Ideal P,, das in 3.4 definiert ist; gemafl den Bezeichnungen
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aus 2.1 ist also Z° = P,; auch der in 2.3 erklirte Modul XJ ist gleich
P, (da P, Rechts-Ideal ist); es ist also auch Xj ~ Z° = P,. Der Modul
Z3 (cf. 1.6) besteht aus den endlichen Summen von Produkten «f8 mit
xePy, feZ®; da Z° = P, ist, ist also Z) das im Sinne der Idealtheorie
gebildete Produkt des Ideals P, mit sich selbst, das wir sinngemafl mit
P2 bezeichnen. Da nach Definition ®) = (X) ~ Z°)/Z) ist, haben wir
somit folgendes gefunden:

Fiir beliebige ® und J st
(5} = Po/Pg ; (7)

dabei ist P der Gruppenring von & mit Koeffizienten aus J, P, das Ideal
wn P, das aus denjenigen « € P besteht, fir welche die Koeffizientensumme
S(x) = 0 ust, und P2 das Quadrat des Ideals P, .

4.2. Wenn wir immer beliebige Elemente von & mit 4,, das Eins-
element von ® mit &, beliebige Elemente von J mit ¢, oder ¢,; bezeichnen,
so lassen sich die Ideale F, und P folgendermaBen beschreiben:

Ein Element « ¢ P ist dann und nur dann in P,, wenn es sich in der
Form o = 2't,(A, — E) schreiben 1iBt; « ist dann und nur dann in
P%, wenn es sich in der Form o = 2't,;(4, — E) (4, — E) schreiben
148t.

Beweis: Da immer A; — E ¢ P, ist, so ist klar, daf} die Elemente von
den angegebenen Formen in P, bzw. in P? liegen. Umgekehrt: es sei
erstens &« = 2t, 4, ¢ P,; dann ist 2't, =0, also a =a — (2't,) E =
2t (A; — E); (dabei kann man in der letzten Summe das Glied mit
A, = E weglassen, wodurch die Gleichung 2't; = 0 im allgemeinen
zerstort wird). Es sei zweitens « € P3; dann ist « Summe von Produk-
ten «’a”, wobei a’eP,, «”¢P,, nach dem eben Bewiesenen also
a' = 2t;(A4;, — B), &" = Xt](A, — E) ist; hieraus folgt, daB « sich in
der angegebenen Form schreiben 1aSt.

4.3. Fiir das Rechnen modulo P} sind die nachstehenden Regeln prak-
tisch: Fiir beliebige A, Be ® ist

(A—E)(B—E)=(AB—E)— (4 —E)—(B—E), (8)
also

AB—E=(A—E)+ (B—E) mod. P? ; (8")
hieraus folgt fir B = 4-1:

A —E=— (A — E) mod. P? . (8”)
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Aus (8’) und (8”) ergibt sich weiter
MAY “E=3¢(4,—E mod P, (9)

wobei auf der linken Seite die Exponenten ¢, beliebige ganze Zahlen
sind, wiahrend auf der rechten Seite die Koeffizienten t:. die Elemente
von J sind, die durch |¢,|-malige Addition des Einselementes ¢ von J
oder des Elementes — e entstehen, je nach dem Vorzeichen von ¢, .

4.4. Wir setzen jetzt voraus: J ist der Ring der ganzen Zahlen.
Ist oo =2t A;e Py, soist 2't, =0, also o = 2t,(4, — E), und
aus (9) folgt:

x=ITA% —E mod. P furjedes o= Xt;4,¢Py . (10)

Unter € verstehen wir die Kommutatorgruppe von &. Fir jedes
Ae® sei A’ die Restklasse von ® mod. ¢, welche A enthilt; die 4/
sind die Elemente der Gruppe 6 /C.

Jedem o« = 2't,A,¢ P, ordnen wir die Klasse f(x)= (IT4}) zu;
diese Abbildung f ist offenbar ein Homomorphismus der additiven Gruppe
von Fj in die Gruppe /€ ; sie ist sogar eine Abbildung von P, auf die
ganze Gruppe /€, da A — Ee¢F, und f(A — E)= A’ fir jedes
4 ¢ ® ist. Wir behaupten weiter: Der Kern von f, d. h. die Menge der
« mit f(a) =E' =C, ist P3.

Beweis : Es sei erstens o« Pi; nach 4.2 ist dann « lineare Verbindung (mit
ganzzahligen Koeffizienten) von Elementen der Form (4 — ) (B — E);
auf Grund der Identitdit (8) und der Gleichungen

f(AB— E)— (ABE-Y) — A'B’, f(A—E)= A', {(B— E)= B’
ergibt sich, daB f((4 — E) (B — E)) = E’, also auch f(x) = E’ ist.
Es sei zweitens o = 2't,;4;,¢ P, und f(x) = E’; die letzte Voraus-
setzung besagt, daB I14%Y ¢Q, also ITAY = II({U,V, U7*V;') mit ge-
wissen U, V, e ® ist; nach (10) ist daher

x=IU,V,U*'V;Y)y —E  mod. Pj; (11)
wendet man andererseits (10) statt auf « auf das Element

0=+ V,~ U, — V)

an, so sieht man, daB die rechte Seite der Kongruenz (11) kongruent 0
ist; es ist also « = 0 mod. P, d. h. xe P;.
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Damit ist gezeigt: f ist ein Homomorphismus der additiven Gruppe
von P, auf die Gruppe 6 /€, und der Kern von fist P; . Es besteht also
die Isomorphie

F/P;=Z6/C. (12)

4.5. Mit den Formeln (7) und (12) ist der folgende Satz bewiesen:

Far jede Gruppe © st
6! =6/C; (13)

daber ist € die Kommutatorgruppe von ® .
®* ist also die ,,Abelsch gemachte Gruppe .

b. Ob dhnliche Charakterisierungen, wie sie durch (7) und (13) fiir die
Gruppen ®} bzw. B! gegeben werden, auch fiir die Gruppen G}, oder
wenigstens fir die G*, mit » > 1 moglich sind, weil ich nicht. Selbst
fiir recht einfache Gruppen ® scheint es schwierig zu sein, die Struk-
turen der Gruppen 2, ®3,... wirklich zu ermitteln, wihrend diese
Aufgabe fiir ! durch das Ergebnis von 4.5 als gelost gelten kann. Auch
Fragen nach allgemeinen Sétzen iiber Beziehungen zwischen den gruppen-
theoretischen Eigenschaften von ® und denen der (%" liegen nahe und
sind unbeantwortet. Einige wenige hierhergehérige Resultate und Bei-
spiele werden wir spéter (§ 3) behandeln, und zwar auf Grund der geo-
metrischen Bedeutung der Gruppen ®} .

§ 2. Die Rolle der Gruppen @&’ in der Homologietheorie

6. Komplexe mit Automorphismen 2)

6.1. K sei ein Komplex®) — simplizial oder auch ein beliebiger Zellen-
komplex; er kann endlich oder unendlich sein. J sei ein Ring mit Eins-
element; wir benutzen ihn als Koeffizientenbereich fiir die Ketten und
Homologien in K ; seine Elemente nennen wir ¢, .

Fiir jedes n >0 sei X" die Gruppe der n-dimensionalen Ketten;
auBerdem setzen wir X-1=J. Fir n > 1, 2z ¢ X" sei r(z) der Rand
von x; ist x € X°, so ist x = 2't;2?, wobei die 2? einfach gezihlte Eck-
punkte von K sind; wir setzen dann r(x) = 2't,. In jedem Fall, n > 0,

%) Wegen der Begriffe aus der Homologietheorie der Komplexe verweise ich auf
Alexandroff-Hopf, Topologie I (1935); ich werde dieses Buch als A.-H. zitieren. Im
allgemeinen werde ich die dort benutzte Terminologie verwenden; jedoch werde ich statt
salgebraischer Komplex‘‘ immer ,,Kette** sagen.
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ist » eine homomorphe Abbildung von X* in X"-1; der Kern dieses
Homomorphismus?) heifle Z», das Bild r(X") heie H™1. Dann ist Z»
fiir » > 1 die Gruppe der n-dimensionalen Zyklen, fiir » = 0 die Gruppe
der berandungsfihigen 0-dimensionalen Zyklen®); H™ ist fir n > 0 die
Gruppe der n-dimensionalen Rénder. Bekanntlich ist H»c Z» fiir
n > 0; fernerist H-! = X1 = J, und wir setzen auch noch Z-! = J .

Statt r(x) werden wir oft auch z schreiben.

Da J ein Einselement besitzt, sind die orientierten Zellen positiver
Dimension sowie die Eckpunkte — diese orientieren wir nicht —
selbst Ketten. Nachdem man, fiir jedes n > 0, in jeder n-dimensionalen
Zelle eine Orientierung ausgezeichnet hat, bilden die so orientierten
Zellen x eine Basis von X"; ebenso bilden die Eckpunkte x} eine Basis
von X0 Statt ,,Basis’“ werden wir zur Vermeidung von MiB3verstind-
nissen auch ,,J-Basis‘“ sagen. — Die unorientierten Zellen bezeichnen
wir mit | x| .

6.2. Unter einem ,,Automorphismus‘‘ von K verstehen wir eine Opera-
tion 4, welche fiir jedes » die n-dimensionalen (unorientierten) Zellen
permutiert, und zwar so, daBl die Seiten einer Zelle | x| immer in die
Seiten der Bildzelle A4 | «7 | iibergehen. Wenn K simplizal ist, so ist 4
eine eineindeutige simpliziale Abbildung von K auf sich.

A ordnet jeder orientierten Zelle z! eine bestimmte orientierte Zelle
Az} zu; fir jede Kette x = 2t 2, n >0, setzen wir Az = X't,Aal;
dadurch ist fiir jedes n > 0 ein, ebenfalls mit 4 bezeichneter Auto-
morphismus der Gruppe X" erklirt; zur Erginzung setzen wir noch
At =1t fir teJ = X1,

Fiir jede Kette z e X", n >0, ist

Ar(x) = r(Ax) (1)

oder: Ax = (Ax) . Hieraus folgt, daB die Gruppen Z* und H" durch 4
auf sich abgebildet werden.

6.3. Es sei jetzt eine Gruppe ® von Automorphismen 4; des Kom-
plexes K gegeben. Dann ist der Gruppenring P von & mit Koeffizienten
aus J gemiB 3.1 erklirt. Fiir jedes o = 2't;4; ¢ P und jedes x e X" setzen
wir ax = Xt;A;x; hierdurch wird, wie man leicht bestdtigt, X" ein
P-Modul; ferner folgt mit Hilfe von (1), daB r ein P-Homomorphismus
ist und daB Z* und H* P-Teilmoduln von X" sind (n = 0, 1,...).

Wir teilen fiir jedes n > 0 die Gesamtheit der Zellen |z} | in Transi-

%) A-H., 179.
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tivitdtsbereiche beziiglich ® ein: |27 | und |2} | gehoéren zu demselben
Bereich, wenn es ein 4; ¢ ® gibt, so daB |27 | = 4,| 2} | ist. Aus jedem
Transitivitdtsbereich wihlen wir eine Zelle aus und geben ihr (fiir n > 0)
eine bestimmte Orientierung; die so ausgewéhlten Zellen nennen wir
x; (n > 0); das System der =z} heifle E». Wenn A; die Gruppe ® und
z} das System E" durchlaufen, so kommt unter déen 4;z} jede n-dimen-
sionale Zelle von K mindestens einmal vor (in einer gewissen Orientie-
rung); jede Kette x ¢ X ldBt sich daher auf mindestens eine Weise als
x =2t A,y mit t;; eJ, alsoals x=2x,x; mit x, e P dabstellen;
das bedeutet : £ ist ein P-Erzeugendensystem des P-Moduls X™ (cf. 1.3).

6.4, Der Automorphismus 4 von K heiflt ,,fixpunktfrei*, wenn durch
ihn keine Zelle |2} |, n > 0, auf sich abgebildet wird’); wir nennen
die Gruppe ® ,.fixpunktfrei‘, wenn jeder von der Identitit verschiedene
Automorphismus 4; ¢ & fixpunktfrei ist.

Wir setzen voraus: & ist fizpunktfres. Dann behaupten wir: Das soeben
definierte P-Erzeugendensystem E™ ist eine P-Basis von X" (cf. 1.3),
mit anderen Worten: die z} sind linear unabhingig in bezug auf Koeffi-
zienten aus P. — Beweis: Wenn 4z} = A, z} ist, so ist 44,7} =77,
also i =1k und, da ® fixpunktfrei ist, 4;'4; die Identitit, folglich
h =4 ; wenn also 4, die Gruppe ® und =} das System E” durchlaufen,
80 kommt unter den A,z; jede n-dimensionale Zelle (in einer gewissen
Orientierung) nur einmal vor; aus X't 4,%; = 0, ¢, «J, folgt daher
t =0, und dies bedeutet: aus Yo,y = 0, &, ¢ P, folgt «, =0.

Hiermit ist gezeigt: X" ist ein freser P-Modul (n > 0).

7. Regulire Uberlagerungen #)

7.1. Es sei auch weiterhin ® eine fixpunktfreie Gruppe von Auto-
morphismen A4; des Komplexes K. Wir fassen in bekannter Weise &
als Gruppe von ,,Decktransformationen‘ 4, auf, welche einen Komplex
K erzeugen, der von K iiberlagert wird: eine Zelle von | entsteht immer
dadurch, daB man die Zellen eines Transitivititsbereiches in K mit-
einander identifiziert (cf. 6.3); die Zellen von f entsprechen also ein-
eindeutig den Transitivititsbereichen der Zellen von K. Der Komplex K

7) Diese Bezeichnung ist berechtigt; denn wenn man die Zellen als Punktmengen auf-
faBt, also von dem Komplex K zu dem Polyeder K iibergeht (cf. A.-H., 128), so besitzt
die durch 4 bewirkte topologische Selbstabbildung von K dann und infolge des Fix-
punktsatzes fiir Zellen nur dann keinen Fixpunkt, wenn A im obigen Sinne fixpunktfrei
ist.

:8) Wegen der Begriffe aus der Uberlagerungstheorie der Komplexe verweise ich auf
Sesfert- Threlfall, Lehrbuch der Topologie (Leipzig und Berlin 1934), 8. Kapitel. —
Ich zitiere dieses Buch als 8.-T. ‘
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ist eine ,,regulire Uberlagérung” des Komplexes K ; umgekehrt: ist
ein beliebiger Komplex und K ein, in bekannter Weise (mit Hilfe eines
Normalteilers R der Fundamentalgruppe § von R) konstruierter, regu-
lirer Uberlagerungskomplex von &, so ist K ein Komplex mit einer
Gruppe ® fixpunktfreier Automorphismen, welche in der soeben beschrie-
benen Weise den Komplex K erzeugen (dabei ist & = F/R).

Jeder Zelle |z | von K ist diejenige Zelle von | zugeordnet, welche
dem Transitivitdtsbereich entspricht, dem |z} | angehort; diese Zelle
von & nennen wir U | 27| . Dann ist U eine Abbildung von K auf |
— die ,,Uberlagerungsabbildung‘; sie erfiillt fiir alle Zellen |z?| und
alle 4;¢® die Gleichung

Ud;|z;i| =U || . (2)

7.2. Die Gruppe der n-dimensionalen Ketten von { nennen wir X.
Die Abbildung U bewirkt einen Homomorphismus — den wir ebenfalls
mit U bezeichnen — von X* auf X. Bilden, wie in 6.4, die Zellen z}
eine P-Basis von X", so kommt unter den Zellen x; = Uz} jede n-dimen-
sionale Zelle von { (in einer gewissen Orientierung) genau einmal vor;
die x; bilden daher eine J- B&SIS von X".

Ist = 2oz} irgend eine Kette aus X» und o = Dty A;, so 1st

Ur = Ztkg UA xk Z tk:p ka 2 tkj x: = ES(O‘k) x: s
ik &

7,k ]k

wobei S(x) die in 3.2 erklirte Bedeutung hat. Hieraus sieht man:
Ux = 0 ist gleichbedeutend mit 8(«,) = 0 fiir alle k; der Kern des
Homomorphismus U von X" auf X, d. h. die Gesamtheit derjenigen
x e X, fir die Uz = 0 ist, ist also der Teilmodul X7 von X”, dessen
Definition in 3.4 und 1.6 enthalten ist.

7.3. Den Rand einer Kette ¥ nennen wir r(x) oder auch x. Es ist
Ur(z) =tUx, (3)

also Uz= (Uz), fiir jedes e X" (dies gilt auch noch fiir n = 0;.
wenn wir den Homomorphismus r von X° auf J ebenso definieren wie in.
6.1 den Homomorphismus » von X° und wenn wir Ut =1t fiir alle
teJ setzen).

Die Zyklengruppen 3", m > 0, sind als die Gruppen derjenigen x ¢ X"

erklirt, fir die x = 0 ist. Aus (3) folgt, daB U (Z*) c 3 ist.

53



Wir behaupten, daB die folgende Isomorphie besteht:
U@ (X~ ™Y [H S a=1,2,...; (4

dabei ist H} ! gemiiB den Definitionen in 1.6 und 3.4 der Teilmodul von
X1 der aus denjenigen Ketten besteht, die sich als Summen X'«
mit «; € Py, x; e H*1 schreiben lassen.

Beweis von (4): Es sei z ¢ XJ™ '~ H*1; daB x ¢ H*! ist, bedeutet:
x =1y, yeX" daB x e X! ist, bedeutet (cf. 7.2): Uz = 0; es ist also
Uy= 0, nach (3) also (Uy)'= 0, d.h. Uy e 3. Nimmt man statt y
eine andere Kette y, mit 4, = z,soist y, = y + 2, 2¢2Z", also Uy, =
Uy + Uz, also Uy, = Uy mod. U(Z"). Unter den Restklassen, in
welche die Gruppe 3” nach ihrer Untergruppe U (Z”») zerfillt, ist also
diejenige, die Uy enthilt, durch x eindeutig bestimmt; wir nennen diese
Restklasse g(x). Die so erklirte eindeutige Abbildung g der Gruppe
X3t~ H*! in die Gruppe R = 3*/U(Z™) ist offenbar ein Homomor-
phismus; sie ist sogar eine Abbildung auf die ganze Gruppe R ; denn zu
jedem 3 e 37 gibt es, da X» = U(X") ist,ein y ¢ X" mit Uy = 3, und
es ist 3 =g(y).

Wir haben, um (4) zu beweisen, noch zu zeigen: der Kern*) von g ist
H? ', Es sei erstens x ¢ H?™'; dann ist z = XYa,y; mit S(x,) =0,
y; e X*; setzen wir Yoy, = y, soist x =y und y e X}, alsoUy = 0;
mithin ist g(x) das Nullelement von R, d. h.:  gehért zu dem Kern
von g. Es sei zweitens x ¢ X* '~ H*1 und g(x) das Nullelement von
R; dann gibt es ein y mit x =y, Uye U(Z"), also Uy = Uz mit
zeZr; dannist U(y —2) =0, also y —ze X}, also y =2z + 2oy,
mit S(x;) =0, y;e X", undda x =9y = Xy, ist, ist xe H} 1.

(Bemerkung: Fiir n = 0 ist (4) trivial, da dann beide Seiten 0 sind.)

7.4. Die Gruppen der n-dimensionalen Rénder in &, also die Gruppen
r(X7+1), nennen wir ™. Aus (3) und aus U (X"+1) = X"+ folgt:

U(Hn) — UT(X"H'I) =7 U(Xn+1) o r(xn+1) — 557» .

Die Faktorgruppen Z»/H™ = B und 3"/$" = B* sind fir » > 1
die Bettischen Gruppen von K bzw. | (fiir » = 0 sind sie Untergruppen
der in der iiblichen Weise erkldrten Bettischen Gruppen).

Da U(Z") c 3® und U(H") c H* ist, bewirkt U eine homomorphe
Abbildung von B" in 8B, die wir ebenfalls U nennen. Die Elemente der
Bildgruppe U (B") sind diejenigen Homologieklassen in &, welche Zyklen
aus U(Z") enthalten; da aber H" = U(H") c U(Z") ist, gehort eine
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solche Homologieklasse vollstindig zu U(Z"); die Homologieklassen,
welche die Elemente der Gruppe U (B") sind, sind also zugleich die Rest-
klassen, in welche die Gruppe U (Z") mod. $ zerfillt ; folglich ist U (B")=
U(Z™)/9™. Da andererseits B = 3J*/H" ist, ist

B/ UBY=3»/U@Z, n=12,.... (5)

Aus (4) und (5) folgt
B/ UB™) = (XF '~ H"Y/H ™, fi==1, 2,..x . (6)

8. Azyklische regulire Uberlagerungen. Sitze II, III, IV

Ein Komplex K heillt ,,azyklisch® in der Dimension », wenn jeder
n-dimensionale (berandungsfihige) Zyklus in K berandet, d. h. wenn
Zm = H" ist (fiir = = 0 bedeutet dies: K ist zusammenhingend).

8.1. Wir betrachten einen Komplex K mit denselben Eigenschaften
wie in Nr. 7 und setzen iiberdies voraus: K st azyklisch in den Dimen-
stonen n=0,1,..., N—1; d.h.:

Zt=H"1 fir n=0,1,...,N ; (7)

(fir » = 0 gilt dies laut unserer Festsetzung in 6.1).
Die Folge der Gruppen

’

(J=21; X°oZ°; X1o2Zy...; XN-1o57ZF1; XN>5ZM)

hat folgende Eigenschaften: Die X" sind freie P-Moduln (cf. 6.4); die
Z™ sind P-Teilmoduln der X (cf. 6.3); die Rand-Operation r ist ein
P-Homomorphismus (cf. 6.3), der X" auf H»-!, also nach (7) auf Z»—!
abbildet und Z» als Kern besitzt (und zwar gilt dies auf Grund der in
6.1 getroffenen Festsetzungen auch fir n = 0). Somit ist diese Folge
von Gruppen eine (endliche) ,,(J, P)-Folge* im Sinne von 2.1. Nach
2.3 und 3.5 ist daher

(XPAZM 2= 65 fir n=0,1,...,N . (8)
8.2. Aus (7) und (8) folgt
(X2 P~AHYY)Y/H ' 20 fir n=1,2,...,N . (9)
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- Statt (7) konnen wir auch schreiben:
| »B"_—_O fir n=1,2,....N—1 . (7')
Aus (6), (7’) und (9) folgt
=G fir n=1,2,...,N-—1, (10)
und auBerdem folgt aus (6) und (9)
BY | UBY) =~ GY. (11)

Mit den Isémorphien (10) und (11) ist unser Hauptziel erreicht. Wir
formulieren diese Ergebnisse noch einmal ausfiihrlich in den nachstehen-
den beiden Sitzen:

Satz II. Es seren: J ein Ring mit Einselement; K ein (endlicher oder
unendlicher) Komplex, der in bezug auf den Koeffizientenbereich J azyk-
lisch tn-den Dimensionen 0,1,...,N — 1 4ist; ® eine frxpunktfreie
Awutomorphismengruppe von K (cf. 6.4); K der von ® erzeugte, von K iiber-
lagerte Komplex (cf. 7.1); B die n-te Bettische Gruppe von K tn bezug auf J .

Dann sind die Gruppen B} fir n =1,2,..., N — 1 isomorph mit den
Gruppen ®F ; thre Strukturen sind also durch die Strukturen von ® und
J vollstindig bestimmt, unabhingig von K und von der speziellen Darstellung
der Gruppe ® durch Automorphismen.

Satz III. Die Voraussetzungen des Satzes 11 seien erfillt; es sei ferner
U die Uberlagerungsabbildung von K auf R (cf. 7.1) und BY} die n-te Bet-
tische Gruppe von K.

Dann gilt noch die weitere Isomorphie BY /U(BY) = G ; also ist auch
die Struktur der Gruppe BY /U(BY) durch die Strukturen von & und J
bestimmd.

Ubrigens ist der Satz II ein Korollar des Satzes III.

8.3. Der in der Formel (8) zugelassene Fall n = N ist bei der Herlei-
tung der Formeln (10) und (11), also beim Beweis der Sitze IT und III,
nicht benutzt worden. Wir wollen auch diesen Teil von (8) als Satz formu-
lieren. Dafiir erinnern wir an die Bedeutung der auf der linken Seite von
(8) auftretenden Gruppen: nach 7.2 besteht X§~Z" aus denjenigen
n-dimensionalen Zyklen z von K, fiir die Uz = 0 ist; Zj ist gemif 1.6
die Gruppe aller endlichen Summen X' «;z; mit z; e Z", x, e P., wobei
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F, in 3.4 erkldrt ist; nach 4.2 ist dann und nur dann « ¢P,, wenn
o« = 2t;(A; — E) ist, wobei E das Einselement von ® ist. Somit ergibt
sich: '

Satz IV. Unter den Voraussetzungen des Satzes II gilt auch noch die
Isomorphie (X¥ ~Z¥)/ZY = GY+'; dabei ist XY ~Z¥ die Gruppe der-
jenigen N-dimensionalen Zyklen wvon K, die durch die Uberlagerungs-
abbildung U auf die Null abgebildet werden, und ZY die Gruppe aller linearen
Verbindungen (mit Koeffizienten aus J) der Zyklen Az — z, wobei A
evne beliebige Decktransformation aus ® und z einen beliebigen N-dimen-
sionalen Zyklus von K bezeichnet (,,Zyklus‘‘ tmmer tn bezug auf J).

Beim Beweis der Formel (8), also beim Beweis des Satzes IV, sind
iibrigens die Abschnitte 7.3, 7.4 und 8.2 nicht benutzt worden.

9. Spezialfiille der Sitze II, III, IV. — Bemerkungen

9.1. Der universelle Uberlagerungskomplex K eines beliebigen zu-
sammenhingenden Komplexes & ist eine regulire Uberlagerung von K,
und die zugehorige Gruppe & der Decktransformationen ist mit der
Fundamentalgruppe von & isomorph. Daher sind in den Sitzen II, III,
IV die folgenden Tatsachen enthalten:

K ser evn zusammenhdngender Komplex mit der Fundamentalgruppe ® ;
der universelle Uberlagerungskomplex K sei in bezug auf den Koeffizienten-
ring J azyklisch in den Dimensionen n mit n << N. Dann gelten die Iso-

morphien (II) V=G fir 0<n<DN ,

welche -insbesondere zeigen, daf3 die Strukturen dieser Bettischen Gruppen

vollstindig durch die- Fundamentalgruppe G und den Koeffizientenring J
bestimmt sind, sowie die Isomorphien

() B/ UBN=GY , (V) (X§~2")/25=6)+,
deren Bedeutung in den Sdtzen I11 und IV erklirt ist.?)

9.2. Der universelle Uberlagerungskomplex K eines Komplexes K ist
nicht nur zusammenhéngend, sondern auch einfach zusammenhéngend,
d. h. jeder geschlossene Weg ist homotop 0; daraus folgt bekanntlich,
daB K azyklisch nicht nur in der Dimension 0, sondern auch in der Dimen-
sion 1 ist, und zwar in bezug auf jeden Koeffizientenbereich; die Voraus-
setzungen der Sitze II, ITI, IV sind also erfiillt, wenn man N = 2 setzt.
Hieraus folgt:

%) Hier kann man, um den am Anfang der Arbeit zitiarten Satz von Hurewicz zu
erhalten, den § 5 anschlieBen.
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Fiir jeden zusammenhingenden Komplex K gelten die I1somorphien
(IL,) B;=6;, (IIL,) Bj/UB) =65, (IVy) (X;j~22)/Z;= 6],

wober ® die Fundamentalgruppe von K und der den Formeln (I11,) und
(IV,) zugrundeliegende Komplex K der universelle Uberlagerungskomplex
von K st.

Die Formel (II,) zeigt die bekannte Tatsache, daB3 die erste Bettische
Gruppe eines Komplexes durch dessen Fundamentalgruppe bestimmt ist;
wir kommen darauf sogleich noch zuriick (9.4). Die Formel (III,) zeigt:
die zweite Bettische Gruppe B} besitzt die durch die Fundamentalgruppe
bestimmte Gruppe ®3 als homomorphes Bild ; bei gegebener Fundamental-
gruppe ® kann also B3 ,nicht zu klein* sein; dies hatte ich, fiir den
ganzzahligen Koeffizientenbereich, frither durch eine Relation bewiesen,
die dhnlich wie (III,) lautet, in der aber statt U (B2) und G2 Gruppen
auftreten, die anders definiert sind!?); daf3 die frithere Formel mit (I1I,)
iibereinstimmt, wird noch gezeigt werden (16.7).

9.3. Wenn K zusammenhingend und wenn K ein regulirer Uberlage-
rungskomplex von { ist, den man in bekannter Weise®) mit Hilfe eines
Normalteilers der Fundamentalgruppe von K konstruiert hat, so ist
auch K zusammenhingend, also azyklisch in der Dimension 0; daher
sind die Sitze II, III, IV anwendbar, wenn man N = 1 setzt; der Satz 11
wird dann inhaltslos, aber die Sétze III und IV liefern noch folgende
Aussagen:

K sei ein (zusammenhingender) regulirer Uberlagerungskomplex des
zusammenhingenden Komplexes K ; die zugehorige Gruppe von Decktrans-
formationen sei &. Dann ist

(IIL,) B;/U(B) = 6;, (IVy) (X5~ ZY)/ 2, =6 .

9.4. Wenn man in (IL,) und (III,) fiir G} die durch 4.1 (7) und 4.5
(13) gegebenen Ausdriicke einsetzt, so erhidlt man vier Formeln, die
Interesse verdienen. Die einfachste von ihnen lautet:

B=6/C; (12)

in ihr ist B! die ganzzahlige erste Bettische Gruppe eines beliebigen
(zusammenhéngenden) Komplexes, ® dessen Fundamentalgruppe und
¢ die Kommutatorgruppe von ®.

10) H. Hopf, Fundamentalgruppe und zweite Bettische Gruppe, Comment.
Math. Helvet. 14 (1942), 257—309.
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Die Relation (12) ist wohlbekannt; der iibliche Beweis!!) benutzt die
Formel 4.5 (13) nicht. Nimmt man (12) als bekannt an, so erhilt man
umgekehrt mit Hilfe der Formel (II,) einen einfachen Beweis der Relation
4.5 (13), allerdings nur unter der Voraussetzung, dafl ® abzéhlbar!?) ist:
In diesem Fall 148t sich ® durch abzihlbar viele Erzeugende mit abzéhlbar
vielen Relationen charakterisieren; daher gibt es einen Komplex &,
dessen Fundamentalgruppe ® ist'?); fiir & gilt (12); aus (12) und aus
(II,) — in dem Spezialfall, daBl J der Ring der ganzen Zahlen ist — folgt
4.5 (13).

9.56. Zu den vorstehenden Sdtzen machen wir noch folgende Bemer-
kungen. K sei regulirer Uberlagerungskomplex von & ; die Fundamental-
gruppen I von K und § von K deuten wir in bekannter Weise als Gruppen
geschlossener Wege, wobei wir deren Anfangs- und Endpunkt ¢ in K
und a in ] so wihlen, da Ua = a ist; dann liegt bekanntlich folgende
Situation vor®): F wird durch U isomorph auf einen Normalteiler R von
& abgebildet, und die Faktorgruppe /R ist mit der zu K und & geho-
rigen Gruppe ® von Decktransformationen isomorph. Es ist also

S/UEN=6. (*)

Dies ist ein Gegenstiick zu der im Satz III ausgesprochenen Isomorphie
und insbesondere zu der Formel (II1,); die letztere, fiir den ganzzahligen
Koeffizientenbereich, entstéht aus (*), wenn man die Gruppen &, F, &
,»Abelsch macht“, d. h. durch die Faktorgruppen nach ihren Kommutator-
gruppen ersetzt.

Man kann die Struktur der Gruppe &, ohne von Decktransformationen
zu reden, geradezu durch (*) definieren. Dann lassen sich die Sitze I1
und IIT folgendermaflen aussprechen:

K sei ein reguldrer Uberlagerungskomplex von K ; er sev azyklisch fiir
n < N ; die Fundamentalgruppen von K und | seien F bzw. . Dann vst

y B/ UBH)=Z(F/UWF)); fir 0<n<N,
atso
By = (F/UF)); fir 0<n<N .

Ist K der universelle Uberlagerungskomplex von &, so ist F' die Null-
gruppe, & = ®, und man erhélt die Isomorphien 9.1 (IT) und 9.1 (III).

11) §.-T., 173.

12) Unter ,,abzahlbar* verstehe ich ,,endlich* oder ,,abzéhlbar-unendlich‘.

13) Einen solchen Komplex kann man nach dem Verfahren konstruieren, das in S.-T.,
180, Aufgabe 3, fiir den Fall von endlich vielen Erzeugenden und Relationen angedeutet ist.
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§3. Geometrische Herleitung
einiger algebraischer Eigenschaften der Gruppen @&

10. Bestimmung der G7 fiir spezielle &

10.1. ® sez eine abzdihlbare freie Gruppe; dann st ®F = 0 fir n > 2
bei beliebigem J .

Beweis: Da ® eine freie Gruppe mit endlich oder abzdhlbar unendlich
vielen freien Erzeugenden ist, gibt es einen Streckenkomplex ! mit der
Fundamentalgruppe & ; der universelle Uberlagerungskomplex K von &
ist ein Baumkomplex; er ist azyklisch in allen Dimensionen und in bezug
auf jeden Koeffizientenbereich; daher gilt 9.1 (II) fir alle » > 0 und
jeden Ring J ; da aber & eindimensional ist, ist B} = 0 fiir »n > 1.

10.2. ® sev die frete Abelsche Gruppe vom Range r (d. h. das direkte
Produkt von r unendlich-zyklischen Gruppen); dann ist &} die direkte

Summe von (;) Gruppen, die-mit J isomorph sind.

Beweis: & ist die Fundamentalgruppe des r-dimensionalen Torus
K = T, d. h. des topologischen Produktes von r Kreislinien; der uni-
verselle Uberlagerungskomplex von 7't ist der euklidische Raum R’ ; er

ist azyklisch in allen Dimensionen und fiir alle J ; daher gilt 9.1 (II) fiir
alle n> 0 und alle J. Die n-te Bettische Zahl von 7'r ist (;), Torsion
ist nicht vorhanden ; daher ist die Bettische Gruppe B die direkte Summe
von (:;) mit J isomorphen Gruppen'?).

Korollar: Es ist 7 £ 0 fir n<r und G} =0 fir n>r (ber
belrebigem 'J).

10.3. Fiir (additiv geschriebene) Abelsche Gruppen § und positive
ganze Zahlen m benutzen wir folgende Begriffe und Bezeichnungen:
&,, ist die Restklassengruppe von { nach der Gruppe aller Elemente
mx mit x e §F; & ist die Gruppe derjenigen x ¢ §, fiir welche mz = 0
ist. Indem wir unter U die additive Gruppe der ganzen Zahlen verstehen,
bezeichnet also U, die zyklische Gruppe der Ordnung m ; gelegentlich
verstehen wir unter U,, auch den Restklassenring von U mod. m.

14) Die Zusammenhinge zwischen den Bettischen Gruppen in bezug auf verschiedene
Koeffizientenbereiche sind dargestellt in A.-H., Kap. V (besonders 8. 233); sowie bei
H. 6’ech, Les groupes de Betti d'un complexe infini, Fund. Math. 25 (1935),
33—44.
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Es sev & =N, ,; dann ist

G '=J,, G6¥=,J fir r=1,2,..., (1)
also speziell
G2r1=A,, 6Gr=0 fir r=1,2,.... (2)

Beweis: Die Sphare §>-1 ist bekanntlich reguldrer — fiir » > 1 sogar
universeller — Uberlagerungsraum einer geschlossenen und orientier-
baren Mannigfaltigkeit L*-! mit & als Decktransformationen-Gruppe
(L#r-1 ist fiir »r > 1 ein ,,Linsenraum®, fiir » = 1 mit der Kreislinie S
homoéomorph). §#-1 ist azyklisch fiir » < 2r — 1; daber sind die Sitze
IIT und IV mit N = 27 — 1 anwendbar. Bezeichnen wir die (2r — 1)-
dimensionalen ganzzahligen Basiszyklen von S?-1 und L¥-! mit z
bzw. 3, so ist Uz = m3; aus Satz III folgt daher: G*-1 =9, ; und
da U keinen anderen N-dimensionalen Zyklus auf die Null abbildet als
den Nullzyklus, folgt aus Satz IV: &2 = 0. Damit ist (2) bewiesen.

Nach 9.1 (II) sind die Gruppen G} fir 0 <n < 2r — 1 mit den Bet-
tischen Gruppen B} von L¥-! isomorph. Da durch die Formeln (2) die
Gruppen ®" fiir alle » bekannt sind, ist speziell fiir die ganzzahligen
Bettischen Gruppen B" :

B =~ A, bei ungeradem n<2r—1, Br=0 bei gerademn>0. (3)

Aus diesen B" kann man nach bekannten Regeln die Bettischen Gruppen
B} von L*-1 also die ®}, fiir beliebiges J berechnen!*). Das Ergebnis
besteht in den Formeln (1).

10.4. Zugleich hat sich die bekannte Tatsache ergeben: Fiir einen
Linsenraum L*-! mit der Fundamentalgruppe U,, sind die ganzzahligen
n-ten Bettischen Gruppen durch die Formeln (3) bestimmt.

10.5. Wir heben — im Hinblick auf eine Anwendung in 13.4 — eine
spezielle Folgerung aus (1) hervor: Wenn mx # 1 fiir alle x eJ ist, so
ist ®} s~ 0 fiir alle ungeraden = ; denn dann bilden die Elemente mx
eine echte Untergruppe von J, es ist also J,, 5= 0. (Dagegen sieht man
leicht: wenn es ein @ ¢J mit ma =1 gibt, soist J, = ,J = 0, also
sind alle ®j = 0.)

10.6. ® set die direkte Summe®) A, + N,,; dann ist G die direkte
Summe von r Gruppen A,,, ®*~1 die direkte Summe von r + 1 GQruppen
A, (r=1,2,...); ist J =W, — also der Restklassenring mod.q —, so
wst ®) fir jedes n die direkte Summe von n + 1 Gruppen U, ., wobes
(m, q) der grofite gemeinsame Teiler von m und q ist.

18) Wir schreiben hier ausnahmsweise auch ¢ additiv.
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Beweis: Das topologische Produkt & = L?-!>< L?>~1 zweier Linsen
raume L?-1 deren Fundamentalgruppe U, ist, hat die Fundamental-
gruppe @ ; der universelle Uberlagerungskomplex von & ist das Sphéren-
produkt K = 82-1>< §%-1; er ist azyklisch fiir n < 2r — 1; in diesen
Dimensionen stimmen daher nach 9.1 (II) die Bettischen Gruppen Bj
von K mit den ®} iiberein. Die ganzzahligen Bettischen Gruppen B des
Produktes & sind nach der Formel von Kiinneth!®) aus den ganzzahligen
Bettischen Gruppen der Faktoren L1 zu berechnen; die letztgenannten
Gruppen sind nach 10.4 bekannt; die Formel liefert fiir die 8", und
damit fiir die ®", das oben behauptete Resultat. Aus den somit bekannten
B" berechnet man jetzt weiter in bekannter Weise!?) die B, und damit
die B}, und zwar bei beliebigem J ; fiir J = A4, findet man das’oben
behauptete Ergebnis. Dies alles gilt zunédchst. fir n<2r — 1; da r
beliebig ist, gilt es fiir alle n. —

10.7. Auf dieselbe Weise — durch topologische Produktbildung — kann
man immer, wenn & eine Abelsche Gruppe mit endlich vielen Erzeugen-
den, also ein direktes Produkt zyklischer Gruppen ist, die Gruppen 6"
bestimmen ; dabei hat man das Ergebnis von 10.3 und, falls ® unendlich
ist, das Ergebnis von 10.2 zu benutzen. —

Fiir einige weitere, spezielle Gruppen ® werden die Gruppen ®” in
15.3 ermittelt werden.

11. Endliche Gruppen

Satz: Wenn ® endlich ist, so sind auch alle Gruppen & endlich, und
die Ordnung jedes Hlementes jeder Gruppe ®™ ist Teiler der Ordnung g
von ®.

11.1. Den Beweis beginnen wir mit folgendem Hilfssatz:

K sei ein g-blittriger Uberlagerungskomplex des Komplexes &; er sei
azyklisch in der Dimension n. Dann erfiillt jeder n-dimensionale Zyklus
3 von & die Homologie g3 ~ 0.

Beweis des Hilfssatzes: Durch die Uberlagerungsabbildung U (cf.
Nr. 7) werden auf jede orientierte Zelle x; von & genau g orientierte
Zellen x;,..., z;, von K abgebildet; wir setzen ¢(x;) =z, + -+ +
und allgemein (1) = 2't,p(x,) fiir jede Kette 1y = 2't,x; von K. Es
ist Ue(x;) = gx, fir jede Zelle x,, also auch Ug(y) = gy fiir jede
Kette 1. Ferner ist ¢(n) = (¢(p))"; hieraus folgt: wenn 3 Zyklus ist,
so ist auch ¢(3) Zyklus. Nun sei 3 ein n-dimensionaler Zyklus in & ; da
K azyklisch in der Dimension n ist, gibt es eine Kette y in K mit
¢(3) =y ; dann ist g3 = Ug(3) = Uy = (Uy), also g3 ~0.

16) A.-H., 308.
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Zusatz zu dem Hilfssatz: Wenn K endlich ist, so ist die ganzzahlige
n-te Bettische Gruppe B" von K endlich. Denn wenn K endlich ist, so
ist auch K endlich, und B ist daher eine (Abelsche) Gruppe mit endlich
vielen Erzeugenden; andererseits enthilt 8" nach dem Hilfssatz nur
Elemente endlicher Ordnung; folglich ist B” endlich.

11.2. Um unseren oben ausgesprochenen Satz zu beweisen, geniigt es,
zu der vorgelegten endlichen Gruppe ® und zu jeder positiven Zahl N
einen Komplex K anzugeben, der die folgenden drei Eigenschaften hat:
a) er ist endlich; b) er ist azyklisch in den Dimensionen 0,1,..., N — 1;
¢) er gestattet eine mit ® isomorphe, fixpunktfreie Gruppe von Auto-
morphismen.

Wenn man nédmlich einen solchen Komplex K hat, so gehort zu der
unter ¢) genannten Automorphismengruppe ein von K reguldr iiber-
lagerter Komplex & ; nach (b) und nach Satz II sind fir n < N die
Bettischen Gruppen B" von K isomorph mit den " ; andererseits folgt
aus (a), (b) und 11.1, dafl diese B» endlich und daB die Ordnungen ihrer
Elemente Teiler von ¢ sind. Somit haben die &® mit n < N die behaup-
teten Eigenschaften; da aber N beliebig groB sein kann, gilt dies fiir
alle n.

11.3. Um einen Komplex K mit den Eigenschaften (a), (b), (¢) zu kon-
struieren, nehmen wir N + 1 Systeme Kj, K7,..., K% von je g Punk-
ten; die Punkte der Vereinigungsmenge M = Y K] seien in allgemeiner
Lage — (sie seien etwa die Eckpunkte eines Simplexes der Dimension
(N 4 1)g — 1); wir greifen diejenigen Teilmengen von M heraus, die
aus jedem System KJ hochstens einen Punkt enthalten; die Punkte
jeder dieser Teilmengen spannen ein Simplex auf; diese Simplexe bilden
einen Komplex K. Wir behaupten: K hat die Eigenschaften (a), (b), (c).

DafB3 K endlich ist, ist klar.

DaB K die Eigenschaft (b) besitzt, kann man folgendermafen beweisen :
Diejenigen Simplexe von K, deren Eckpunkte in den Systemen
Ky, K?,..., K liegen, bilden einen Komplex K”; es ist also K¥ = K.
Der Komplex K" besteht erstens aus den Simplexen von K- und zwei-
tens aus den Simplexen, die von je einem Simplex aus K™! und je einem
Punkt aus K? aufgespannt werden; auf Grund dieses Zusammenhanges
zwischen K1 und K” beweist man leicht!’) — was ich hier nicht durch-

17) Man kann die Tatsache benutzen, daf8 K die ,,Verbindung‘‘ (cf. 28)) von Kr—1 und
K? ist, und die allgemeine Formel fiir die Bettischen Gruppen einer Verbindung anwenden
(1. c. 28)); oder man kann die g Eckpunkte von K? nacheinander zu Kr—1 hinzufiigen und
jedesmal einen ,,Additionssatz‘‘ (A.-H., Kap. VII, §2) anwenden; aber der obige Fall
st so einfach, dal sich die Heranziehung dieser allgemeinen Hilfsmittel kaum lohnt.
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fithre — die folgende Beziehung: wenn K71 azyklisch in der Dimension
n — 1 ist, so ist K" azyklisch in der Dimension n. Hieraus und aus der
trivialen Tatsache, dal jeder Komplex K", r > 0, zusammenhingend,
also azyklisch in der Dimension 0 ist, folgt durch Induktion: K" ist

azyklisch in den Dimensionen 0,1,...,r — 1. Fir r = N ist das die
Eigenschaft (b) des Komplexes K.
Um (c¢) zu beweisen, ordne man fiir jedes j aus der Reihe 0,1,..., N

die Punkte von K7 eineindeutig den Elementen A4, ¢ G zu und bezeichne
den Punkt, der dem Element A, entspricht, mit p#*. Dann verstehe man
fiir jedes 4 ¢« ® unter 7', diejenige Permutation der Eckpunkte von K,
die pf¢ in pi'4¢ iiberfiihrt — fiir alle 4,¢® und j=0,1,..., N. Die
Permutation 7', bewirkt offenbar eine eineindeutige simpliziale Abbil-
dung, also einen Automorphismus von K ; dabei geht, wenn A nicht die
Identitét ist, kein Simplex in sich iiber — es hat sogar niemals ein Simplex
mit seinem Bild einen Eckpunkt gemein; 7', ist also fixpunktfrei. Diese
T , bilden, wenn A4 die Gruppe ® durchlduft, einemit ® isomorpheGruppe.
Es gilt also (c). '

12. Die Gruppe B2

In dhnlicher Weise, wie wir am Schlull von 9.4 bei Beschrinkung auf
abzidhlbare!!) Gruppen & einen Beweis der Formel 4.5 (13) fiir die
Gruppe B! gefiihrt haben, wollen wir jetzt eine Formel fiir die Gruppe
2 herleiten.

12.1. Zunichst zwei gruppentheoretische Vorbemerkungen. Erstens:
Jede Gruppe ® ist homomorphes Bild freier Gruppen §; man erhilt
einen solchen Homomorphismus, wenn man die Elemente eines beliebigen
Erzeugendensystems von & — das endlich oder unendlich, z. B. mit
identisch sein kann — zugleich als freie Erzeugende einer freien Gruppe
& auffaBt; dann ist & = §F/R, wobei R ein Normalteiler von ¥ ist.
Eine solche Darstellung von ® in der Form /R liegt also insbesondere
immer dann vor, wenn & durch Erzeugende e, e,,... und Relationen
R,(e;, €5,...) =1 gegeben ist; R ist dann der von den Elementen
R,(e,, e,,. ..) der freien Gruppe § erzeugte Normalteiler. Wenn (& abzihl-
bar ist, so ist auch § abzihlbar.

Zweitens: Ist § irgend eine Gruppe, R eine Untergruppe von ,
so verstehen wir unter Gg(R) die Untergruppe von §, die von allen
Elementen xrz—1r-1 mit z e, r ¢ R, erzeugt wird. Ist R Normal-
teiler von §, soist €z(R) = R. Die Gruppe Cx(F) ist die Kommutator-
gruppe von §; wir nennen sie kurz €y. Es ist immer Cg(R)c Gy .
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12.2. Unsere Behauptung lautet:

Es ses. &= /R, wobei § eine abzihlbare freie Gruppe und R ein
Normalteiler von § ist; dann ist

62 = (€5 ~ R)/C(R) - (4)

Diese Formel ist unter Umstidnden, wenn & in besonders einfacher
Weise durch Erzeugende und Relationen gegeben ist, geeignet, die Struk-
tur von G2 auf algebraischem Wege wirklich zu bestimmen?8). Es ist
iibrigens anzunehmen, daf sie sich auch fiir nicht-abzihlbare Gruppen &
beweisen 1ag3t.

12.3. Fiir den Beweis von (4) betrachten wir einen Streckenkomplex
K, dessen Fundamentalgruppe § ist, und konstruieren den zu dem Nor-
malteiler R gehorigen reguliren Uberlagerungskomplex K von K& ; die
Fundamentalgruppe ¥ von K ist isomorph mit R, und zwar wird der
Isomorphismus folgendermafBlen vermittelt: wir deuten F und & in
bekannter Weise als Gruppen geschlossener Wege in K bzw. & ; dann
wird F durch die Uberlagerungsabbildung U isomorph auf R abgebildet.
Die zu K und K| gehorige Gruppe von Decktransformationen ist . 8)

Auf Grund der Isomorphie 9.3 (IV,) fiir den ganzzahligen Koeffi-
zientenring J ist unsere Behauptung (4) dquivalent mit der folgenden:

€3~ RN)/CR)=Z (X3~ 2Y)/Z; . (4"

12.4. Da F durch U isomorph auf R abgebildet wird, existiert der
Isomorphismus U-! von R auf F. Jeder geschlossene Weg w ¢ F be-
stimmt einen Zyklus z = P(w) € Z'; dabei ist P bekanntlich ein Homo-
morphismus von F auf Z!, dessen Kern?) die Kommutatorgruppe Cp
von F ist?®). @ = PU-! ist ein Homomorphismus von R auf Z!. Die
Behauptung (4) ist in den folgenden beiden Behauptungen iiber die
Abbildung @ enthalten:

a) Das Urbild von X3~ 2! ist €z~ R.
b) Das Urbild von Zj ist Cgx(R).

Beweis von (a): Fiir ein t ¢ R ist dann und nur dann Q(r) ¢ X; ~ 21,
wenn Q(r) e X} ist; dies ist nach 7.2 gleichbedeutend mit: UQ(x) = 0,
also mit UPU-(r) = 0; nun ist aber UPU-! = B der zu P analoge

18) Cf. 1. c.1%), Nr. 14; die dort (] genannte Gruppe ist unsere Gruppe ®2.
19) S.-T., §48.
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Homomorphismus der Wegegruppe & auf die Zyklengruppe 3! von & ;
der Kern von B ist also €y; daher ist UPU-*(r) = 0 gleichbedeutend
mit: reCy, also mit reCyn R.

Beweis von (b): Wir bemerken zunéchst: der Kern von @ ist die Kom-
mutatorgruppe €5 von R; denn fiir ein reR ist dann und nur dann
Q(t) = 0, wenn U-1(r) zu dem Kern von P, also zu Cp, wenn also t
zu U(Cy) = @y gehort. — Da Gy Cgx(R) ist, gehort somit der Kern
von @ zu Cg(R); infolgedessen ist die Behauptung (b) gleichbedeutend
mit (b’): QCHR)) = Z; .

Die Gruppe Gy(R) besteht aus allen Produkten aller Elemente
r,=wrwlr! mit wey, reR; die Gruppe Z; besteht aus allen linearen
Verbindungen (mit ganzzahligen Koeffizienten) aller Elemente Az — 2
mit 4e®, zeZ! (cf. 8.3). Fiir den Beweis von (b’) geniigt es daher zu
zeigen, daB jeder derartige Weg 1, auf einen Zyklus Az — 2z und daBl
auf jeden Zyklus Az — 2z ein derartiger Weg r, abgebildet wird.

Nun besteht zwischen den Wegen aus § und den Decktransformationen
aus ® folgender Zusammenhang: jedem Weg w ¢ ¥ ist eine Transforma-
tion A, e¢® so zugeordnet, daf fiir jeden Weg reR die Beziehung

Qwrw™) = A4,Q(r)

gilt, und umgekehrt ist jede Transformation 4 ¢ ® in dieser Weise als
A, gewissen Wegen w € §§ zugeordnet.
Hieraus folgt:

Q(ry) =Qwrwr ) = Qwrw™) — Q) = 4,z — 2,

wenn wir @(r) = z setzen; und umgekehrt 148t sich so jeder Zyklus
Az — z als Bild Q(r,) darstellen.

§ 4. Geometrische Anwendungen

13. Azyklische Komplexe

Darunter, daB ein N-dimensionaler Komplex ,,azyklisch* ist, wird im
folgenden immer verstanden: er ist in allen Dimensionen 0, 1,..., N
azyklisch. Dabei kann ein beliebiger Koeffizientenbereich J zugrunde-
liegen; ist J der Ring der rationalen Zahlen, so sagen wir ,rational
azyklisch‘‘; dies bedeutet: K ist zusammenhéingend, und alle Bettischen
Zahlen (auBer der nullten) sind 0. Wenn es iiberhaupt einen Koeffizienten-
bereich gibt, in bezug auf den K azyklisch ist, so ist K bekanntlich!¢) auch
rational azyklisch. Da wir fixpunktfreie Automorphismen betrachten
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wollen, und da nach einem bekannten Fixpunktsatz??) ein endlicher,
rational azyklischer Komplex keinen solchen Automorphismus besitzt,
interessieren uns hier nur unendliche Komplexe.

13.1. K set N-dimensional und azyklisch in bezug auf J. ® ser eine
fixpunktfreie Automorphismengruppe von K. Dann ist ®F =0 fir
n>N.

Denn die Bettischen Gruppen B} des von ® erzeugten, von K iiber-
lagerten Komplexes K erfiillen nach Satz II die Isomorphien B} = 7,
und zwar fiir allen; da & N-dimensional ist, ist B} = 0 fiir n > N.

13.2. In dem Korollar von 10.2 ist enthalten: Wenn ® die freie
Abelsche Gruppe vom Range r ist, so ist &} %0 (bei beliebigem J).
Hieraus und aus 13.1 folgt unmittelbar:

Eine freie Abelsche, fixpunktfreie Automorphismengruppe eines N-dimen-
stonalen, rational azyklischen Komplexes hat hiochstens den Rang N. 21)

13.3. In diesem Satz kann man die Voraussetzung der Fixpunkt-
freiheit durch andere Voraussetzungen ersetzen:

Die freie Abelsche Gruppe & ser Automorphismengruppe des N-dimen-
stonalen, rational azyklischen Komplexes K, und es sei wenigstens eine
der folgenden beiden Voraussetzungen erfillt: (a) ® besitzt einen endlichen
Fundamentalbereich ; (b) K ist eine Pseudomannigfaltigkeit. Dann hat ®
héchstens den Rang N . 22)

Dabei verstehen wir unter einem endlichen Fundamentalbereich von
® eine solche endliche Eckpunktmenge M von K, daf es zu jedem Eck-
punkt b von K wenigstens einen Punkt a ¢« M und wenigstens ein Ele-
ment 7T e ® mit 7a = b gibt.

Beweis: Wire der Rang von ® groBer als N, so gibe es nach 13.2
einen von der Identitidt E verschiedenen Automorphismus 4 ¢ ®, der
eine Zelle auf sich abbildet; dies ist aber, da ® auBer der Identitdt kein
Element endlicher Ordnung enthélt, unmdéglich auf Grund des folgenden
Hilfssatzes:

20) A.-H., 532—533.

1) Hurewicz, 1. c.2), p. 222, hat den analogen Satz fiir diskrete Transformationsgruppen
topologischer Raume unter der Voraussetzung bewiesen, dafl diese Raume nicht nur
rational azyklisch, sondern sogar asphérisch sind.

22) Man kann einen Baumkomplex konstruieren, der eine freie Abelsche Automorphis-
mengruppe vom Range 2 zulaft; daraus sieht man, daB3 man nicht beide Voraussetzungen
(a) und (b), und daB man in 13 .2 nicht die Voraussetzung der Fixpunktfreiheit weglassen

darf. Auch die Voraussetzung ,,azyklisch‘‘ ist, wie man leicht an Beispielen sieht, unent-
behrlich,
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® sei eine Abelsche Automorphismengruppe eines (zusammen-
hingenden) Komplexes K ; wenigstens eine der Voraussetzungen (a), (b)
sei erfiillt; das Element 4 ¢ ® bilde eine Zelle auf sich ab. Dann hat 4
endliche Ordnung.

Beweis des Hilfssatzes: Da A die Eckpunkte der Fixzelle permutiert,
hilt eine Potenz A" einen Eckpunkt p fest. Fiir jede natiirliche Zahl &
sei P, die Menge derjenigen Eckpunkte von K, welche mit p durch
Kantenziige verbindbar sind, die hochstens & Kanten enthalten. Die
Menge P, ist endlich; ihre Punkte werden durch 4" permutiert; daher
gibt es eine Potenz 4° von A", die jeden Punkt von P, festhilt; s hingt
im allgemeinen von k ab.

Wenn (a) erfiillt ist, so wihle man & so groB, daf3 P, den ganzen Funda-
mentalbereich M enthilt; zu jedem Eckpunkt & von K gibt es dann einen
aeP, undein Te® mit Ta = b; es folgt: A0 = A*Ta = TA%a =
Ta=0>5,; esist also 4*=F .

Wenn (b) erfiillt ist, so wihlen wir k so, da P, alle Eckpunkte einer
Grundzelle — d. h. einer N-:dimensionalen Zelle — 2 von K enthilt;
dann hilt 4° jeden Eckpunkt von x fest; jede (N — 1)-dimensionale
Seite von z liegt auf genau einer von x verschiedenen Grundzelle z’;
daher wird jede dieser Zellen «’ auf sich abgebildet, und zwar so, daf3
jeder Eckpunkt einer gewissen (N — 1)-dimensionalen Seite von z’
festbleibt; hieraus folgt, daB jeder Eckpunkt von z’ festbleibt. Da man
aber in K je zwei Grundzellen durch eine endliche Folge von Grundzellen
verbinden kann, in welcher jede Zelle mit der folgenden eine (N — 1)-
dimensionale Seite gemein hat, so lehrt die soeben fiir  und z’ angestellte
Betrachtung, daB A® iiberhaupt jeden Eckpunkt von K festhilt, daB
also 4* = F ist.

13.4. Es seien: J ein Ring mit Einselement; p eine solche Primzahl,
dafp px £ 1 far alle xed ist; K ein N-dimensionaler Komplex, der
azyklisch in bezug auf J ist; A ein Automorphismus von K, der die
Ordnung p hat (d. h. es sev AP = E). Dann gibt es eine Zelle, die durch A
auf sich abgebildet wird ; als topologische Abbildung des durch den Komplex
K bestimmien Polyeders K aufgefaft®®), besitzt daher A einen Fixpunkt.

Die Voraussetzung iiber J und p ist insbesondere erfiillt, wenn J der
Ring der ganzen Zahlen und p beliebig, oder wenn J der Restklassenring
modulo ¢ und p Teiler von q ist.

Beweis: Wire die aus allen Potenzen A" bestehende Gruppe ® fix-
punktfrei, so wire nach 13.1 ®; = 0 fiir n > N ;nunist aber 6 = U,

33) Wegen der Beziehung zwischen den Begriffen ,,Komplex* und ,,Polyeder* vgl.
man A.-H., 128.
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und infolge der Voraussetzung iiber J und p ist nach 10.5 &} # 0 fir
alle ungeraden n. Folglich gibt es eine Potenz A" % E und eine Zelle x
mit A’x = = . Da p Primzahl ist, ist 4 Potenz von A7; daher ist auch
Ax = =z .

Der hiermit bewiesene Satz ist der kombinatorische (simpliziale)
Spezialfall eines topologischen Satzes von Eilenberg?4).

14. Homologiesphiiren und ihre Verallgemeinerung (S-Komplexe)

Eine ,,Homologiesphire‘‘ (in bezug auf J) ist ein endlicher, N-dime sio-
naler Komplex, der dieselben Bettischen Gruppen besitzt wie die V-dimen -
sionale Sphire, d. h. der azyklisch in den Dimensionen 0,1,..., N — 1
und dessen N-te Bettische Gruppe BY =2 J ist. Neben den Homologie-
sphiiren werden wir noch Verallgemeinerungen derselben betrachten, die
wir ,,S-Komplexe‘‘ nennen wollen: das sind die endlichen, N-dimensio-
nalen Komplexe, die azyklisch in den Dimensionen 0, 1,..., N — 1 sind,
wihrend iiber die N-te Bettische Gruppe nichts vorausgesetzt wird. Ist
BY = 0, so ist der Komplex endlich und azyklisch und daher fiir uns
aus demselben Grunde uninteressant, der am Anfang von Nr. 13 genannt
worden ist.

Ist J der Ring der ganzen Zahlen oder der Restklassenring mod. q,
so sprechen wir von ,,ganzzahligen’‘ S-Komplexen bzw. S-Komplexen
,;mod. ¢. Ein endlicher, N-dimensionaler, zusammenhingender Kom-
plex K ist dann und nur dann ganzzahliger S-Komplex, wenn fiir
n=1..., N —1 seine n-ten Bettischen Zahlen und seine n-ten Tor-
sionsgruppen gleich 0 sind ; er ist dann und nur dann S-Komplex mod. ¢,
wenn fir = 1,..., N — 1 seine Bettischen Zahlen 0 und die Ord-
nungen seiner Torsionsgruppen teilerfremd zu ¢ sind*). Hieraus folgt:
Wenn K ganzzahliger S-Komplex ist, so ist er auch S-Komplex in bezug
auf jeden Koeffizientenbereich J; wenn K S-Komplex mod. ¢ ist, so ist
er auch S-Komplex mod. ¢’ fiir jeden Teiler ¢’ von gq.

14.1. K sei ein N-dimensionaler S-Komplex in bezug auf J , und & sei
eine fixpunktfreie Automorphismengruppe von K. Dann ist ®) homo-
morphes Bild einer Untergruppe von BY .

Beweis: Nach Satz III ist &Y homomorphes Bild von BY ; es geniigt
daher zu zeigen, daB BY mit einer Untergruppe von BY isomorph ist.

24) S. Eilenberg, On a theorem of P, A. Smith..., Duke Math. Journal 6 (1940),
428—437. Dort wird auch gezeigt, da8 die Voraussetzung iiber die algebraische Beziehung
zwischen p und J nicht entbehrlich ist. Wegen der Frage, ob der Satz auch dann gilt,
wenn p nicht Primzahl ist, vgl. man P. 4. Smith, Fixed-point theorems for perio-
dic transformations, Amer. Journ, Math. 63 (1941), 1—S8.
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Da die Komplexe K und & N-dimensional sind, stimmen die Bettischen
Gruppen BY, BY mit den Zyklengruppen Z%¥, 3¥ iiberein; es geniigt
daher, eine isomorphe Abbildung der Gruppe 3 in die Gruppe Z% anzu-
geben. Die in 11.1 betrachtete Abbildung ¢ hat diese Eigenschaft; denn
daB ¢(3%) < Z¥ ist, wurde in 11.1 gezeigt, und daB ¢ ein Homomor-
phismus ist, ist klar; es bleibt zu beweisen: aus ¢(x) = 0 folgt x = 0.
Beweis dieser Behauptung: x; mit ¢ = 1,2,... k£ seien die orientierten
N-dimensionalen Zellen von &; wie in 11.11ist ¢(x;) = 2, + %50 + - - -
-+ z,,, wobei g die Ordnung von & ist; dann sind die z;; mit ¢+ =1,...,k
und j = 1,..., g die simtlichen orientierten V-dimensionalen Zellen von
K ; ihre Anzahl ist kg. Fiir eine Kette x = X'¢,x; ist ¢(x) = 2't;(x, +
-++ 4 x,); da die z;; eine Basis in der Gruppe X* der Ketten von K
bilden, folgt daher aus ¢(x) = 0, dafl alle ¢, = 0 sind, d. h. dall x = 0
ist.

14.2. Wir werden den Begriff des ,,Ranges mod. ¢*‘ einer Abelschen
(additiv geschriebenen) Gruppe I benutzen; er ist folgendermafBen defi-
niert: Elemente z,,...,z, von I heilen ,linear unabhingig mod. ¢*,
wenn aus a,x; -} ---+a,r, =0, worin die a; ganze Zahlen sind, folgt,
daB alle @, = 0 mod. q sind; der Rang mod. q ist die Maximalzahl von
Elementen, die mod. ¢ linear unabhéngig sind; er heiBle r, (M) .

Man bestitigt leicht folgende Eigenschaften: Ist I’ Untergruppe oder
homomorphes Bild von MM, so ist 7,(M') < 7, (M). Sind ey, e,,...,e¢,
die Elementarteiler von 9t — ist also M direkte Summe A, +---4A,,
zyklischer Gruppen U,, der Ordnungen e;, wobei immer e; Teiler von
e;41 18t —, soist 7, (M) die Anzahl derjenigen e;, die durch g teilbar sind.

14.3. Die N-te Bettische Zahl py eines Komplexes K ist immer mit
Hilfe ganzer — oder, was auf dasselbe hinauskommt, rationaler — Koeffi-
zienten erkldrt, unabhingig von dem sonst benutzten Koeffizienten-
bereich. Wenn K N-dimensional ist, so gibt es py ganzzahlige Zyklen
Z1s Zg,. - -» 2y, die eine Basis der ganzzahligen Bettischen Gruppe BY
bilden. '

K sei ein N-dimensionaler S-Komplex mod. ¢ ; dann ist die Ordnung
der (N — 1)-ten Torsionsgruppe teilerfremd zu ¢ ; hieraus folgt, dal es
in bezug auf J = A, keine N-dimensionalen Zyklen ,,2. Art‘‘ gibt, son-
dern nur Zyklen ,,1. Art* 28); das bedeutet: die obengenannten ganz-
zahligen Zyklen z2,,...,2y bilden auch eine Basis der Gruppe BY ,
d. h. jeder N-dimensionale Zyklus mod. ¢ 148t sich auf genau eine Weise
als 2, + -+ + toy 2py mit ¢, ¢ W, darstellen; die Gruppe By ist also

) A..H., Kap.V, §3.
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die direkte Summe von p, zyklischen Gruppen der Ordnung ¢. Folglich
ist 7,(BF) = Py -

Hieraus, aus 14.1 und aus der in 14.2 genannten Regel r,(M') <7, (M)
ergibt sich folgender Satz:

K sei ein N-dimensionaler S-Komplex mod. ¢ und ® eine fixpunkt-
freie Automorphismengruppe von K. Dann ist

ro(64) < py - (1)

Da jeder ganzzahlige S-Komplex zugleich fiir jede Zahl ¢ S-Komplex
mod. ¢ ist, ergibt sich weiter: K sei ein N-dimensionaler ganzzahliger

S-Komplex und ® eine fixpunktfreie Automorphismengruppe von K ;
dann gilt (1) fiir jede Zahl q.

14.4. Wir machen eine spezielle Anwendung des Satzes aus 14.3:

K sei esin N-dimensionaler S-Komplex mod. q, dessen N-te Bettische
Zahl py <N 1ist; ® ser eine fixpunktfreie Automorphismengruppe von
K, die Abelsch ist und die Ordnung q hat. Dann ist ® zyklisch.

Beweis: Wir nehmen an, & sei nicht zyklisch. Dann enthilt & eine
Untergruppe §, die — bei additiver Schreibweise — direkte Summe
zweier zyklischer Gruppen der gleichen Ordnung m ist (dabei kann man
als m jedenfalls den kleinsten Elementarteiler von ® wéhlen). Mit &
ist auch § fixpunktfreie Automorphismengruppe von K ; ferner ist, da
m Teiler von q ist, K auch S-Komplex mod. m, wie am Anfang von Nr. 14
festgestellt wurde. Nach 14.3 ist daher in Analogie zu (1)

r(HY) < py - (1)

Andererseits ist nach 10.6 die Gruppe squ direkte Summe von N 41
zyklischen Gruppen der Ordnung g, also

r(9%) = N+1 . (2)

Aus (1’) und (2) ergibt sich ein Widerspruch zu der Voraussetzung
Py <N. —

Die in dem hiermit bewiesenen Satz iiber K gemachte Voraussetzung
ist insbesondere immer erfiillt, wenn K eine Homologiesphire mod. q st ;
denn dann ist py = 1; (wie in 14.3 gezeigt wurde, ist namlich fiir einen
N-dimensionalen S-Komplex mod. ¢ die Gruppe B;f{q direkte Summe von
py Gruppen, die mit U, isomorph sind).
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Beispiel: Der N-dimensionale projektive Raum P¥ mit ungeradem N
gestattet keine anderen fixpunkifreien Abelschen Automorphismengruppen
ungerader Ordnung als zyklische; denn er ist fiir jede ungerade Zahl ¢
eine Homologiesphire mod. q. (Die projektiven Rdume gerader Dimen-
sion sind rational azyklisch und gestatten daher iiberhaupt keine fix-
punktfreien Automorphismen). Dagegen gestattet bei ungeradem N der
Raum P¥ fixpunktfreie zyklische Automorphismengruppen beliebiger
Ordnung. Ferner gestattet z. B. der Raum P3 die nicht-zyklische Vierer-
gruppe — also das direkte Produkt zweier zyklischer Gruppen der
Ordnung 2 — als fixpunktfreie Automorphismengruppe (man deute die
Punkte von P3 als Quaternionen, die nur bis auf reelle Faktoren bestimmt
sind; die Multiplikation mit den vier Quaternionen-Einheiten bewirkt
die Automorphismen dieser Gruppe).

14.5. Da ein ganzzahliger S-Komplex zugleich S-Komplex mod. g fiir
jedes ¢ ist, folgt aus 14.4 unmittelbar:

Ein ganzzahliger N-dimensionaler S-Komplex K, dessen N-te Bettische
Zahl py < N 1st, gestattet keine anderen fixpunktfreien Abelschen Auto-
morphismengruppen als allenfalls zyklische.?8)

Die Voraussetzung iiber K ist insbesondere erfiillt, wenn K eine ganz-
zahlige Homologiesphire ist. Der Satz gilt also speziell fiir die N-dimen-
sionalen Sphiren K = S¥; diesen Spezialfall habe ich bereits friiher
bewiesen?).

15. Homologiesphirische Mannigfaltigkeiten

Wir betrachten N-dimensionale Mannigfaltigkeiten M , die ganzzahlige
Homologiesphéiren sind, und nennen sie ,,homologiesphérisch‘‘; sie sind
geschlossen und orientierbar; die wichtigsten unter ihnen sind die Sphéren
S¥ : fiir N = 3 sind es auBler der S2 die ,,Poincaréschen Réume*‘.

Ein Automorphismus 4 einer Mannigfaltigkeit M hat einen Abbil-

26) Die zyklische Gruppe der Ordnung g tritt fir jedes ungerade N als fixpunktfreie
Automorphismengruppe der S¥, also eines S-Komplexes mit py =1, auf, sowie fiir jedes
gerade N als fixpunktfreie Automorphismengruppe desjenigen N-dimensionalen S-Kom-
plexes mit py = g — 1, der entsteht, wenn man die Randsphéren von g Vollkugeln identi-
fiziert (g— 1 ist bei geradem N der kleinste mogliche Wert fiir py ; dies folgt daraus, daB
die Eulersche Charakteristik von K gleich 1+ (—1) ¥py ist und durch g teilbar sein muf}).
— DaB es iibrigens zu jeder endlichen Gruppe ® und jedem N einen N-dimensionalen
S-Komplex gibt, der ® als fixpunktfreie Automorphismengruppe zulaBt, ist in 11.2
gezeigt worden (fiir die dortigen Beispiele ist py= (g — 1)¥+1),

t7) H. Hopf, Nachtrag zu der Arbeit ,,Fundamentalgruppe und zweite
Bettische Gruppe‘, Comment, Math. Helvet. 15 (1943), 27—32, Nr. 5.
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dungsgrad, der + 1 ist. Wenn A4 fixpunktfrei und die Dimensionszahl N
gerade ist, so ist nach einem bekannten Fixpunktsatz?®) der Grad gleich
— 1; das Produkt zweier Abbildungen vom Grade — 1 hat den Grad
+ 1; daher gibt es bei geradem N keine anderen fixpunktfreien Auto-
morphismengruppen als allenfalls die Gruppe der Ordnung 2; diesen
uninteressanten Fall schlieen wir aus und nehmen also im folgenden
immer an, dafl N ungerade ist; dann hat nach demselben Fixpunktsatz
jeder fixpunktfreie Automorphismus den Grad + 1.

156.1. Wir beginnen mit der Besprechung einiger Eigenschaften der
»,verbindung® (,,join‘)?®) zweier Komplexe K,, K,: Man denke sich
K,, K, in einem hochdimensionalen euklidischen Raum in allgemeiner
Lage zueinander gegeben; jedes Punktepaar p,, p, der durch die Kom-
plexe K,, K, bestimmten Polyeder??) K,, K, spannt eine Strecke p, p,
auf; die Menge aller Punkte aller dieser Strecken heiBe V ; die Teilmengen
von V, die entstehen, wenn p, und p, je eine Zelle von K, bzw. K, durch-
laufen, sind selbst Zellen; sie bilden einen Zellenkomplex V = K,0K,;
dieser Komplex ist die Verbindung von K, und K,.

K,oK, = V hat die folgenden Eigenschaften?8) : Sind N,, N, die Di-
mensionszahlen von K, , K,, so hat V die Dimension N, + N,+ 1. Ist K,
azyklisch fiir » < N, und K, azyklisch fir n < N,, so ist V azyklisch
fir n<N,+ N,+ 1 (in bezug auf ganzzahlige Koeffizienten). Sind
K, , K, Mannigfaltigkeiten, so ist auch V eine Mannigfaltigkeit. Folglich:
Sind K,, K, homologiesphirische Mannigfaltigkeiten der Dimensionen
N,, N,, so ist V eine homologiesphérische Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion N, + N,+ 1.

Weiter: Zu jedem Paar von Automorphismen A4,, A, der Komplexe
K,, K, gehort ein bestimmter Automorphismus [4,, 4,] von V: man
bilde fiir jedes Punktepaar p, ¢ K,, p,« K, die Strecke p,p, propor-
tional auf die Strecke g,gq, ab, wobei ¢, = A4,p,, g =A4,p, ist. Es ist
[4,, 4,] [B,, B;] = [4,B,, 4, B,]. Sind A4,, 4, fixpunktfrei, so ist
auch [4,, 4,] fixpunktfrei. Folglich: wenn dieselbe abstrakte Gruppe ®
als fixpunktfreie Automorphismengruppe sowohl von K, als auch von
K, auftritt, so tritt sie auch als fixpunktfreie Automorphismengruppe von
V auf.

Indem wir zwischen Komplexen, die miteinander isomorph sind, nicht

28) S. Lefschetz, Topology (New York 1930), 110ff. — H. Freudenthal, Die Betti-
schen Gruppen der Verbindung zweier Polytope, Fund. Math. 29 (1937),
145—150. (Die Bemerkung in der Klammer auf der zweit- und drittletzten Zeile von
S. 146 dieser Arbeit iiber die (— 1)-te Bettische Gruppe ist irrefithrend; diese Gruppe ist
die Nullgruppe (d. h. von der Ordnung 1) — sonst wire die bewiesene Formel falsch).
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unterscheiden, ist nach dem Vorstehenden fiir jeden Komplex K der
Komplex K o K definiert: er ist gleich K, o K,, wobei K, und K, mit
K isomorph sind. Jede fixpunktfreie Automorphismengruppe ® von K
tritt somit auch als fixpunktfreie Automorphismengruppe von K o K auf,
sowie von KoK oK = K o (K o K) usw.; ist K N-dimensional, so
haben K o K, K o K o K,... die Dimensionszahlen 2N 4+ 1,3N+42,...

Wir werden nur das folgende Korollar aller dieser Tatsachen brauchen:

Wenn die Gruppe ® als fixpunktfreie Automorphismengruppe einer N-di-
mensionalen homologiesphdirischen Mannigfaltigkeit M auftritt, so tritt sie
auch als fixpunktfreie Automorphismengruppe homologiesphiirischer Man-
nigfaltigkeiten der Dimensionen 2N + 1,..., k(N + 1) — 1,... auf.

Fiir den wichtigsten Fall, ndmlich den Fall, in dem M eine Sphire ist,
vereinfachen sich die vorstehenden Betrachtungen insofern, als man
leicht bestitigt, daB die Verbindung zweier Sphiren der Dimensionen
N, und N, der Sphére der Dimension N, 4+ N, + 1 homéomorph ist.

16.2. ® set fixpunktfreie Automorphismengruppe einer homologre-
sphdirischen Mannigfaltigkeit K = M von der ungeraden Dimension N .
Dann erfiillen die Gruppen G folgende Bedingungen :

(a) G ¥+ = G fur alle n ;
(b) G¥-1—n = G fir 1 <n<<N—2;
(c) GF1=0; (d) G¥=,; () GY¥+1=0.

(g ist die Ordnung von ® und U, die zyklische Gruppe der Ordnung g.)

Beweis: Nach 15.1 ist ® fiir jedes positive k fixpunktfreie Auto-
morphismengruppe einer homologiesphérischen Mannigfaltigkeit M, der
Dimension k(N + 1) — 1; nach Satz II sind daher fiir jedes & die
Gruppen !, 62,..., *® D=2 mit den Bettischen Gruppen eines von
M, iiberlagerten Komplexes &, isomorph; da M, eine Mannigfaltigkeit
ist, ist auch &, eine Mannigfaltigkeit; da, wie am Anfang von Nr. 15
festgestellt wurde, alle Automorphismen aus ® den Grad 4 1 haben,
ist K, orientierbar; fiir die Bettischen Gruppen von &,, also auch fiir die
entsprechenden (", gilt daher der Poincarésche Dualititssatz, und zwar,
da die " nach Nr. 11 endlich sind, der Dualitétssatz fiir Torsionsgruppen;
d. h. es ist

G =~ G fir n +n' =kN +1)—2. (b’)

Dies gilt fiir jedes positive k; es ist also immer &*» =~ G", sobald
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n+ n'= —2 mod. (N + 1) ist. Ist nun n beliebig gegeben, so wihle
man ein n’, das diese Kongruenz erfiillt ; dann ist auch .

m+N+1)+2n"=—2 mod. (N + 1),

und daher auch G = G"+¥*1, Folglich gilt (a).

(b) entsteht aus (b’), indem man %k = 1 setzt.

(c) gilt, weil ¥~ die (N — 1)-te Torsionsgruppe der geschlossenen
orientierbaren N-dimensionalen Mannigfaltigkeit &, ist.

(e) folgt aus (c) und aus (b’) mit k= 2.

Die Giiltigkeit von (d) ergibt sich aus dem Satz ITI, da die geschlossene

orientierbare Mannigfaltigkeit K = M, eine g-blittrige Uberlagerung
der geschlossenen orientierbaren Mannigfaltigkeit &, ist.

156.3. Der hiermit bewiesene Satz zeigt: Man kennt alle Gruppen %7,

: : —1 :
falls man die Gruppen 6G” mit »n < I—Y—-z-—-— kennt; denn wenn man die

letzteren kennt, so kennt man nach (b) die ™ mit n <N — 2, nach
(e), (d), (e) also die ™ mit » << N + 1, und nach (a) alle G".

Fiir den Spezialfall N = 3 ergibt sich: " = 0 fiir alle geraden = ;
G"=6G fir n=4m+1; 6=, fir n=4m — 1.

Man kennt diejenigen endlichen Gruppen ®, welche als fixpunktfreie
Drehungsgruppen der Sphéire S® — also als Fundamentalgruppen der
3-dimensionalen sphirischen Raumformen — auftreten®); sie sind zu-
gleich fixpunktfreie Automorphismengruppen geeigneter Zellenzerle-
gungen der S2. Um fiir eine dieser Gruppen ® alle zugehorigen Gruppen
®" zu bestimmen, hat man nach dem obigen Resultat auler der Ordnung
g nur die Gruppe ®?, also die Abelsche gemachte Gruppe &, zu ermitteln;
dies ist von Threlfall und Seifert durchgefiihrt worden??).

Beispiele®?): Ist G die Quaternionengruppe, soist g=8, G*= A, + U, ;
ist @ die binire Tetraedergruppe, so ist g = 24, G = U ; ist G die
bindre Ikosaedergruppe, so ist g = 120, ' = 0.

15.4. Als Gegenstiick zu dem Ergebnis von 15.1 wird jetzt gezeigt
werden, daB eine nicht-zyklische Gruppe &, welche fixpunktfreie Auto-

%) W. Threlfall und H. Seifert, Topologische Untersuchung der Diskontinui-
tatsbereiche endlicher Bewegungsgruppen des dreidimensionalen sphé-
rischen Raumes, Math. Annalen 104 (1930), 1—70; ibidem 107 (1932), 543—586. —
Ferner: H. Hopf, Zum Clifford-Kleinschen Raumproblem, Math. Annalen 95
(1925), 313—339, § 2.

30) Threlfall-Setfert, 1. c.2%), 1. Teil, 60—66.
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morphismengruppe einer N-dimensionalen homologiesphérischen Mannig-
faltigkeit ist, fiir unendlich viele, durch N bestimmte Dimensionszahlen
nicht in der analogen Rolle auftreten kann. Genauer:

Die abstrakte Gruppe ® trete zugleich als fixpunktfreie Automorphismen-
gruppe zweier homologiesphdrischer Mannigfaltigkeiten der Dimensionen
N,=2r,— 1 und Ny= 2r, — 1 auf,; r, und r, seien teilerfremd. Dann
ist & zyklisch.

Beweis: Es gibt zwei solche positive Zahlen m,, m,, dall m;r; — myr,=1
ist; diese Relation ist gleichbedeutend mit

14 my(Ny+1)=N, 4+ (my — 1) (N, + 1).

Nennen wir die durch jede der beiden Seiten dieser Gleichung ausge-
driickte Zahl »n, so folgt aus dem Ausdruck auf der linken Seite und aus
(a), daB ®" = G! ist; aus dem Ausdruck auf der rechten Seite, aus (a)
und aus (d) folgt G = A, ; es ist also G* = A, . Hieraus folgt zunichst,
daB ®! dieselbe Ordnung g hat wie ; da G'= /€ ist, folgt daraus
weiter, daf3 € nur aus dem Einselement besteht, daB also G = & ist.
Es ist also auch A, = G .

15.56. Wir wollen in dem vorstehenden Satz die zusdtzlichen Annahmen
machen, daBl die Mannigfaltigkeiten Sphéren und die Automorphismen
Drehungen sind; dann entsteht ein Satz, der in die Darstellungstheorie
der endlichen Gruppen gehort.

Eine reelle Darstellung D einer endlichen Gruppe ® heifle , fixpunkt-
frei, wenn fiir jedes Element von &, auller fiir das Einselement, alle
Eigenwerte der darstellenden Matrix # -+ 1 sind.

Aus der Fixpunktfreiheit einer Darstellung folgt, dafl sie eine treue
Darstellung ist. — Abgesehen von dem Fall, da & die Gruppe der Ord-
nung 2 ist, treten in jeder reellen treuen Darstellung einer Gruppe &
Matrizen mit positiver Determinante auf (neben der Einheitsmatrix);
eine Matrix ungeraden Grades mit positiver Determinante hat immer
einen positiven Eigenwert, also, wenn die Matrix in einer Darstellung
einer endlichen Gruppe vorkommt und daher nur Eigenwerte vom Betrage
1 besitzt, den Eigenwert - 1; daher interessieren uns nur Darstellungen

geraden Grades.
Unser Satz lautet nun:

Die endliche, nicht-zyklische Gruppe ® besitze eine reelle fixpunktfreie
Darstellung vom Grade 2r;,. Dann besitzt sie fiir keine Zahl ry, die zu 7,
teslerfremd ist, eine reelle fixpunktfreie Darstellung vom Grade 2r,. (Dafl G
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dagegen fiir jedes r,, das durch r, teilbar ist, reelle fixpunktfreie (redu-
zible) Darstellungen besitzt, ist trivial.)

Um diesen Satz auf den Satz 15.4 zuriickzufithren, hat man nur folgen-
des zu bedenken: 1. Jede reelle Darstellung ist einer orthogonalen Dar-
stellung dhnlich, kann also als Drehungsgruppe einer Sphire gedeutet
werden. — 2. Jede endliche Drehungsgruppe der Sphire S™ 1ift, wie
man leicht sieht, eine geeignet konstruierte Zellenzerlegung K von Sn
invariant, und kann daher als Automorphismengruppe von K aufgefaft
werden. — 3. Die oben definierte Fixpunktfreiheit der Darstellung D
ist gleichbedeutend mit der, in unserem fritheren Sinne verstandenen
Fixpunktfreiheit der soeben genannten Automorphismengruppe.

Einen Beweis des Satzes mit den iiblichen Methoden der Darstellungs-
theorie kenne ich nicht. *)

Beispiel: Die (in 15.3 erwéhnten) Gruppen, die als fixpunktfreie Dre-
hungsgruppen der S® auftreten, gestatten, sofern sie nicht zyklisch sind,
keine fixpunktfreien reellen Darstellungen der Grade 4m -+ 2 (wohl
aber fixpunktfreie reelle Darstellungen aller Grade 4m).

§ 5. Beziehungen zur Homotopietheorie

16.1. Ein Raum R heifit ,,asphérisch” in der Dimension n, wenn jede
stetige Abbildung der Sphire S in den Raum R homotop 0 ist, d. h.
stetig in eine Abbildung auf einen einzigen Punkt von R iibergefiihrt
werden kann. Wir werden einen Komplex | oder K asphérisch nennen,
wenn das zugehorige Polyeder23) & oder K in diesem Sinne asphirisch ist.

Ein Satz von Hurewicz®') — richtiger: ein fast trivialer Spezialfall
dieses Satzes — besagt: Wenn % > 1 und wenn K asphérisch in der
Dimension 7 ist, so ist auch jeder Uberlagerungskomplex K von & asphi-
risch in dieser Dimension. Ein zweiter Satz von Hurewicz lautet32):
Wenn der Komplex K asphérisch in den Dimensionen 1,2,..., N — 1
ist, so ist er in diesen Dimensionen auch azyklisch (in bezug auf ganz-
zahlige, also in bezug auf beliebige Koeffizienten).

Da nun der universelle Uberlagerungskomplex K eines Komplexes &
immer einfach zusammenhingend, d. h. asphérisch in der Dimension 1
ist, so folgt aus den beiden Sitzen: Wenn K asphérisch in den Dimen-
sionen 2,..., N — 1 ist, so ist der universelle Uberlagerungskomplex K
azyklisch in den Dimensionenl, 2,...,N — 1.

31) W, Hurewicz, Beitrage zur Topologie der Deformationen (I.), Proc.
Akad. Amsterdam 38 (1935), 112—119, Satz IV.

32) Titel wie 1. ¢.31), (IL.), ibidem 521—528, Satz II.

*) Nachtraglicher Zusatz: Herr G. Vincenf, Lausanne, hat mir inzwischen einen
solchen Beweis mitgeteilt.
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16.2. Hiermit ist festgestellt, daBl die Komplexe &, die asphéirisch in
den Dimensionen 2,..., N — 1 sind, zu denjenigen Komplexen gehoren,
welche die Voraussetzungen des in 9.1 behandelten Spezialfalles unseres
Satzes II erfiillen. Mithin gilt folgender Satz, der gegeniiber den Sitzen
des § 2 den Vorteil hat, daB in ihm nur von K selbst, aber von keinem
Uberlagerungskomplex die Rede ist:

Der Komplex & habe die Fundamentalgruppe & und sei asphdrisch in
den Divmensionen n mit 1 <n << N. Dann sind fir 1 <n< N seine
Bettischen Gruppen B} isomorph mit den Gruppen &7 .

16.3. Korollar : Ist R asphérisch fiir alle » mit 1 <n< N, so sind
die Bettischen Gruppen dieser Dimensionszahlen (sowie natiiflich die
erste) durch die Fundamentalgruppe bestimmt.

Das ist im wesentlichen — bei Beschrinkung auf Komplexe, die aber
auch unendlich sein diirfen — der am Anfang der Arbeit zitierte Satz,
den Hurewicz entdeckt und durch ein einfaches Abbildungsverfahren
bewiesen hat.

16.4. Wir wollen jetzt auch den Satz III in dhnlicher Weise mit den
Begriffen der Homotopietheorie in Verbindung bringen.

Eine stetige Abbildung der Sphire 8 in das Polyeder | bestimmt
einen stetigen Zyklus3?) in K, und dieser gehort einer gewissen (ganz-
zahligen) Homologieklasse an ; diejenigen Homologieklassen, welche solche
stetigen Sphérenbilder enthalten, bilden, wie man leicht sieht3?), eine
Untergruppe der Bettischen Gruppe B"; diese Untergruppe heile GS.

K sei ein Uberlagerungskomplex von K. Die zu G" analoge Unter-
gruppe der Bettischen Gruppe B® von K heife Y". Durch die Uber-
lagerungsabbildung U wird 3" offenbar in G» abgebildet. Wenn n > 2
ist, wird aber 3" sogar auf die ganze Gruppe GS" abgebildet; denn ist f
eine stetige Abbildung der Sphire S» in &, so folgt aus dem Umstand,
dal 8" einfach zusammenhidngend ist, mit Hilfe einer Monodromie-
Betrachtung leicht: es gibt eine solche stetige Abbildung g von S” in
K, daB Ug = f ist. Folglich ist U (X™") = S*(fiir n > 2) 35).

16.5. K habe die Fundamentalgruppe ® und sei asphirisch in den Dimen-
sionen n mit 1 <n < N ; dann ist BY /S = G¥.

33) A.-H., 332ff.

) Cf. L. c.27), Nr. 1.

35) Fiir n = 1 gilt dies nicht; denn es ist 2! = B!, &' = B!, also S U(Z') durch
die Formel (III,) in 9.3 gegeben.
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Beweis: Nach 16.1 ist der universelle Uberlagerungskomplex K von &
azyklisch in den Dimensionen 1,2,..., N — 1; folglich ist 9.1 (III)
anwendbar; wir haben daher nur zu zeigen, daB S¥ = U (BY), und
nach 16.4 nur, daB BY = }¥ ist. Dies aber ist richtig auf Grund des
folgenden Satzes von Hurewicz3®): Wenn K asphérisch in den Dimen-
sionen 1,2,..., N — 1 ist, so ist jeder N-dimensionale (ganzzahlige)
Zyklus von K einem Sphérenbild (im Sinne von 16.4) homolog.

16.6. Korollar : Ist & asphérisch, fiir alle n mit 1 <n < N, so ist die
Gruppe BY/S" durch die Fundamentalgruppe & bestimmt.

Dafl man dieses Korollar sehr einfach mit derselben Methode von
Hurewicz beweisen kann wie das Korollar 16.3, habe ich frither gezeigt??).

DafB die Gruppen, die ich dabei " genannt habe, mit unseren ®” iiber-
einstimmen, haben wir soeben bewiesen.

16.7. Setzt man N = 2, so wird die Voraussetzung des Satzes 16.5
nichtssagend ; fiir jeden (zusammenhingenden) Komplex & ist also
B2/S2 = G2, und daher auf Grund von 12.2

B2/G? X (€5~ R)/C5(R) ,

wenn die Fundamentalgruppe ® als homomorphes Bild §/R einer freien
Gruppe & dargestellt ist.
Diese Isomorphie habe ich friither mit einer anderen Methode bewiesen

und ihre geometrische Bedeutung ausfiihrlich untersucht®); (die Gruppe
®? hieB damals ®,").

16.8. Ahnlich wie die Sitze 9.1 (II) und 9.1 (III) hat auch der Satz
9.1 (IV) Beziehungen zur Homotopietheorie — allerdings etwas weniger
einfache: es spielen dabei die Automorphismen eine Rolle, die durch die

Fundamentalgruppe in den Homotopiegruppen induziert werden?8). Dies
will ich in einer weiteren Arbeit behandeln.

(Eingegangen den 11. April 1944.)

3¢) 1. c.32), p. 526 unten, Behauptung 2).
37) 1. c.2?), Nr. 4.

38) S, Eilenberg, On the relation between the fundamental group of a
space and the higher homotopy groups, Fund. Math. 32 (1939), 167—175.
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