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Uber Punktverteilungen auf der Kugelfliche

Von H. RUTISHAUSER, Bern

Mit V, sei eine Verteilung von n Punkten auf der Oberfliche der
Einheitskugel bezeichnet, mit A(V,) die kleinste sphirische Distanz,

welche durch die (g’) Punktepaare von V, geliefert wird. Es ist an-

schaulich klar, dal A4(V,) fiir ein fest vorgegebenes = (n = 2) nicht
zu groB sein kann, und es wird von Interesse sein, den genauen Wert von

4, = fin sup 4(V,) (1)

zu kennen?'). 4, bedeutet also den groBten Wert, den die kleinste Distanz
bei einer Verteilung von n Punkten auf der Einheitskugel annehmen
kann. Dall wirklich Punktverteilungen existieren, die diesen extremalen
Wert der kleinsten Distanz liefern, kann leicht aus der Kompaktheit
und Abgeschlossenheit der Kugelfliche gefolgert werden; solche Ver-
teilungen sollen als ,,extremale Punktverteilungen‘ bezeichnet werden.
Bei der Ermittlung des exakten Wertes von 4, scheint man jedoch, ab-
gesehen von einigen Ausnahmewerten fiir n, auf erhebliche Schwierig-
keiten zu stoflen; man hat sich daher vorldufig mit Abschitzungsformeln
zu begniigen. So hat L. Fejes?) kiirzlich eine Abschédtzungsformel

cos Ang-ﬂctgz( — z)—lz (n = 3) 2)

gefunden, die bemerkenswerterweise fiir » = 3,4, 6 und 12 scharf
ist. Diese Formel liefert also fiir die angegebenen n die exakten Werte
von 4,,.

Es ist zu erwarten, dafl diejenigen n, welche regelméflige Punkt-
verteilungen V,, insbesondere Eckpunktsverteilungen regulirer Polyeder
gestatten, innerhalb unseres Fragenkreises eine ausgezeichnete Rolle
spielen werden. Fiir # = 2 und n = 3 sind die extremalen Verteilungen
durch ein antipodisches Punktepaar und durch die Eckpunkte eines

1) Unter fin sup 4(V,) verstehen wir die obere Grenze aller Werte 4(V,,).

%) L.Fejes, Uber eine Abschiétzung des kiirzesten Abstandes zweier
Punkte eines auf einer Kugelfliche liegenden Punktsystems. Jahresbericht
der D. M. V. 58 (1943), 66—68. Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn die n Punkte
die Ecken eines reguléren Dreieckspolyeders bilden.

327



einem GroBkreis einbeschriebenen reguldren Dreiecks gegeben. In diesen
trivialen Fillen findet man fiir die entsprechenden 4,

cos 4, = — 1

3
cos Ay = — 4. 3)

Fir n =4, 6, 8, 12 und 20 liegt ein Vergleich mit den Eckpunkts-
verteilungen der 5 reguldren Polyeder sehr nahe. Nach den Unter-
suchungen von L. Fejes?®) ergibt dieser Vergleick,

cos 4, = — —;— = —0,3333... (Tetraeder)

cos 4y = 0 = 0,0000... (Oktaeder)

cos 4y < ——:1);- = 0,3333... (Hexaeder) | (4)
cos 4,, = 71—5— = 0.4472... (Ikosaeder)

cos Ay < —153—5- =  0,7454... (Dodekaeder). 1

Diese Darstellung zeigt uns, daBl das Tetraeder, das Oktaeder und das
Ikosaeder Punktverteilungen liefern, die in unserm Sinne extremal
sind ; fiir das Hexaeder und das Dodekaeder trifft dies dagegen nicht zu.
Fir n = 8 und n = 20 ergeben sich aus der Abschitzung (2) und unter
Verwendung der Werte (4) folgende Schranken fiir 4,:

0,2101... <cosd; < 0,3333...

b
0,65568... <cos dy < 0,7454... . (%)

Es erhebt sich nun die Frage nach solchen Punktverteilungen (Poly-
edern), die in bezug auf die von uns aufgestellte Extremalforderung das
Hexaeder und das Dodekaeder zu ersetzen oder wenigstens zu ver-
bessern vermogen. Es sollen im folgenden zwei Polyeder beschrieben
werden, die in unserer Fragestellung eine Verbesserung des Hexaeders
und des Dodekaeders darstellen, d.h. die bei diesen zwei neuen Ver-
teilungen auftretenden kleinsten Distanzen sind groBer als die durch
die entsprechenden regulidren Polyeder realisierten Distanzen?).

3) L. Fejes, Die reguldren Polyeder als Ldsungen von Extremalaufgaben.
Matematikai és Természettudoményi Ertesitéo LXI (1942), 471—477.

4) Diese Untersuchungen wurden im Winter 1942/43 bei Herrn Prof. H. Hadwiger im
Math. Seminar der Universitit Bern durchgefiihrt.

328



Das Polyeder 4, eine V,, entsteht aus dem Wiirfel, indem zuerst die
Deckfliche um% um die z-Achse gedreht wird; hierauf werden 4 neue

Kanten gezogen, so daf lings des Aquators eine Zone aus 8 gleichschenk-
ligen Dreiecken entsteht, schlieBlich werden Grund- und Deckfliche so
weit gegen den Aquator zusammengeschoben, bis die Dreiecke gleich-

seitig sind. Das Polyeder besitzt also 8 Ecken, 10 Flichen und 16 Kanten
(vgl. Figur A).

Figur A

Der Korper B, eine V,,, ist ein Dreieckspolyeder mit der Aquator-
ebene als Symmetrie-Ebene. Jede der beiden symmetrischen Hilften
setzt sich zusammen aus 6 gleichschenkligen Dreiecken mit der Basis
im Aquator und einer Zone von 6 gleichseitigen Dreiecken mit der Spitze
im Aquator; abgeschlossen wird der Korper an den beiden Polen durch
Kappen von je 6 gleichschenkligen Dreiecken. Dieses Polyeder enthilt
also 20 Ecken, 36 Flichen und 54 Kanten (vgl. Figur B).

Zur Festlegung dieser beiden, der Einheitskugel einbeschriebenen,
Polyeder 4 und B geben wir die Koordinaten x, y, z ihrer Eckpunkte,
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bezogen auf ein rechtwinkliges System. In der unten folgenden Tabelle
sind alle sich aus den doppelsinnigen Vorzeichen ergebenden Moglich-
keiten zu beriicksichtigen.

Polyeder A
] 1
x_ g - “= /1+V§
+V2u| O a
0 il@u a uzw V2
+u |+u —a 14 V8
Polyeder B 5 — V33 — 5
x Y 2 2
0 0 |+1 . Y11 —V3
+V3v| +ov | +b 4
0 + 2v | + b w =}
+1 0 0
+w |+V3w| 0
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Fiir die kleinsten Punktdistanzen ergibt eine elementar durchfiihrbare
Musterung

cos A4(4) = E—l-/-2—7—:—1
33 — (6)
cos 4(B) =—V§%———§— ;

Auf Grund der beiden Resultate (6) konnen die in der Tabelle (5) ange-
fithrten Ungleichungen wesentlich verschirft werden, indem nun

2vV2 —

cos. 4y < ———27—1 = 0,2612...
V33 —

co8s A20 é ’—i—i—_% == 0,6861. .

gilt. Ob hierbei das Gleichheitszeichen in Betracht fallt, d. h. ob diese
beiden Polyeder extremal sind oder nicht, konnte bisher noch nicht ent-
schieden werden. Wiirde dies zutreffen, so konnte der Nachweis etwa
durch eine Abschitzungsformel, die fir » = 8 und n = 20 ebenfalls
scharf ist (nicht der Fall bei der Fejesschen Formel (2)) geliefert werden.

(Eingegangen den 24. Mai 1945.)
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