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Uber flâchenlâufige Bewegungsvorgânge

Von Wilhelm Blaschke, Hamburg

1. E. Studys Vbertragungsprinzip.
Es sei {o; el5 e2, c3} ein Cartesisches Achsenkreuz, o sein Ursprung,

tj die paarweis rechtwinkligen Einheitsvektoren auf den Achsen. Wir
betrachten zwei Vektoren

~>
X ox txxx + t2x2 + tzx3

t) or) txyx + e2t/2 + tzyz

gleichzeitig als Vertreter ihrer Endpunkte. Dièse sollen die Entfernung
Eins haben:

(X) - x) (î) - x) (y, - xj* + (y2 - x2? + {y, - *3)2 1. (2)

Wir fuhren den ,,Richtungsvektor"

q V~x (3)

ein und den ,,Momentenvelctor" um den Ursprung, nàmlich

g X x X) ex(a:2y3 - a:3y2) + 62(^3^ — ^t/3) + 63(^1/2 - a^x) (4)

Darin bedeutet X das ,,VeJctorproduJct".

Zwischen g, g bestehen die Beziehungen fur ihre Skalarprodukte

Umgekehrt gehôrt zu jedem Vektorpaar, das dièse Bedingungen erfullt,
eine gerichtete Gerade (,,Achse") © unseres Euklidischen i?3.

Die Bedingung dafur, daB x auf © liegt, lautet

9 3- X g (6)

Aus reellen Zahlen a, a bauen wir ,,dualeu auf mittels der dualen
Einheit e:

A a + m (7)
die der Rechenregel geniigt

«• 1 (8)
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Sonst sollen die gewôhnlichen Rechenregeln ihre Giiltigkeit behalten,
nur kann ein Produkt Null sein, ohne dafi ein Faktor verschwindet. Es

gibt nâmlich die ,,Nullteiler" sa. Entsprechendbilden wiraus demreellen
Vektorpaar g, g den dualen Vektor

© g + eg (9)

Dann lassen sich die Bedingungen (5) in die einzige zusammenfassen

©© 1. (10)

Damit sind die dualen Einheitsvektoren oder die ,,Punkte auf der
dualen Einheitskugel" eineindeutig den (reellen, eigentlichen) Achsen
des Euklidischen B9 zugeordnet.

Das Skalarprodukt zweier solcher Vektoren ©, © ' gibt ausfuhrlich

©©' gg' + e(gy + gg"')- (11)

Darin ist der Dualteil
1 xx
1

gg' + gg'
x

î

2/i

xi
2//

2/î

x,'
y,'

2/3

*.'
2/3'

(12)

gleich dem sechsfachen Vierflachinhalt uber den 4 Ecken X,X); X!, t)r.
Nennt man tp den Winkel und <p den kiirzesten Abstand der Geraden
©, ©;, so wird bei geeigneter Vorzeichenwahl demnach

mit (13)
0 (p -\- £(p 9 cos 0 cos cp — eq) sin <p

Darin wird eine analytische Funktion einer dualen Verânderlichen durch
ihre Potenzreihe erklàrt. Insbesondere bedeutet das Verschwinden des

Skalarprodukts
©©'=0 (14)

rechtwinkliges Schneiden der Geraden ©, © '.

Wir setzen jetzt
© t1G1 + t2G2 + tzG3 (15)

und betrachten die Geradenzuordnung ©->©*, die einer eigentlichen
orthogonalen Substitution

G*=ZCikGk (16)
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mit dualen CJk entspricht. Sie stellen eine stetige Gruppe 6?6 mit 3 dualen,
also 6 reellen wesentlichen Parametern dar, bei der das Skalarprodukt
(13) erhalten bleibt. Die entspreehenden Geradenabbildtingen des Rz sind

wegen (13), (14) die Bewegungen des J?3. Das ist der Grundgedanke von
E. Studys ,,Ûbertragungsprinzip" aus seiner „Géométrie der Dynamen",
Leipzig 1903.

2. Flâchenlâufige Bewegungsvorgânge. Betrachten wir nun ein Tripel
paarweis rechtwinkliger Achsen 91^ ; j 1, 2, 3, die sich in einem Punkt p
schneiden. Dièses ,,bewegte" Achsenkreuz soll von zwei reellen
Parametern u, v abhângen. Dann ist uns durch dièse Achsen

ein zweigliedriger oder ,,flàchenlâufiger" Bewegungsvorgang eines starren
Kôrpers Si (u, v) gegeben, denwir uns an den 51, befestigt denken. Dann
kônnen wir die vollstàndigen Difîerentiale d%9 unserer Vektoren aus den
%j selbst zusammensetzen und finden so

d% %Q3 ~ %Q2, <M2 %Q± - %D3, d% %XQ2 - %tQx. (1)

Darin bedeuten die Qo

(2)

duale Pfaffsche Pormen in u, v.
Ausfûhrlich sehen die Gleiehungen (1) so aus

aza)2, dâx a2coz — asco2 + a2wz — âzco2,

da2 azco2 — ctiCOg, da2 a^coj^ — axwz + ^âzco1 — ^x(oz, (3)

daz a1(o2 — cl2co1, daz a1co2 — a2^i + û!co2

Fur den Schnittpunkt p der 31^ gilt nach (1,6)

û, V X û, (4)

Setzen wir fur den Augenblick

dp a^i + a2a2 + azaz, (5)

so folgt aus (4) durch Ableitung as œ}.
Somit tritt an Stelle von (5)

dp c^ah + Ct2co2 + (X3CO3 (6)
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3. Normalgeraden. Betrachten wir jetzt eine mit dem Achsenkreuz
der Sttj starr verbundene Gerade © mit festen (?i :

© 9t1fl(1 + ÎI2(?2 + %G3 (7)

Durch Ableitung folgt mittels (2, 1)

Fur das vom dualen Punkt © auf der Einheitskugel beschriebene duale
Flâchenelement folgt

+ GIQM + £3[fii<92] (9)

Daraus fur seinen Realteil

und den Dualteil

+ '" • (11)

Darin bedeuten die Punkte Reih-um-Vertauschung der Marken 1,2,3.
Setzen wir den Dualteil gleich Null, so erhalten wir die lineare Gleichung
in den Linienzeigern gjy gi

£$,9} + W) 0 (12)

mit

C2 [CO3COJ, C2 [(W3COJ

C3 [co1co2], C3

Unter den eckigen Klammern in (9) — (13) verstehen wir dabei alter-
nierende Produkte der Pfaffschen Formen:

[adu + bdv, a'du + b'dv] (abf — bar) [du, dv] (14)

Es ist nun leicht einzusehen, daB die Bedingung (12) folgende einfache

geometrische Bedeutung hat: © beschreibt im allgemeinen eine zwei-
gliedrige Schar von Geraden und die Realitât des zugehôrigen dualen
Flâchenelements besagt, daB die sogenannten ,,Brennebenen" dureh die
Gerade © in ihrer Schar (Tangentenebenen an die Brennflâchen) zu-
einander rechtwinklig sind. Anders ausgedriickt : Es gibt eine ,,Normalen-
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sehar" (Geraden, die eine Flàche reehtwinklig schneiden), die unsere
Schar in (g in erster Ordnung beriihrt. Wir sprechen dann von einer
,,Normalgeraden" in ihrer Schar. Besteht eine Schar nur aus Normal-
geraden, so ist sie eine Normalenschar. Die lineare Gleichung (12) stellt
im allgemeinen einen ,,linearen Komplex" oder ein ,,Gewinde" von
Geraden dar, das A.Ribaucour (Paris C. R. 1876, S. 1347) in die Kine-
matik eingefiihrt hat. Damit ist gezeigt: Fur eine regulare1) Stelle u, v
eines zweigliedrigen Bewegungsvorganges R(u, v) bilden die mit R starr
verbundenen Geraden ©, die Normalgeraden ihrer Scharen beschreiben, das

Gevnnde (13).
Fur eine regulare Stelle1) von & (u, v) kônnen aile c^, ci nur dann ver-

schwinden, wenn co1= cd2= coz 0 ist, so daB die unendlich kleinen
Bewegungen R(u, v)~>R(u + du, v + dv) aile Schiebungen sind. Ein
âhnliches Ergebnis gilt auch, wenn man anstelle der ,,Normalgeraden"
die ,,isotropen Geraden*' treten làBt, bei denen die Lote zu den Nach-
bargeraden der Schar ein Bûschel bilden.2)

Wegen der hier benutzten Hilfsmittel aus der Liniengeometrie ver-
gleiche man auch das letzte Kapitel des ersten Bandes meiner ,,Vor-
lesungen iiber Differentialgeometrieu.

x) d. h. es soll zwischen den Slj zwei linear unabhàngige geben.
2) Vgl. W. BUschke, Archiv fur Math. u. Phys. (3) 17 (1911), S. 194—195.

(Eingegangen den 30. Oktober 1944.)
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