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Lineare Funktionale
in kompakten metrischen Râumen

Von Walter Nef, Fribourg

In meiner Arbeit uber ,,Die unwesentlichen Singularitâten
der regulàren Funktionen einer Quaternionenvariabeln"1)
habe ich gezeigt (1. Teil), wie man in kompakten metrischen Ràumen auf
topologisch invariante Weise Stieltjessche Intégrale definieren kann. Ich
habe dann, ohne einen Beweis anzugeben, einen auf solche Intégrale sich
beziehenden Satz verwendet, der eine Verallgemeinerung eines Satzes

von F. Riesz ist. Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, diesen Satz zu
beweisen. Der Rieszsche Satz heiBt2):

Es seien fk(x) (4=1,2,3,...) abzàhlbar viele filr a ^.x ^.b stetige
reelh Funktionen. Die Grôjïen ck seien réelle Konstanten. Das Gleichungs-
system

"
[*(*>]/*(*) <* (4 1,2,3,...)

hat dann und nur dann eine Lôsung oc (x), die in a ^ x ^.b von beschrânk-

ter Schwankung ist, wenn eine positive Konstante F existiert, so da/S fur
jede natilrliche Zahl n und n beliebige réelle Konstanten $x,..., din gïlt :

$ J^ • max

Es gibt dann eine Lôsung oc (x), deren totale Variation auf < a, 6 ^ F ist.

Davon werden wir die folgende Verallgemeinerung beweisen, die wir
dann schlieBlich noch auf Quaternionenfunktionen iibertragen werden:

Satz 1. Es sei SOI ein kompakter metrischer Raum. fk (P) (k 1, 2, 3,...)
seien abzàhlbar viele auf 3DÎ stetige reelh Funktionen. ck seien réelle
Konstante. Das Gleichungssystem

/ v/fc V'v I) *j «))• • «j

1) C. M. H., vol. 16, fasc. IV, pag. 284—304. Ich habe hier eine Berichtigung anzu-
bringen. Ich habe in dieser Arbeit von der zu integrierenden Funktion verlangt, daÛ sie

gleichmâBig stetig sei. Es genûgt die Voraussetzung der Stetigkeit.
2) F, Biesz, Sur certains systèmes d'équations fonctionnelles et

l'approximation des fonctions continuées. Comptes rendus des séances de l'académie des

sciences, t. 150 (1910), p. 674.
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hat dann und nur dann eine Lôsung ©(//), die auf SOI von beschrdnkter

Schwankung ist, wenn eine positive Konstante F existiert, so dafî filr jede
natûrliche Zahl n und n beliebige reeïk Konstanten &1,..., #n gilt :

F - max

Es gibt dann eine Lôsung © {ju), deren totale Variation auf 501 ^F ist.

Beweis: Das Kompaktum 501 ist stetiges Bild einer abgeschlossenen
nirgendsdichten Punktmenge D des Intervalls E : 0 ^ x ^ 1, wobei
x 0 und x 1 zu D gehôren3). Ist x ein Punkt von D und P sein

Bildpunkt in SER, so setzen wir P a(x). Fur aile xaD setzen wir:

/y)* /,™\ / (rt( ^\ \ (h 19^ \U'l l JU\ I Je \ \ I V ~~~ >>>•••/ *

Damit haben wir auf D eine Menge von stetigen Funktionen definiert,
deren Definitionsbereich wir auf das Intervall 0 < x < 1 ausdehnen,
indem wir setzen:

<p* (x) wenn xczD

b(x) x _*/«/_\\ i x a(x)

wenn x c E — D.

Dabei sind die Funktionen a(x) und b(x) wie folgt erklàrt: Die Komple-
mentàrmenge E — D der Menge D auf dem Intervall E ist auf der
Zahlengeraden offen, ist also die Vereinigungsmenge von abzâhlbar vielen
punktfremden offenen Intervallen. Ist nun xczE — D, so ist a (x) der
Anfangs-, b(x) der Endpunkt desjenigen von diesen Intervallen, auf dem

x liegt. Es ist dann nach den Voraussetzungen des Satzes :

F- max
auf E

n

fur beliebiges n und beliebige Konstanten êx,..., &n. Also existiert
nach dem Rieszschen Satz eine auf E definierte Funktion <x(x) von be-

schrânkter Schwankung, deren totale Variation ^ F ist und von der
Art, da8 x

fd[<x(x)]<pk(x) ck (4-1,2,3,...) (2)

ist.

8) Vgl. P. AlexandroffjH. Hopf, Topologie, I. Band, Berlin 1935, Kap. II, § 6,
Satz VI (S. 119).
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Nun seien die abzâhlbar vielen punktfremden ofïenen Intervalle,
deren Vereinigungsmenge die Menge E— D ist, mit Oi,oa,o3,... be-
zeichnet und es sei ax bzw. bx der Anfangs- bzw. Endpunkt von ox

Aus (2) folgt:
*\

ck

(3)

(fc=l,2,3,...).

[ fd[*(z)]9k{z) -S d[«(x)] <pAx)\ + S «*[«(*)] ?*(*)

Die in der eckigen Klammer stehende Differenz ist gleich 0. Denn da D
auf E nirgendsdicht ist, ist die Vereinigungsmenge der abgeschlossenen
Intervalle < ax, bx > (A 1,2,3,...) mit E < 0, 1 > identisch. Es
ist aber:

f d[oc (x) ] ç>fc (x) ocx <pk (ax) + fa <pk (bx)

•x (4)
(A= 1,2,3,...; fc= 1,2,3,...),

wo die <xx, Px Konstante sind. Denn die Funktionen (pk{x) sind in den
Intervallen (ax, bx) linear. Ferner ist

Um das einzusehen, braucht man die ocx, fix nur aus ((1), (4)) zu be-
rechnen. Aus ((3), (4)) folgt:

2x=i

Nun sei £ ein Mengensystem auf 9JI, das den Bedingungen 1. und 2. auf
Seite 286 der unter 1) zitierten Arbeit genugt, und das der Définition des

Stieltjessehen Intégrais auf 501 zugrunde gelegt sei. Ist jll irgendeine zu E
gehôrige Menge, so bezeichnen wir mit cr1^) die Menge aller Original-
punkte aller Punkte der Menge ft bei der Abbildung a. Wir setzen fur
aile j«cZ : i fa,

wo HW bzw. EW liber diejenigen Werte von X bzw. X1 zu erstrecken
X=l A'=l

ist, fur welehe ax bzw. 6^ zu cr1 (p) gehôrt. Dann gilt :
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1. O(fi) ist in S totaladditiv.
2. 0(/Lt) ist auf SCR von beschrankter Schwankung und ihre totale

Variation ist < F.
3. Es ist

h(P)=ck (k 1,2,3,...)

Wir beweisen jetzt den Satz fur Quaternionen :

Satz 2. Es sei 9JI ein Kompaktum. fk(P) (k 1,2,3,...) seien ab-

zahlbar viele auf 9JI stetige Quaternionenfunktionen. ck seien konstante

Quaternionen, Das Oleichungssystem

Çd[9{p)]fk(P) 1,2,3,...)

hat dann und nur dann eine Losung @(ii), die von beschrankter Schwankung

ist, wenn eine positive Konstante F existiert, so dafi fur jede natilrliche
Zahl n und n beliebige Quaternionen ¦&1,..., ên gilt :

n

v &k ck <F • max
auf an

n

k

Es gibt dann eine Losung O(fx), deren totale Variation auf 2R ^ 2F ist*)

Beweis: Aus
n

Jfc=l

folgt:

d. h. wenn

n

£ 1

ife=1

< F • max
auf 371

n

max
mf 3K

n

fur aile ^

fur a

und
/»=

4 + h 4 + *2 4 + i3 4
4) Mit dieser Formuherung des Satzes berichtige ich emen Irrtum m der unter x) zitier-

ten Arbeit, wo ich sagte, dafi die Voraussetzung nur fur réelle Zahlen âlt.. ân erfullt zu
fiem brauche Auf die Anwendung, die ich von dem Satz gemacht habe, hat dies keinen
Einflufi Em XJnterschied besteht aufierdem darin, dafi ich a a O behauptete, S konne
so gewahlt werden, dafi seine totale Variation ^ F sei. Das lafit sich durch direkte Ver-
allgememerung des Rieszschen Beweises auf den Fall der Quaternionen tatsachhch zeigen
Der hier gegebene Beweis ist jedoch so viel einfacher, dafi ich îhn vorgezogen habe, trotz-
dem er nur auf die Schranke 2 F fuhrt, was fur îrgendwelche Anwendungen keinen Ein-
flufl ausuben durfte.
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ist :

!_ /

+ (-

24 + *

4
4

+ #Ï4 — -g

T max
auf 90t

+ «Î4

n

2 ^,0

f #14
03 cl

^14
d.

<*•

1 ' 4

"¦]
h.

max
auf 9W

n

J max
auf 2JÎ

I V k * k • jfc /ifc k ik ' k !k f 1 '

+ (- ^/| + #i/t3 + ^|/t0 - ^/i)•, +

+ (- #0*/*3 - nn + «î/i + ^t/»)n] |

2i'max max
auf 9W

max
auf SOI

max
auf M

max
auf 9JÎ

n

n

n

n

<:/»• +^»/i +

^/» + «i/»°-

«î/* + *i/* +

(5)

Dièse Ungleichung (5) ist also fur eine beliebige naturliche Zahl
n und n beliebige Quaternionen ftx,..., fîn erftillt.

Nach dieser Umformung der Voraussetzungen von Satz 2 fragen wir
auf Grand des Satzes 1 naeh den Bedingungen fur die Lôsbarkeit des

Gleichungssystems

(t=lf2,3,...) (6)

durch eine Quaternionenfunktion

S(p) ©V) +
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deren totale Variation auf SOI hôchstens gleich einer vorgegebenen
Konstanten G ist. Zerlegen wir (6) in Komponenten, so folgt:

jd [©¦] n - c«

n+

[00] ii - +f

fl+jd

+fd [03] n c%

t2 - frf[©«] H + fd[03] /« cl

(7)

30to> ÏRij % >
SOÎ3 seien vier mit 2R homôomorphe kompakte metrische

Râume und SOI* ihre Vereinigungsmenge. Zwischen SOI und jedem der
4 Kompakta 30^ zeichnen wir je einen festen Homôomorphismus oi aus

(j 0,..., 3). Es sei cr,(P) der dem Punkte Pc 9JÏ, vermôge ai ent-
sprechende Punkt in StR. Wir definieren auf 501* die folgenden stetigen
Funktionen :

wenn P c 50lo \

Pr W

Pc SOÎi

PcS»i2
PcSOÎ3

Pc m0

PcSDii
PcS0î2
Pcm3

PcS0lo
Pca»!
PcS0t2

(*= 1,2,3,...)

219



Wir fragen jetzt nach den Bedingungen fur die Existenz einer total-
additiven Funktion F(fi) von beschrànkter Schwankung auf îft*, deren
totale Variation hôchstens gleich einer gegebenen Konstanten G ist, und
fur die gilt:

afe*
1,2,3,...) (8)

Notwendig und hinreichend ist nach Satz 1, daB fur jede natûrliche
Zahl n und 4tn beliebige réelle Zahlen #£,..., êln (l 0,... 3) gilt:

3
'. G max

auf an* 1=0 *«1

Dièse Bedingung ist aber identisch mit (5), falls G — 2F ist, und also
fur G 2F erfullt. Also hat (8) eine Lôsung F(fi) auf 9K*3 deren totale
Variation < 2F ist.

Auf SDÎ definieren wir nun die totaladditiven Mengenfunktionen

Die Summe der totalen Variationen dieser 4 Funktionen ist < 2F, und
aus (8) folgt, daB die @i(fx) die Gleichungen (7) befriedigen. Setzen wir
also

so ist

d

und die totale Variation von ©(/*) ist hôchstens gleich 2F, w. z. b. w.

(Eingegangen den 28. August 1944.)
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