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Zur Théorie dor Strahlklassenkôrpep
der quadratisch reellen Zahlkôrper
Von Max Gut, Zurich

Herrn Constantin Carathéodory zum siebzigsten Oeburtstage gcwidfcdf

Bezeichnungen und Inhaltsangabe. In dieser Arbeit bedeute kQ don

Kôrper der rationalen Zahlen und k einen quadratisch reellen l) Z&hl-

kôrper, also k ko(Vm), wo m eine von 1 verschiedene quadrctfreio
natùrliche Zahl ist. Unter »Ideal" soll immer ein ganzes Idcal von k
verstanden werden, und aufier den (endlichen) Idealen fûhren wir fol-
gende beiden unendlichen PrimsteUen p^ und p^ ein : Ist v eine belîo-

bige von 0 verschiedene Zahl von k ko(Vm) und v' ihre konjugierto,
sa bedeute _ v

v 1 (mod. p^) : v ist positiv,

y^l (mod. p») : v ist negativ,
v 1 (mod. p£j : vf ist positiv,
v f£ 1 (mod. p^) : v1 ist negativ.

Unter einem Stammideal verstehen wir wie in 0.1. ein (endliches) Idoo.1,

dessen Norm eine Primzahl oder eine Primzahlpotenz ist, aile andoron
(endlichen) Idéale auBer 0 und 1 bezeichnen wir als zusammengesetzîe làczlo.

Ist dann f ein beliebiges vom Nullideal verschiedenes endlichca Idcal
von kt 80 bedeute JT{f} den Strahlklassenkôrper, der zur vollstandi^on
Idealklassengruppe mod. fp^ p^ gehôrt, und ktf} den maximalen Untcr-
kôrper von iT{f}, der absolut abelsçh ista).

l) Fur quadratisch imaginare Grundkôrper k habe ioh die entsprechendsn Untc/-
suchungen schon durchgefûhrt in der Arbeit: Gut, Max, Zur Théorie dor Klaccon-
kôrper der Kreiskôrper, insbesondere der Strahlklassenkôrper do?
quadratisch imaginaren Zahlkôrper. Comment. Math. Helvet., vol. 15 (XC12/13),
pg. SI—110. In der vorliegondon Arbeit wird sie mit 0. J. zitiert, und die Eczoichnuz^:u,
sind mutatiê tmUandia natûrlich hier die gleichen wie dort.

*) in Q, /. bedeutet im 3. Alinéa, pg. 81, der Kôrper iCjfj natûrlich auoh don Stralil-
klassenkôrper, der zur vollstandigen Idealklassengruppe mod. f gohôrt. Dio Bcr^lcI^iuZ^
,J*ûhreru ist an jener Stelle so gebraucht worden, wie sie Bud. FueScr in coinça; Vor-
lesungen ùber die singul&ren Moduln und die komplexe Multiplik&tion
der elliptisohen Funktionen, 1. Teil (1924), 2. Teil (1927), B. O. Teubncr, I rUa
und Leipzig, pg. 109 und pg. 263, verwendet, wahrend sonst ,JPÛhrer" in O. /. und in
der vorliegenden Arbeit natûrlich immer die Bedeutung hat, wie diesoa Wort bel Tcr ~;i
und Hasse gebraucht wird; vgl. Takagi, Teiji, Uber eine Théorie dos rolctiv
Abelsohen Zahlkôrpera, Journal of the Collège of Science, Imp. Univ. of To!:yo,
Bd. 41, Art. 9 (1920), und Hassc, Helmut, Berioht ûber neuere Untorsuchun-on
und Problème aus der Théorie der algebraiaohen Zahlkôrper, JahrcabcAdit
der Deutaohen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 30 (1926), pg. 1—65 und Bd. 30 (iC-V),
pg. 233—311.



In der vorliegenden Arbeit bestimmen wir einerseits &{f} fur ein beliebiges

Idéal f wnd geben anderseits fur ein Stammideal f einen genauen Vberblick
ûber die Strulctur der Erweiterung von K{1} zu K{\).

Wegen der in k enthaltenen unendlichen multiplikativen Einheiten-

gruppe zeigt es sich, daB fur viele K{\) das Idéal fp^ p^ nur Erklàrungs-
modul, aber nicht der Fùhrer ist, so daû insbesondere fur Stammideale
f von der Form pw9 bzw. pw> beim Aufbau des Kôrpertums /f{f}, falls
w von einem geeignet gewâhlten Werte w0 an unbeschrânkt wâchst, nie
mehr ein nicAJ-absolut abelscher Kôrper adjungiert wird oder sogar aile
dièse Kôrper identisch sind in groBem Gegensatze zur Struktur der
Strahlklassenkôrper der quadratisch imaginâren Zahlkôrper.

Weil die Einheitengruppe von k uneigentlich diskontinuierlich ist, ist
meines Wissens eine funktionentheoretische Festlegung der Kôrper i£{f}
bis jetzt noch aujsstândig. Die vorliegende Arbeit gibt vielleicht eine
weitere Anregung zu deren Bestimmung, z. B. durch geeignete Funk-
tionen zweier unabhàngiger Verânderlicher.

Der 1. Abschnitt enthàlt die Bestimmung der Strahlklassenanzahl und
einige aUgemeine Bemerkungen. Hierauf fûhren wir die erwâhnten Unter-
suchungen durch fur ein Stammideal gemàÛ folgender Ûbersicht3) :

f ist ein ungerades 4) Stammideal :
2. Abschnitt: 1. Hauptfall: p p, n(p) p2
3. Abschnitt: 2. Hauptfall: p p • p', p ^ p', n(p) n(p') p
4. Abschnitt: 3. Hauptfall: p p2, n(p) p

f ist ein gerades Stammideal :
5. Abschnitt: m 3 (mod. 4).
6. Abschnitt: m ± 2 (mod. 8).
7. Abschnitt: m 5 (mod. 8).
8. Abschnitt: m 1 (mod. 8).

Der 9. Abschnitt enthâlt die Bestiramung von £{f} fur ein beliebiges
zusammengesetztes Idéal f und zwei bemerkenswerte Sâtze ûber die Struktur
von Ktf} filr zusammengesetztes f.

Fur jede natùrliche Zahl m* sei wie in 0.1. der Kôrper der w*-ten

Einheitswurzel mit c(m*) ko(em* bezeichnet.

8) Fur f ¦> 1 ist itjlj sohon bestimmt worden in Q. I., pg. 87.
4) Wie in O. I. nonnen wir ein Idéal ungerade, wenn es durch keinen Primidealteiler

von (2) teilbûj ist, gcracU, wenn es vom Einheitsideal versohieden und nur durch Prim-
idoolteiler von (2) teUbar ist.
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1. Ist A die Klassenanzahl von k im gewôhnlichen weiteren Slnno,
e die Grundeinheit von k mit s > 1 und fur ein endliches Idéal f der
Exponent <3(f) die kleinste natûrliche Zahl, fur welohe

6°<f> l(mod.f), (1)

so ist die Strahlklassenanzahl mod. fpM p^ offenbar:

Atfp.p!.)-
•A, fallsw(fi) + 1, oder aber n(e) — 1 und

gleiohzeitig <3(f) gerade ist

>h, falls n(e) — 1 und gleiohzeitig <?(f) ungo-
radeist

(2)

Bezeichnen wir daher allgemein mit

den Relativgrad von JfiT{f} in bezug auf K{1), so ergibt sich, da fur f 1

gemàB (2):
2A, falls n(e) + 1 ist
A, falls »(*) -! ist,

fur dièse Funktion :

?,?' im allgemeinen,

falls n(f)= — 1 und gleichzeitig (?(f) gerade ist.
(3)

Ist p ein Primideal, bzw. p eine Primzahl, so gibt es, wenn u die Reiha
der natûrlichen Zahlen durchlâuft, immer wieder einen Wert u, so d&B

e° v 1 + nu wo nu 0 (mod, pw), nu fé 0 (mod. p1^1), bezw.

o A "T~ #»«4 »vO 7*u «*— U (mOQ. // I 7T«* sfs v imOCl. V\^i

ist. Im folgenden bedeute j
Wi < Wo •< U« <••••• iz, > 1 f5\•"1 ^^ »*2 ^ **3 ^* > **1 a» * » V**/

die vollstàndige Reihe der natûrlichen Zahlen u mit dieser Eigenschafb. Da

• • + jtj bezw. e*^»")slf pnu + • • • + n£ »
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wird fur aile j 2ï 1 :

bezw. <?(pM/+1) p(?(pw/) (6)

Insbesondere sind, was im folgenden bei der Benutzung der Formel (3)
zurBestimmungdesQuotienteniï(p"+1) : H(pw)9bzw.H(pw^) : H(pw),
w ;> 1, beachtet werden môge, fur ungerades p, bzw. ungerades p die
GrôBen Q(pw), bzw. O(pw) fur w ^ 1 aile von gleicher Paritât gemàB (4)
und (6).

2. In diesem Abschnitt soll p eine ungerade Primzahl sein, fur welche
in k ko(\/m) die Gleichung p p, n(p) p2 gilt. Es ist mithin p
zur Diskriminanten von k teilerfremd.

Wie in Q. /., pg. 92, ergibt sich:

(c(Pw)) > ^^1 ¦

Der Fall, daB n(c) — 1 und gleichzeitig <?(p) ungerade ist, kann
nicht eintreten, denn aus

mit ganzem rationalem x wùrde wegen p; p folgen, daB

e'2**1 1 (mod. p),
aiso

— 1 (ee')2**1 1 (mod. p),

was einen Widerspruch ergibt.

GemàB Formel (3) wird daher:

J • faUs n^e) +

Beim tîbergang von Jf{l} zu iT{p} wird mithin der Kôrper c(p) adjun-

giert und ein nicW-absolut abelsoher Kôrper vom Relativgrade -—^—

FaUs ux > 1 ist, wird fur 1 ^ w < ux gemàB (3), (4) und (5):
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und daher wird beim Ûbergang von K{pw} zu K{pw+1} der Kôrpsr
c(pw+l) vom Relativgrade p adjungiert und ein mc/^-absolut abelscher

Kôrper, der relativ-zyklisch vom Grade p ist.
In jedem Falle ist fur w ^ ux ^ 1, weil gemàû (4), (5) und (6) die

Gleichungen uJ+l u, -f 1, f^l gelten:

und daher

wobei c(pw+1) in bezug auf i^p"*} den Relativgrad p hat.

3, In diesem Abschnitt soll p weiter eine ungerade Primzahl bedeuten,
fur welche in k die Gleichung p ='p • p', p ^à p', n(p) n(p') p
gilt. Es ist mithin p wiederum zur Diskriminanten von k teilerfremd.

Wie in G. /., pg. 91 und pg. 95, ergibt sich

Jc{p«ip'w*} k{pw}> w Min. (wlt w%),
insbesondere also

und

Gemâfi Formel (3) wird :

— îm allgememen,

—-1 falls n(«) — 1 und gleichzeitig G(p) gerade ist*

Beim Ûbergang von K{1} zu i£{p} wird mithin ein wfcA^-absolut

abelscher Kôrper vom Relativgrade ^Tv- » bzw. ^""" ^
adjungiert.

Falls ux > 1 ist, wird fur 1 <» te; < ux :

und daher entsteht ^{p^-^1} aus K{pw} durch Adjunktion eines relativ-
zyklischen Kôrpers vom Relativgrade p9 der nicÀJ-absolut abelsoh ist.

In jedem Falle ist fur w ^ ux è 1 wegen %+1 ^ + 1,^1;

41



d. h. fur w^ul sind die Strahlklassengruppen mod. pt^p^p^ aile

gleich der Strahlklassengruppe mod. p1*1?*, p^ und daher ist

Fenier wird gemàû der Formel (3), da der Fall, daB n(e) — 1 und
gleichzeitig O(p) ungerade ist, nicht eintreten kann6):

(p - 1) • P^J ' falls n(e) - + 1 ist,

I 2(g^1} n{e) - 1 ist.

Beim t)bergang von Z{1} zu K{p) wird also der Kôrper c(p) adjungiert
09 — I

und ein nic^»absolut abelscher Kôrper vom Relativgrad ~zt-t->

Falls ux > 1 ist, wird fur 1 ^ w < ux :

und daher wird beim Ùbergang von K{pw} zu ii{pM;+1} der Kôrper
c(pw+l) vom Relativgrade 7? adjungiert und ein nicA/-absolut abelscher

Kôrper, der relativ-zyklisch vom Grade p ist.
In jedem Falle ist fur w ^ux*^\ wegen uj+l ut -f- 1, j ^ 1 :

und daher

wobei c(pu?+1) in bezug auf ./^{p™} den Relativgrad p hat.
tlber den Zusammenhang zwischen den Kôrpern K{pw}, K{p'w} und

K{pw), w *î l, schalten wir noch folgende Bemerkung ein, die wir fur
den Beweis der letzten Aussage des 2. Satzes von Abschnitt 9 brauchen.

Zwischen den GrôBen G(pw), G(p/M7) und 0(pw)t w^l, besteht, wie
man auf Grund der Définition (1) leicht erkennt, folgender Zusammenhang:

Es ist im allgemeinen :

6) Beweis wie in Absohnitt 2.
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dagegen, falls n(e) — 1 und gleichzeitig G(pw) ungerade ist:

Ù(p'«) G(p») 2G(p"),

und falls n(e) — 1 und gleichzeitig Q(p'w) ungerade ist:

Die vollstàndige Reihe der GrôÛen ut in (5) ist mithin weil p ungerade
ist, wegen der Gleichungen (6) die gleiche, falls in pw oder p'w oder pw
der Exponent w die Reihe der natûrlichen Zahlen durchlâuft. Da femer
der Kôrper K{pw), w ^ 1, sowohl die Kôrper K{pw} und K{p'w} als
natùrlich auch K{pw~1} enthàlt, ergibt sich:

Es wird in jedem Falle :

H(p): H(V) H(p): H(p') « p - 1

und zwar entsteht K{p} aus K{p} oder aus K{p') durch Adjunktion
von c (p) t welcher Kôrper in bezug auf jeden dieser beiden Kôrper den

Relativgrad p— 1 hat.
Fur 1 <; w < ux entsteht K{pw+l} aus K{pw) durch Adjunktion des

Kôrpers c(pw+l) vom Relativgrade p in bezug auf K{pw) und durch
beliebige Adjunktion eines der beiden Kôrper K{pw+l} oder iT{p/u?+1},

von denen ein jeder in bezug auf K{pw} und in bezug auf K{pw) (c(pw'¥1))
den Relativgrad p hat.

4. In diesem Abschnitt sei die ungerade Primzahl p Teiler der Dis-
kriminanten von k> also p p2, n(p) p.

Zur Bestimmung des Fùhrers der Erweiterung von k zu k
h ^ 1, hat man 3 Hauptfâlie zu betrachten •) :

1. Hauptfall: p 1 (mod. 4) und m p (— 1) * p ;

2. Hauptfall: Es sei p ^ 3 und nicht gleichzeitig p 1 (mod. 4) und

m p (- 1) a p (2 Unterfàlle!) ;

3. Hauptjall: p 3 (2 Unterfàlle!).

•) In G. /., pg. 101 bis pg. 103, ist beim 2. Hauptfall im 1. und 2. Unterfall ^
vorauszusetzen, und es ist dann noch der Fall p — 3 gcsondert zu betrachten. Es gibt
daher zwei weitere Unterfàlle, je nachdem p in k{V—3) ein Primideal 2. Relativgrades
wird oder sich in k(V—3) in zwei voneinander verschiedene Ptïmideale vom 1. Kelativ-
grad zerlegt. Die Ordnung von (g bleibt n ** ph-l(p — 1), aber die Werte fur die n/ und
vy sind die gleiohen wie im Schéma pg. 103. Das auf pg. 102 angegebene Résultat bleibt
auch in diesen beiden Unterfallen erhalten. Im Falle d), pg. 115/116» sind die beiden
Unterfàlle p ^é. 3 oder p *» 3, dann aber w ;> 3 einereeits, und p — 3, te — 1 oder w — 2
anderaeits zu betrachten. Aile aiigefûhrten Schlûsse bleiben erhalten.
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Analog wie in 0. /., pg. 101/103 sieht man dann sofort, daÛ

Bei der Anwendung der Formel (7) ist zu beachten, daB falls p 3

ist, der Kôrper ko(V^3) c(3) schon in k{\} enthalten ist.
Falls n(e) — 1 ist, muB G(p) 4 sein. Denn es gibt, weil n(p) p

ist, em ganzes rationales a, so daB

e a (mod. p)
ibt, folglich

er a (mod. p),
mithin

— 1 eef a2 (mod. p),
also

f2 a2 — 1 (mod. p),
und daher

£4 1 (mod. p).

Gemaû Formel (3) wird folglich:

V l falls n(e) - 1 ist.
2

Beim Ûbergang von K{1} zu K{p) wird also der Kôrper c(p) adjun-

giert, der vom Relativgrade^-^— in bezug auf K{\) ist7), und, falls
2

n(e) + 1 und gleichzeitig 6?(p) 1 ist, auBerdem ein relativ-quadra-
tischer Zahlkôrper, der nfcA^-absolut abelsch ist.

Wegen (7) und

: J5T(p«) - p

ergibt sich sofort, daû aile ui der Reihe (5) ungerade sein mussen, und
es folgt :

Fur aile w à 1 entsteht der Kôrper K{p2w^} aus K{p2w} durch Adjunk-
tion von c(pw+1), welcher Kôrper in bezug auf K{p2w} den Relativgrad
p hat.

7) FalU p - 3 ist, ist c{p) schon in A'Ji;, da es j» in k\l] enthalten ist.
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Fur die weiteren Adjunktionen, die nur noch nicht-absolut abehch
sind, haben wir 3 Unterfâlle zu unterscheiden •) :

1. Unterfall.

Ist ux > 1 so ist fur aile 1 <£ w ^ 1 7"— :

und ^{p2^} entsteht aus JSr{p2W7~1} durch Adjunktion eines relativ-zykli-

schen Kôrpers vom Relativgrad p. Dagegen ist fur aile w S; —^—:

da fur aile w ^ ¦"* 7~ die Strahlklassengruppe mod. p^p^pi. gleich

der Strahlklassengruppe mod. p**-1 p^ p^ ist.

2. Unterfall
Ist ux 1 und u2 ^ 5, was nur fur p 3 eintreten kann, so entsteht

fur aile 2<Zw<Z 'T" derKôrperZIp2^} aus iTIp^""1} durch Adjunktion

eines relativ-zyklischen Kôrpers vom Relativgrad p. Dagegen ist fur

j ii ^ U2 + 1
w 1 und aile w ^ ——— :

2

5. Unterfall.
Ist Mj 1 und u% 3, so ist fur aile w ^ 1 :

5. In diesem Abschnitt sei p 2 und m 3 (mod. 4). Da 2 in der

Diskriminanten von k aufgeht, ist 2 pa, n(p) 2

8) DaB aile dièse drei Unterfall© auoh wirklich auftreten kônnen, eieht man sofort an
konkreten Beispielen. Vgl. z. B. die Tabellen am Schlusse des Bûches: J. Sommer, Vor-
lesungen ûber Zahlentheorie, Einfiihrung in die Théorie der algobraischen
Zahlkorper, B. G. Teubner, Leipzig und Berlin, 1907; oder CF. Dtgen, Canon Pel-
lianus sive Tabula simplioissimam aequationU oelebratissimae: y* •—

axï + 1 solutionem, pro singulis numeri dati valoribus ab 1 usque ad 1000
in numeris rationalibus iisdemque integris exhibons. Hafniae, apud Qerhar-
dum Bonnierum, 1817.
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Wie in G. /., pg. 105/106 ergibt sich, daû

w^l. (8)

Dabei ist aber zu beachten, daû ^(^^T) c(22) in k{l} enthalten ist.
Es ist klar, daû n(e) in diesem Falle nicht gleich — 1 sein kann. Denn

aus
s S x + y Vm x, y ganz rational

folgt
eer x2 — yha x2 + y2 ^k — 1 (mod. 4).

Zunâchst ist <p(p) 1 und (?(p) 1 und daher gemaB (3):

Ferner ist nach jener Formel fur w ^ 1 :

In Verbindung mit Formel (8) und der darauf folgenden Bemerkung
ergibt sich hieraus, daû hôchstens ux — 1 sein kann, aber sonst aile ué

gerade sind.
Fur aile w ^ 2 entsteht der Kôrper K{p2w} aus À^p2^"1} durch Adjunk-

tion von c(2U7+1), welcher Kôrper in bezug auf i^p2"*"1} relativ-quadra-
tisch ist.

Fur aile weiteren Adjunktionen, die nur noch nicht-absolut abelsch

sind, haben wir wieder 3 Unterfàlle zu unterscheiden •). Zunâchst kann
nàmlich die Grundeinheit s nicht von der Fonn

e ± 1 + 2 Vm (mod. 4)
sein, denn aus

s i 1 + 2Vm + 4(# + y Vm), x, y ganz rational,
folgt:

1 es' 1 — 4m ± Sx — IQym + l$(x2 - yha),

also die unmôgliche Kongruenz :

0 4 ± Sx (mod. 16)

*) Auch hier sieht man wieder sofort an konkreten Beispielen, daû dièse drei Unterfàlle
aile wirklich aufbreten kônnen.
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Mithin ergeben sich folgende 3 Unterfàlle:

1. Unterfall: e 1 + 4(s + y Vm).
Es ist ux ^ 4 und daher wird beim Ûbergang von K{p} zu K{p2} und

fur l^t(;^-|"-l beim Ubergang von K{p2w} zu K{p2w+1} je ein

relativ-quadratischer Zahlkôrper adjungiert, wâhrend fur w ^ -~- :

da fur w^-~-die Strahlklassengruppe mod. V2w*xVmV'*> gteich der

Strahlklassengruppe mod. p^p*, p^ ist.

2. Unterfall: e 3 + 4(a + y Vm).
Es ist

__
£2 9 + 24(x + y Vm) + 16(a; + y Vm)2,

und mithin ux 2, u2 ^6. Beim Ûbergang von K{p} zu K{p2} und

fur 2 ^ ^ ^ -^ — 1 beim Ûbergang von K{p2w} zu -fiT{p2w+1} wird je

ein relativ-quadratischer Zahlkôrper adjungiert, wâhrend fur w 1 und

5. UnterfaU: e=
Es wird

s* m + 4 j/m(* + y Vm) + 4t(x + y
und

fi* m2+SmVm(x+yVm)+24m(z+yVm)2+Z2Vm(z+yVmf+
+ I6(z + y Viï)*

Daher ist ux 1, w2 2 und w3:> 6. Fur 2^ t^^-^- — 1 wird beim
2

Ûbergang von K{p2w} zu iT{p2u>+1} je ein relativ-quadratischer
Zahlkôrper adjungiert, wâhrend

und fur w^ ^-:
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6, In diesem Abschnitt sei p= 2 und m ± 2 (mod. 8). Da 2 in

der Diskriminanten von k aufgeht, ist wiederum 2 pa, n(p) 2

Zunâch8t ist ç?(p) 1 und (?(p) 1 und daher gemâB (3) wiederum

K{V} JT{1>.

Ferner wird <p{p2) 2, und zwar werden die beiden zu pa teilerfremden
Restklassen festgelegt durch 1 und 1 + Vm » so daB sich fur e nur die
beiden Môglichkeiten ergeben, daB e 1 (mod. 2) und e 1 + Vm
(mod. 2) ist.

Ist e 1 (mod. 2), also fur ganze rationale x9 y :

so wird
se' l + 4z + 4(x* — y2m) 1 (mod. 4)

In diesem Falle ist mithin n(e) + 1. Ferner ist ux ^ 2 und G(p2) 1.

Ist £ 1 + Vm (mod. 2), also fur ganze rationale x, y :

so wird
se' 1 — m + 4(x — ym) + 4(a;a — yhn) — 1 (mod. 4)

In diesem Falle ist mithin n(e) — 1. Ferner ist ut 1 und wegen

** 1 + m + 2 Vm + 4(* + y }/m) ((a: + 1) + (y + 1) Vm) (9)

wird G(p2) 2

GemâB Formel (3) wird mithin in jedem Falle:

Da ]/±2 in i{l} liegt, dagegen nicA^ >^— 1 ergibt sich wie in 0. /.,
pg. 108 oben, daB *

ist, und daB auf jeden Fall Jf{p2} aus K{p} entsteht durch Adjunktion
von V^î :
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Zur Bestimmung des Fùhrers der Erweiterung von k zu i(c(2*f)),
Ao à 4, hat man 3 Falle zu betraohten:

1. FaU: m 8 ± 2 (mod. 16);
2. Fall: m ± 2 (mod. 16), m # 2;
3. FaU: m 2.

Beachtet man, daû im 3. Falle Z{1} £{1} jfc jfeo(j/2) ist, so

ergibt sich wie in 0. /., pg. 108/109, daB fïir w à 2 :

(10)

Fur W 1 ist dièse Formel also wesentlich ungûltig.
Da im Falle n{e) — 1 der Exponent O(p2) gerada ist, gilt in jedem

Falle fur w ;> 2 nach (3) :

2 -
3 (^X) ^2, (11)

Fur aile w ^ 2 entsteht der Kôrper Z{p2v+1} aus Z{p^} durch Adjunk-
tion von c(2u;+a), welcher Kôrper in bezug auf Klp**} relativ-quadratisch
ist.

Aile weiter unten angegebenen Adjunktionen sind nur noch nicht-
absolut abelsch.

Es sei zunâchst n(e) + 1. Da e 1 (mod. pa) ist, gibt es nur die

beiden Môglichkeiten, daB s 1 (mod. p3) oder 6 — 1 (mod. p3) ist.
Sei e 1 (mod. p3), also von der Form

wo x und y ganz rational sind.
Es ist ux â 3 und (?(p3) 1, also nach (11):

Der Kôrper i£{p3} entsteht mithin duroh Adjunktion eines relativ-
quadratischen Kôrpers aus l£{p2}

Wegen (10) und (11) ist ux ungerade.

Falls ux ^ 5 ist, entsteht fur aile 2^ w£ Ul~l der Kôrper
2

aus Zfp**-1} duroh Adjunktion eines relativ-quadratisohen Kôrpere.

4 CommenUrii Mâthematld HelveUd



u -4- 1
Dagegen ist in jedem Falle fur w ^> 1"r die Strahlklassengruppe

mod. p^p» p» gleich der Strahlklassengruppe mod. piw~l p^ p^, folglich :

Es sei weiter n(e) + 1, aber £ — 1 (mod. p3), also von der Form :

cas - i + 2(2*+ .7 j/ro)

wo a; und y ganz rational sind.

Es ist ux 2 und #(p3) 2, mithin

Wegen

wird w2 ^ 5, und zwar ist wegen (10) und (11) die Grôfle u2 ungerade.

Fur aile 2^w^ U%"Tl entsteht der Kôrper K{p2w] aus À'

durch Adjunktion eines relativ-quadratischen Kôrpers.

u + 1
Dagegen ist fur w ^ —¦—— :

Es sei jetzt
n(e) ~ 1 ; e=l + Vm + 2(z + y Vin)

wo x und y ganz rational sind.

Wegen (9) ist u2 2, also <?(p3) 4, mithin wegen (11):

Weiter wird wegen
£4= 1 + 4>^m (mod. 8)

uz 5.
Aus (11) folgt daher sofort, daû der Kôrper iT{p*} aus iT{p3} durch

Adjunktion eines relativ-quadratischen Kôrpers entsteht. Dagegen ist

fur aile w^i^ti- 3 :
2
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7. In diesem Abschnitt sei p 2 und m 5 (mod. 8). Es wird 2 p,
w(p) 22, und die Diskriminante von k ist ungerade.

Wie in 0. /., pg. 110/111, ergibt sich, dafi fur aile w ^ 1 :

w^l. (12)

Es ist ç>(p)~3 unddieGrô6enl,û> - und o/= ~

bilden ein Restsystem der zu p teilerfremden ganzeri Zahlen von k.

Ist e*= 1 (mod. 2), also von der Form

e x + y Vm

wo die beiden zueinander teilerfremden ganzen rationalen Zahlen x und

y nicht beide ungerade sind, so ist G(p) 1, folglich

und K{p} entsteht aus K{1} durch Adjunktion eines relativ-kubischen
Kôrpers, der mcAtf-absolut abelsch ist, da jeder von der Identitât ver-
schiedene Automorphismus der Galois-Gruppe von c(2*«), h0 ^ 2, eine

Ordnung hat, die eine Potenz von 2 ist.
Ist e w (mod. 2) oder e œf (mod. 2), so ist #(p) 3, folglioh

H(V) 1

und
K{\)

FûrdiehôherenPotenzenvon p sindzweiUnterfaile zu unterscheiden10):
1. Unterfall: ux^2.
Dieser Fall kann nur eintreten, wenn n(e) + 1 ist. Denn aus

£o(v) z=z i ^- i(x + yco) 9 x y ganz rational,
folgt

also, da O(p) ungerade ist:

')=l (mod. 4).

10) Auch hier eieht man wieder an konkreten Beispielen, daÛ beide Unterfàlle wirklioh
auftreten kônnen.
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GemàB Formel (3) wird mithin :

Da fur j *>1 in. diesem Falle ui+l us + 1 ist, ergibt sich aus (12)
unmittelbar :

Fur 1 â w < ux entsteht der Kôrper K{pw+1} aus K{pw} durch Adjunk-
tion von c(2w+1), welcher Kôrper in bezug auf i^p*} relativ-quadratisch
ist und Adjunktion eines relativ-quadratischen Kôrpers, der mcfa-absolut
abelsch ist.

Fur aile w ^> ux entsteht K{pw+1} aus K{pw} durch Adjunktion von
allein, welcher Kôrper in bezug auf K{pw} relativ-quadratisch ist.

2. Unierfail uY 1.

Dann ist O(p2) 2G(p), also (?(p2) gerade.

Falls n(e) + 1 ist, wird mithin gemaB (3):

und K{p2} entsteht aus K{p} durch Adjunktion von

Falls n(e) — 1 ist, wird gemâû (3):

und -K"{p2} entsteht aus K{p} durch Adjunktion von ko(V— 1), welcher

Kôrper relativ-quadratisch in bezug auf K{p} ist und Adjunktion eines

relativ-quadratischen Kôrpers, der nicAJ-absolut abelsch ist.
Da G(p2) gerade ist, ist — welches Vorzeichen auch n(e) habe — fur

aile w ^ 2 gemâÛ (3) :

Ist mithin w2 > 2, so entsteht fur aile 2 ^ w < u2 der Kôrper ^{p™*1}
aus K{pw} durch Adjunktion von c(2w+1), welcher Kôrper in bezug auf
K{pw} relativ-quadratisch ist und Adjunktion eines relativ-quadratischen

Kôrpers, der mcAt-absolut abelsch ist.
Fur jeden Wert von wa entsteht K{pw^} aus K{pw} fur aile w ^u2

durch Adjunktion von c(2w+1) allein, welcher Kôrper relativ-quadratisch
in bezug auf K{pw) ist.
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8. In diesem Abschnitt sei p 2 und m 1 (mod. 8). Es wird

p p • p', p ^ p;, n(p) n(p') 2 und die Diskriminante von k ist
weiter ungerade.

Wie in 0. /., pg. 91 und pg. 113, ergibt sich

£{p«ip'««} k{p«}, w Min. (wlt wt),
insbesondere also

und

w^l. (13)

o- ~ 1 + Vï» — l — Vm
Sei co ^ co jr also co+co — 1, œ • co

—-—, mithin gerade und p (2, co) ; p' (2, co')

Da 9?(2) 1 ist, bilden die Zahlen 1, co, a/, 0 ein Restsystem mod. 2,

von denen nur 1 zu 2 teilerfremd ist. Es muB mithin e von der Fonn sein:

wo die beiden zueinander teilerfremden ganzen rationalen Zahlen X
und Y nicht beide ungerade sind.

Aus
ee' .Y2 - Yhn X2 - ya (mod. 8)

folgt:
Ist n(«) + 1, so muB X ungerade und Y duroh 4 teilbar sein, d. h.

£ fur ganze rationale x und y von der Fonn :

e (2x + 1) + 4y y m 1 + 2(a? + 2y V'w). (14)

Ist n(e) — 1, so mufi Y ungerade und X durch 4 teilbar sein, d. h.

e von der Fonn :

e 4x + (2y+ 1) Vm 1 + 2(y + co) + 4(* + yco). (15)

Wir betrachten zuerst die Kôrper K{pw}t w ^ 1, die aus K{1} nur
durch nickt-absolul abelsche Adjunktionen entstehen ktinnen.

Da ç>(p) 1, also auch O(p) 1 ist, ist:
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Im folgenden sind zwei Unterfàlle zu betrachten:

1. Vnierfail: w^2.
GemaB Formel (3) wird fur 1 ^ w < ux :

und daher entsteht fur 1 ^ w < ux der Kôrper K{pw+X} aus K{pw} durch
Adjunktion eines relativ-quadratischen Kôrpers.

Da O(pUl+l) — 2 ist, wird gemâfi (3):
l-n(e)

so daÛ, falls n(e) + 1 ist, Zfp"^1} iC{pUl} ist, dagegen, falls
7i(£) — 1 ist, K{pUl+1} aus if{pWl} durch Adjunktion eines relativ-
quadratischen Kôrpers entsteht.

Fur w > ux wird gemâû (3):

so da8 fiir aile ^ > -Uj :

2. Unierfall: ux 1

Es wird ç?(p2) 2, 0(p2) 2 und daher gemâB (3):

Falls n(e) — + 1 ist, ist mithin

Falls n(e) — 1 ist, entsteht K{p2} aus X{p} durch Adjunktion eines
relativ-quadratischen Kôrpers. Fur aile mir bekannten Zahlen-Bei-
spiele ist allerdings, falls n(e) — list, ul>l, dafûr dann natùrlich
gemàQ Formel (15) die Grôûe ux 1 fur das konjugierte Primideal p'.

Nach (14) und (15) wird w2^3,
Fur 2 g w < u2 wird:

und daher entsteht fur 2 ^w<u2 der Kôrper K{pw+X} aus K{pw} durch
Adjunktion eines relativ-quadratischen Kôrpers. Endlich ist gemàû (3)
fur aile w ^u2:

also fur aile w ^ u2 :
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Wir betrachten zum Schlusse die Kôrper K{pw}, w 2> 1

Da ç?(2) 1 ist, ist (?(2) 1 und folglioh

Gemaû (13) wird beim Ùbergang von K{pw) zu K{pw+l}f w ^ 1, jeden-
falls immer der Kôrper c(2w+l) adjungiert, der in bezug auf K{pw} relativ-
quadratisch ist. Oleichzeitig wird aber jeweilen nooh ein relativ-quadra-
tischer Kôrper adjungiert werden, der nicAJ-absolut abelsch ist, wenn der

Relativgrad gleich 4 ist. t)ber dièse Relativgrade sind zwei Unterfâlle
zu unterscheiden :

1. Unterfall: ux^2.
Dieser Fall kann nur eintreten, falls n(e) + 1 ist. Denn wegen (15)

ist, falls n(e) — 1 ist, ux 1. Nach (3) wird fur aile 1 ^ w< ux :

Dagegen wird fur w ^ ux :

H(pw^) : H (pw) 2

2. Unterfall: ux 1

Es wird <p (4) 4, 0(4) 2, und daher gemâû (3):

3-n(e)

Aus (14) und (15) ergibt sich, daû u2 ^ 3 ist. Fût 2 <; w; < w2 wird
gemaû (3):

H(pw^) : iï(pw) 4

Fur w ^ w2 ist :

2

Ûber den Zusammenhang zwischen den Kôrpern K{pw), K{pfw} und
K{pw}, w > 1, schalten wir noch folgende Bemerkung ein, die wir fur
den Beweis der letzten Aussage des 2. Satzes im nachsten Absohnitt
brauchen.

Zwischen den Grôfien G(pw), Q(p'w), G{pw), w^l9 besteht, wie man
leicht erkennt, folgender Zusammenhang.

Es ist

l. (16)
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Fur w > 1 ist allgemein :

(17)

dagegen, falls n(e) — 1 und gleichzeitig G(vw) ungerade ist:

G(p'») G(pw) 2<?(p"), w> 1 (18)

und, falls n(c) « — 1 und gleichzeitig (?(p/a>) ungerade ist:

Q(VW) Q(P°) 2G(p/w?), w> 1 (19)

Wenn in p", bzw. p'", bzw. p" der Exponent w die Reihe der natùr-
lichen Zahlen durchlâufb, sei das allgemeine Glied der Reihe (5) mit
(uj)pi bzw. (%)p,, bzw. (u^ bezeichnet.

Falls n(e) + 1 ist, erkennt man auf Grund der Relationen (16) und
(17) sofort, daû fur aile j^l:

{ut\ (wt\t (u,)p

ist, so daB wir diesen gemeinsamen Wert mit ui bezeichnen kônnen.

Falis n(e) — 1 ist, so bezeichne die nicht négative ganze rationale
Zahl £ den Exponenten der Potenz von 2, die in der Zahl x der Formel (15)
aufgeht. Betrachtet man dann einerseits die Potenzen, in denen p und p7

in den Idealen (6—1) und (e2 — 1) aufgehen u), wo e durch (15) definiert
ist, benutzt man anderseits die Formeln (4), (6) und (16) bis (19), so
erkennt man : Es ist entweder

oder

Dagegen wird fur

(u,)9 S

so daû wir auch hier fur f ^2 diesen gemeinsamen Wert mit ui bezeichnen
kônnen, was fur das folgende genugt.

Benutzt man schliefilich wieder die Tatsache, daû der Kôrper K{pw},
u) Man boaohto hiebei, daû (fi — 1) (e* — 1) - —(fi + e')9 femer (fi + 1) (ef + 1) »

(€-f e')t endlich fi*— 1 -(fi — 1) (fi-f- 1) ***.
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w ^ 1, sowohl die Kôrper K{pw) und K{p'w}t als auch K&"-1} enthalt,
so ergibt sich : Ist

n(e) + 1 und ux à 2, so gilt fur 1 ^ w < ux :

7i(£) =4-1 und Wj 1, so gilt fur 2 ^ w < u2 :

n(e) — 1, so gilt fur 1 <Z,w <u2 :

Der Kôrper K{pw+1} entsteht aus K{pw) durch Adjunktion des relativ-
quadratischen Kôrpers c(2u>+1) und durch beliebige Adjunktion eines der
beiden Kôrper K{pw+1} oder K{pfw+1}, von denen jeder relativ-quadra-
tisch in bezug auf K{pw} und in bezug auf K{pw} (c(2w+1)) ist.

9. Da auch fur die quadratisch reellen Grundkôrper die beiden Sàtze

gelten, dafi Z{f} in bezug auf k eine hôchstens durch die Primidealteiler
von f teilbare Relativdiskriminante hat, und fur zwei zueinander teiler-
fremde Idéale j^ und f2 der Kôrper iT{f1f2} das Kompositum jKT{f 1}(-K'{f2})

enthâlt, ergibt sich wie in 0, /., Abschnitt 12, pg. 113—119 der Beweis l%)

des Satzes:

1« Satz. Ist f ein beliebiges vom Einheitsideal und von einem Stammideal
verschiedenes Idéal von k, so stelle man f als Produkt von Stammidealen dar,
deren Normen zueinander teilerfremd sind :

(20)
f-1

Dann ist &{f} ein Ausgangskreiskôrper, und zwar das Kompositum der in
denAbschnitten 2—8bestimmten(AusgangS'KreiS')Kôrperk{l{^, *= 1,2,...ï\

Sind allgemeiner f2, f2,... fa» je zu zweit zueinander teilerfremde
Idéale, so ist T T

T
und G(IT\t) gemàB Définition (1) das kleinste gemeinsohaftliche Viel-

fâche der GrôBen Gtft), t 1, 2,... T, also

na(U) f U) \[!!=Sî=!(22)
1%) Im Falle d), pg. 115/116, sind die beiden Unterfelle p?£ 3 oder p — 3, dann aber

u> ;> 3 einerseitê, und p ¦¦ 3 » u> -¦ 1 oder u> ¦- 2 andertits su beiraohten. Vgl. hier An-
merkung 6.
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wo die Klammer auf der rechten Seite von (22) den grôfiten gemeinschaft-
lichen Teiler der in ihr auftretenden Grôfien bedeutet. Aus Formel (3)

ergibt sich daher unter Berûcksichtigung der Gleichungen (21) und (22):

T
II #(f<) or-i \ rm \ » eut \ »

* ' *
» "TFTfTT/" ' '

Dabei ist T' 1 im allgemeinen, dagegen î7' die Anzahl unter den GrôBen

$(fi)> ^(fa)»' • •> $(fr)> dio gerade sind, falls /i(e) — 1 und gleichzeitig
T

G( /7f() gerade ist,

Speziell wird (23) fur zwei zueinander teilerfremde Idéale f x und f 2 :

t &(U) *m allgemeinen ;

n(e) — l und /24\
gleichzeitig G(fj) und
G(f2) 6eide gerade sind.

Aus dem 1. Alinéa und dem 1. Satze dièses Abschnittes, der Formel
(24), und unseren Ausfiihrungen in Abschnitt 3 und 8 folgt der

2, Satz. Sind fx ^ 1 und f2 ^ 1 zwei zueinander teilerfremde Idéale
von ky so ist ^{fj (iT{f2}) Unterkôrper von -ff{f1f2}, und der Relativgrad
wird durch Formel (24) gegeben. Ist dieser Relativgrad grôjier als 1 und
sind die Normen von f x und f 2 zueinander teilerfremd, so wird die Galois-
sche Grvppe von ii{f1f2} in bezug auf i5T{f2} (if{f2}) durch keinen Kreis-
korper reduziertt sind dagegen die Normen von f j und f2 Potenzen der glei-
chen Primzahl p 13), so entsteht iT{f 1fa} aus KtfJ (Ktf2) durch Adjunktion
eines geeigneten Kreiskorpersy dessen Diskriminante nur durch p teilbar ist.

SchlieBlich gilt der

3. Satz. Ist allgemein ft von der Form

ft=p»<, wt^l (25)

wo pt ein Primideal ist, oder auch, falls filr die rationale Primzahl pt die
Primidealzerhgung pt p, • pj, pt zfi p[ gilt, von der Form

U PÏ<, Wt^l (26)

") Dabei gilt p oU 1. Potenz von p.
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und gilt (20), so gibt es fur jeden Index t 1,2,..., T einen geeignet

gewâhlten Wert (wt)Oi so dafi der in Ktf} enthaltene nicht-absolut abelsche

Bestandteil derselbe bleibt, falls filr jede^ t der Exponent wt den Wert

(wt)0 beliebig ûbertrifft. Weitere eigentliche Adjunktionen nicht-absolut
abelscher, aber in bezug auf k relativ-abelscher Kôrper kônnen also hochstens

dadurch erfolgen, dafi die Anzahl T der StammideaUeiler von f, deren
Normen zueinander teilerfremd sind, bestàndig vergrôfiert wird,

Zum Beweise des 3. Satzes seien zunàchst in (25) und (26) die Expo-
nenten wx w2 ••• wT 1 gesetzt und fur jedes festgehaltene i
dann die nicht négative ganze rationale Zahl vt der genaue Exponent der
Potenz, in der die Primzahl pt in

aufgeht.
In den Abschnitten 2—8 hat sich ergeben, daB fur ein Idéal von der

Form (25) oder (26) beim Aufbau des Kôrpertums K{^t}t falls wt von
einem geeignet gewâhlten Wert (wt)* an weiter beliebig wâchst, nie mehr
ein nicAi-absolut abelscher Kôrper adjungiert wird oder sogar aile dièse

Kôrper identisch sind.
Wegen der Formeln (6) kann ferner (wt)** so groB gewâhlt werden,

daB fur wt ^ (wt)o* der Exponent G(f<) durch pvt* teilbar ist.
Es sei jetzt fur jedes t 1,2,..., T :

(t*,)0 Max. K)o* (wt)**)

Setzt man fur jedes t 1, 2,..., T diesen Wert (wt)Q in ft, und dann
die f( in Formel (23) ein, so erkennt man, daB der Kôrper

von endlichem Grade in bezug auf das Kompositum der T Kôrper Jl{|t},
t 1, 2,..., T, ist, und daB dieser endliche Relativgrad, d. h. die
rechte Seite von (23) wegen der Formeln (6) konstant bleibt, falls die
GrôBen wt beliebig weiter zunehraen.

(Eingegangen den 17. April 1943.)
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