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Die Funktionenîheorie
der Dirac'schen DifferentialgleichungQn

Von Rud. Fueter, Zurich
Seinem lieben Freunde

Constantin Carathéodory
zum siebzigsten Oeburtstage

gewidmet /

Im folgenden handelt es sioh um die DtVoc'schenDifferentialgleichim^cn
im Falle verschwindender Ruhmasse. Es wird bewiesen, wie dieco gloicli-
bedeutend sind mit der Bedingung, daû gewisse Intégrale unablian^fj
sind von der Hyperflâche, ùber die integriert wird. Damit wird £czcljt,
daB sie genau so eine Funktionentheorie zulassen, wie die klacciccîxn
Riemann-Cauchy'schen Differentialgleichungen1). Es scheint mir cîic3

darum bemerkenswert, weil die Differentialgleichung, der die Kompo-
nenten der Funktionen geniigen, vom hyperbolischen Typus ist. Von
diesem Gesicbtspunkt aus ist die Durchfûhrung eine Verallgemoinerung
der Biemann'schen Méthode zur Losung der Differentialgleichung der
schwingenden Saite2).

So wird im vierten Teile eine Formel fur aile Funktionen (deren Koxn-

ponenten die Dirac'schen Gleichungen befriedigen) entwickelt, in der dis
letzteren Losungen einer linearen Integralgleichung sind, falls sio cufcinor
Hyperflàche gegeben sind. Die Losungsfunktion lâBt sich nicîit dîrcîit
durch die Werte aufder Hyperflâche darstellen, sondern es tritt im Gc^cn-
satze zur Biemann'achen Théorie noch ein Glied mit einem Intc^rcl ûbcr
eine bestimmte Hyperkegelwandung hinzu. Auf solche Intégrale hct ccLon
Schrôdinger aufmerksam gemacht3), und zwar in einem Fallo, der eincs-
teils die allgemeinen Dirao'schen Gleiohungen, andernteils aber nur
spezielle Losungen in Betracht zieht.

*) Ahnliche Bestrebungen sind von MoiaU und Théodortscu verôffentlioht word3a.
Siehe Moisil, Sur un algorithme généralisant la théorie des fonctions
monogènes, qui peut être utile pour l'intégration des équations aus
dérivées partielles d'ordre supérieur. Annalele Academiei Romane, I^exnoriila
Sectiunii stiintifice, ser. III, tom. XVI, mem. 17, 1941.

s) Riemann, Gesammelte mathematisohe Werke, Leipzig, 1892, p. 156.

•) E. Schrôdinger, On the solutions of wave équations for noa-vanishing
Rest-masa inoluding a touroe-funotion. Prooeedings of the royal Iriah Ao&doaay»
vol. XLVII, section A, No. 1, 1941.
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1. Algebren

Wir fùhren zunachst folgende Clifford'sche Zahlen ein 4) :

die die Relationen erfùJlen:

c\ =¦ 1, k 0, 1, 2, 3 ; cock=: ckcQ ck A: 1, 2, 3 ;

cfcc* — cAcfc ,A,£sl,2,3,A?éik.
Mit diesen bilden wir das linearsystem £fl •) :

2kk
<*>

mit reellen xk. £c ist keine Algebra, da hierzu noch die Eiriheit-en cxc2,

cxcz, c2c3, cxc2cz hinzugenommen werden muBten, wodurch sich oie Ord-

nung 23 8 der Algebra ergabe. Dièse letztere Algebra sei mit (£3 be-

zeichnet. Qe ist somit ein Linearsystem von Œ3.

Auûer £c fùhren wir ein zweites System von hyperkomplexen GrôBen
ein:

(1

0 0 0\

00 00 jJo o o or 6l==lo o o or 6a==li o o or e3=

0 0 0 0/

Falls man die Null-Matrix mit 0 identifiziert, bilden die ek die Basis einer
Algebra 2I#, da :

eoefc O,ifc= 1,2,3; eke0 ekt k 0, 1, 2, 3; e^e* 0, A, &= 1, 2, 3.

Zwischen den ck und eh finden gemaB dem Matrizenkalkùl fur die
Produkte ckeh folgende wichtigen Beziehungen statt9 die wir in der Tafel
nicderlegen:

*) Siehe die Zûrcher Dissertation: P. Bofihard, Die Olifford'sohen Zahlen, ihre
Algebra und ihre Funktionentheorie. Zurich 1940.

*) Siehe L.E. Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie, Zurich 1027, p. 80.
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Produkt ckek:

Co

Cl

c«

Cs

«0

-«o

Cl

-«•

Cl

Cl

Cl

c0

C3

c»

c»

eg

c»

~~eo

C»

e»

—C3

c»

Ci

Dos Produkt einer Orô/ie von 2e mit einer Qrôfie von 3t# liegt daher etets

in %. Unter 0 wollen wir stets eine Grôfie in (£3 oder 2I# verstehen, deren
Komponenten sâmtlich null sind. Bei der MuUiplikation der Qrôfïen von
(£3 und 2I# giU das assoziative Oesetz.

2. Funktionen
Es sei 2 Exkck irgend eîn Punkt eines Hyperraxunes H. In allen

(*)
Punkten von H seien uh(x09 xl9 x2t a?3), h 0, 1, 2, 3, vier stetige, stctij
differenzierbare réelle Funktionen der reellen Variablen xk; w « f(z)
Zuheh heiBt dann eine in H gegebene e-Funktion von z.
(h)

Définition: Die e-Funktion w f(z) heifit in H linksregvlàr, wenn:

ist, zoo w{k) die Abkûrzung :

v Ck w<k> 0 (I)

11.»w
dux

bedeutet.

GemâÛ den Abmachungen ùber % ist I. die Abkûrzung fur vier Glei-
ohungen, die auf Grund der Tafel so lauten:

0,

21



Dies sind die Diroc'sohen Gleichungen bei fehlenden Ruhmaesen6).
Sind die Funktionen uh zweimal stetig differenzierbar, so folgt aus I.
sofort:

t0<OO) _ ^(11) _ ^,(22) _ ^(33) _ 0 (III)

Denn differenziert man I. nach xt und subtrahiert von der Gleichung
mit l 0 diojenigen fur l 1, 2, 3, so bleibt links wegen ctck + ckct 0,

l^k\ Z,Jfc= 1, 2, 3 und cock — ckc0 0 gerade die Gleichung III. ûbrig.
AuBer den e-Funktionen fuhren wir die c-Funktionen ein :

W F(z) v Uh(xQ, xx, x% s3) ch
(A)

wobei die Voraussetzungen iiber die Uh dieselben sind, wie uber die uh.

Définition: Die c-Funktion W F(z) hei/it in H regulâr, wenn :

v W<*> ck 0 (IV)

ist9 wobei Wik) die Abkûrzung

bcdeutet.

Die linke Seite von IV. liegt nicht in £#, sondern in Œ3. Da 7 Einheiten
auftreten, miissen nach unsern Abmachungen 7 Koeffizienten null sein,
was die reellen Bedingungsgleichungen ergibt:

[0)= 0 U<02)+ J7(2°>== 0 U™+ J7f= 0 (V)

Hâtte man (IV) so geschrieben:

V ck W<k> 0
(*)

so h&tten sich genau dieselben Gleichungen (V) ergeben. Man unter-
schcidet hier somit nicht zwischon rechts- und linkaregulâr.

DzQ e3 regulare Funktionen gibt, wird so gezeigt: Wir definieren di>
konjugiorten GrôÛen in CC, durch:

^ JS xk ck wo co c0, ïk— — ck, h 1, 2, 3.
(t)

*) Siehe etw» die unter 4) sitiorte Dissertation, p. 44.
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Unter der Norm von z:n(z) verstehen wir:

n(z)=*zz~zî — #J — a£ — z%

Es gelten die beiden leicht zu bestatigenden Hilfsformeln :

z) S ckzck~ — 25
<*> (*)

Jetzt kann sofort der Satz bewiesen werden:

Satz: In jedem Hyperraume H, der keine PunkU des Hyperkegels
n(z — d) 0 enthdlt, ist

eine regulâre c-Funktion von z. Dabei ist d irgend eine bezûglich z konstante

Orôpe von Qo.

Denn:

wegen der beiden Hilfsformeln.

3. Intégrale
Es sei H ein endlicher abgesohlossener Hyperraum, dessen Grenz-

hyperflache B orientierbar ist. R besitze in jedem Punkte f eine ins Innere
von H gerichtete Normale, die durch den Einheitsvektor fk, ifc 0,1,2,3,
gegeben sei. Man setzt :

wo dr das Hyperflâchenelement von J? in f ist. Naoh dem GauB'schen
Integralsatze gilt fur je 16 in H stetige, stetig differenzierbare, endlioho
und réelle Funktionen Phk der xk(h, k o, 1, 2, 3):

m
Multipliziert man dièse Gleiohung mit eh und addiert (iber aile h, so

folgt:

23
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Jetzt sei w eine linksregulâre e-Funktion, W eine regulâre c-Funktion
in H. Jïan wahlt fur die Phk die eindeutig bestimmten Komponenten von

Wcu w v phk eh h 0, 1, 2, 3

Dann folgt:

f (WdZw •

<A) <*> A) <*>
'

»>

Wegen der Regularitâtsbedingung von W und w ist:

v (WckwYk) v (Wik) ck) w + W v ck w<k) 0

Daher mufi
O (VI)

sein.

I. Hsuptsûtz : Ist w eine in H linksregulâre e-Funktion, W eine in H
regulâre c-Funktion, so ist fur jede in H liegende geschlossene orientierbare

Hyperflâche R:
f WdZw 0 •

Man sieht ohne weiteres die Umkehrung ein :

Sets: Ist W eine in H regvlâre, in Jceinem vierdimensionalen Kontinuum
verschwindende c-Funktion, und w eine in H stetig und stetig differenzierbare
e-Funldion; gilt ferner filr jede geschlossene, orientierbare Hyperflâche R
in H die Beziehung :

WdZw^O
(R)

so ist win H linksregulâr.

4. Zweiter Integralsatz
Es sei J? eine gegebene orientierbare Hyperflâche. Aufderjenigen Seite

von jR, zu dor man von den Punkten von R aus gelangt, indem man in
ïlfchtung der negativen a;0-Axe fortschreitet, sei ein abgeschlossener
Hyperraum § gegeben, zu dessen Begrenzung R gehôre. Die Punkte z von
5 solîen die Eigenschaft haben, daB aile Strahlen aus zt deren Winkel mit
der + ayAxe ^—sind, R in einem und nur einem Punkte treffen. In £ sei

w f(z) eine linksregulâre e-Funktion. Wir wahlen einen festen Punkt z
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in $, der nicht auf R liegt, und ziehen von ihm aus aile Strahlen, dorcn
jT UT.

Winkel mit der + a:0-Axe ^ --— e sind, 0 < fi < — ; dieselben, genommen

bis zum Schnittpunkt mit JB, legen einen Hyperraum H9 fest, der Teil-
bereich von £ ist. Die Begrenzung von H9 ist der Hyperkreiskegel K9 und
ein Stûck E9 von R. Aile Punkte von H§ kônnen gegeben werden duroh:

: t COS tx

t sin tx sin
wo: ist.

£2 — x2 t sin 2} cos t% sin^f8

£3 — xz « $ sin ^ cos ta cos ^8

• ist die Lange der Strahlen von z bis zum Schnitt mit R, also eine ein-
nAu£K9 ist tx= ——f, aufdeutige Funktion von tX9 t2t tz, z0, x^, x2

j?c < ^ zu setzen.

Wir schlieBen jetzt noch z selbst aus H9 aus, indem wir um z eine Ideîno
Hyperkugelschale Kr mit dem Radius r legen, also nur t ^ r betrachtcn.
r muÛ so klein sein, daB Kr keine Punkte mit jR gemein hat. Dio so

amputierten Bereiche H9 und Ke seien Jï^ und JT^. In H9 ist die c-Funktion
«)"*({ — 2)""1 regulâr. Nach dem ersten Hauptsatz wird somit:

/ + / + Jn (f - *)-» (p=ï)r» dZf (0 - 0 (a)

wobei dZ ins Innere von JET^ gerichtet ist. In dieser Gleichung lasscn wir
r ->• 0 gehen, Wegen der Stetigkeit und stetigen DifiFerenzierbarkeit von
f(z) ergibt eine elementare Rechnung die Existenz des ersten Intégrais:

T- T -
s?. /-/ /

(Er) 0 -^
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Daher muû auch das zweite Intégral in (a) existieren, und wir kônnen
den Grenzwert von (a) fur r -> 0 so schreiben :

J
r

(b)

fur aile 0 < s < ¦?•
4

Wir berechnen jetzt den Grenzwert des mittlern Intégrais in (b) fur

6 -*0. Auf KB ist tx -r— e, und somit wird, da die Normale ins Innere

von K9 gerichtet ist, nach einer elementaren Beehnung:

Cq Cx C2 C3

dt dt dt dt

dt% dt2 dt%

1

dtz dh dtz 3*3

wo dr sinal j —e\ t* cos t2dtdt2dt3 das Hyperflàchenelement von K9 in C

ist, und der Index — s in (C — z)_, bedeutet, dafi an Stelle von tx ~ £

der Wert ^ — + s zu setzen ist. Nun ist auf KB : n(Ç —- z) t* sin 2e.

Der Faktor (C — z)~l (C~2)-.fl bleibt fiir e -> 0 endlich und ergibt in der
Fonn n (C — z)"1 (f —• z) (C — «)-f geschrieben wegen :

- (C -
den Grenzwert:

lim (C-2)""1 (C-*)-. - —2) + (f —

Daraus folgt, daB der Grenzwert des mittlern Intégrais in (b) fur
e -? 0 existiert und gleioh:

=***'«>
('*>



ist. Somit mufi auch der Grenzwert des dritten Intégrais in (b) existieren,
und (b) geht iiber in:

(Ko)

lim
B+o 7r(cotg 2e + 1g tg e)
lim l Cn(C - *)-* (r=i)-1 dZ /(C) - 0(t 2 + 1 t e) J

Um den letzten Grenzwert zu berechnen, bezeichnen wir die zwei-
dimensionale Schnittflâche des Hyperkegels, fur den tx konst. ist, mit
Re durch Ftl. Fur e 0 ist sie der Schnitt von Ko mit H und sei kurz
mit F bezeiohnet. Setzt znan dZ dZ*dtv so wird naoh bek&nnton

Rezepten :

v ?-•/ sin* 2fi sine cosc

Wie friiher gezeigt wurde, ist fur tt —— s die Norm n(f — z)

fa sin 2e und * ~r=r (f — 2) + (C — z) Daher ergibt der Grenzwert,
r 2

falls man noch dZ* Adf setzt, wo df das Flaohenelement in f auf JF1 ist,
den Ausdruok :

2

(F)

Setzt man dies in (c) ein, so entsteht der

H. Hauptsatz : Ist f{z) ira Hyperraume H eine linksregidâre e-Funkiion
(d. h. eine Lôsungsfunktion der Dirac'schen Differentialgleichungen), wo H
eine feste Hyperflàche R in seiner Umgrenzung enthàlt und die weiicrc
Eigenschaft hatf dafi in jedem seiner Punkte z die positive Seite der Erzeu-
genden des Hyperkreiskegels :

(C« - *o)* - (Cl - *l)f ~ (f. - *.)* ~ (C. - *»)* - 0 (1)

die Hyperflàche R nur in einem Punkte schneidet, so giU die Formel :

(F)



wo K die lîantelhyperflàche des HyperkreiskegeU. (1) zwischen z und R,
and F die Schnittfldche dieser Mantelhyperflàche mit R ist.

Ira ersten Integra! iiber K ist:

C — z -r=r (c0 + sin tic1 + cos t2 sin
F 2

im zweiten ûber F :

cos *2 cos *3 c3),

f — z -£-. (C() + sin lfcx + cos <2 sin <3ca + cos ^2 cos $3c3)
V2

zu sotzen, wo q die Lange der Erzeugenden von (1) zwischen der Spitze
des Hyperkegels und R ist. Das Vorzeichen von A ist durch die Riohtung
der Normalen auf R gegen H bestimmt. Sein Wert ist

dZ*
df

: dZ*

Ho

9C.

Ho
dtt

ac3

H,

dt% dtz ist

wobei tx ¦¦

n und t q f d. h. die betreffende Funktion q von ^, t2

einzusetzen ist.
Der wichtigste Fall fur das physikalische Problem ist wohl derjenige,

ia dem R die Hyperebene x0 Zeit konst. ist. Nimmt man an, daB

/ (2) auf R, also zu einer gegebenen Zeit bekannt ist, so zeigt der II. Haupt-
c^tz, dali f(z) in irgond einem andern Momente durch eine lineare Intégral-
gUicJiung gegeben ist. Dabei hàngt der Wert im Punkte z nur von den
Y/erten der Funktion in der Schnittkurve F des Kegds (1) mit R ab. Die
Funktion ist eindeutig bestimmt, und es ist die Môglichkeit gegeben, die
Funktion nach den Eigenfîinktionen der Kern-c-Funktion von VII zu
entwickeln. Ich behalte mir vor, in einer weitern Arbeit darauf zuriick-
zukommen.

(Eingegangen den 28. Mârz 1943.)
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