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Gibt es unentscheidbare Séatze?

Von PauL FINSLER, Ziirich

1. Formale Systeme

Vor ungefihr 18 Jahren habe ich gezeigt, dal man in formalen Sy-
stemen allgemeiner Art Sidtze angeben kann, die durch formale Beweise
in den Systemen selbst nicht entscheidbar sind, die aber durch eine
inhaltliche Uberlegung doch entschieden werden koénnen!). Dabei wurden
nur solche formalen Beweise als zulissig betrachtet, bei denen der inhalt-
lich festzustellende Sinn einen logisch einwandfreien Beweis ergibt.

Spéter hat Herr K. Gddel versucht, in den Principia Mathematica und
verwandten Systemen ebenfalls formal unentscheidbare Sitze anzu-
geben?). Er konstruiert zu diesem Zweck einen Satz, der seine eigene
formale Unbeweisbarkeit behauptet. Eine inhaltliche Uberlegung zeigt,
daf ein solcher Satz in einem widerspruchsfreien System richtig, also
tatsdchlich unbeweisbar und damit auch unentscheidbar sein mufl. Wire
er namlich falsch, so wire er formal beweisbar und folglich richtig. Merk-
wiirdig bleibt, daB eine solche unmittelbare Einsicht hier im speziellen
Fall von denselben als giiltig betrachtet wird, die glauben, sie als all-
gemeines Beweisprinzip verwerfen zu miissen.

Nun muf3 aber bei Gédel ein formaler Beweis nur gewissen formalen
Bedingungen geniigen ohne Riicksicht auf seinen wirklichen Sinn. Diese
abgeinderte, in den formalen Theorien allerdings iibliche Behandlungs-
weise hat jedoch zur Folge, daB jetzt prinzipiell kein Hindernis mehr
besteht, den oben angegebenen, sehr einfachen und, solange er gedanklich
gefithrt wird, korrekten Beweis fiir den angeblich formal unbeweis-
baren Satz doch formal darzustellen. Dies ergibt aber einen Widerspruch
und es folgt, daB Herr Godel keineswegs die Existenz von Sétzen nach-
gewiesen hat, die in einem allgemeinen Sinne formal nicht entscheidbar
wiren, sondern er hat gezeigt, daBl die von ihm betrachteten Systeme,

1) Formale Beweise und die Entscheidbarkeit, Math. Zeitschr. 25 (1926),
S. 676—682. Das in § 9 dieser Arbeit gegebene Beispiel 1a8t sich auch durchfiihren, wenn
nur die ,,in endlich vielen Schritten* vorzunehmenden Beweise arithmetischer Natur
fiir einfache Zahlenfolgen durch einen passenden Formalismus festgelegt werden, es
beantwortet also eine von P. Lévy in seiner Abhandlung Sur le principe du tiers
exclu et sur les théorémes non susceptibles de démonstration, Revue de
Métaphysique et de Morale 33 (1926), S. 253 — 258, insbes. S. 254, im AnschluB an
Ausfithrungen von R, Wavre, Logique formelle et logique empiriste, ebenda
S. 656—175, aufgestellte Frage.

2) Uber formal unentscheidbare Siatze der Principia Mathematica und
verwandter Systeme I, Monatsh. f. Math. und Phys. 38 (1931), S. 173—198.
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sofern sie nur gewisse einfache und inhaltlich korrekte Schliisse enthalten,
formal widerspruchsvoll sind.

Wenn also umgekehrt diese Systeme doch widerspruchsfrei sein sollen,
so muf} darin wenigstens einer von diesen Schliissen fehlen. Tatsédchlich
kommt in den iiblichen Systemen?) der folgende Schluf3 nicht vor:

,»Aus der Beweisbarkeit von 2 folgt A,
oder in Zeichen:

,,Bew W — A

Man darf also im Rahmen der formalen Systeme diesen Schlufl zum
mindesten nicht fiir Beweise verwenden !

Wenn man nun aber den genannten Schluf} in das System aufnimmt,
so dndert sich der Begriff der Beweisbarkeit, und zwar, wie schon be-
merkt, so stark, dafl entweder der formal unentscheidbare Satz nicht
mehr darstellbar oder aber das System widerspruchsvoll und somit
jeder Satz beweisbar wird. Um dies zu vermeiden, mufl man die
Aufnahme des Schlusses verbieten!

Dafl nun aber ein richtiger Satz ,,unentscheidbar‘ wird, wenn man
eine zu seinem Beweis notwendige Schluflweise verbietet, diirfte doch
wohl selbstverstdndlich sein. Wenn man die SchluBweise der vollstdndigen
Induktion verbietet, so ist schon a + b = b -+ a fiir natiirliche Zahlen
ein ,,unentscheidbarer‘’ Satz.

Die ,,Inkonsistenz‘‘ gewisser neuerer Formalismen wurde durch
S.C. Kleene und J. B. Rosser nachgewiesen?). Es konnte dabei wohl
der Eindruck entstehen, dal3 die Widerspriiche in diesen Systemen von
der Aufnahme an sich unzulidssiger SchluBweisen herrithren. Nach den
vorangehenden Bemerkungen braucht dies aber nicht der Fall zu sein.
An sich einwandfreie, auf die Formalisierung beziigliche Schliisse kénnen
gerade durch die Formalisierung falsch werden, so daf also diese nicht
zu ,,groBerer Exaktheit®, sondern zur Vernichtung fiihrt.

Wenn man aber bei den Beweisen nicht allein auf die Form, sondern,
wie zu Anfang bemerkt, auf die inhaltliche Bedeutung achtet, so ver-
schwinden die Widerspriiche, man braucht nichts mehr zu verbieten
und kann tatsidchlich formal unentscheidbare Sdtze angeben. Wenn man
jetzt die Beweise fiir die Wahrheit solcher Sidtze formal darzustellen ver-
sucht, so miBlingt dies, weil diese Beweise eben durch die Formalisierung
inhaltlich widerspruchsvoll, also falsch und daher ungiiltig werden. Die
Beweise werden durch ihre formale Darstellung in derselben Weise falsch,
wie die Behauptung ,,Ich schweige falsch wird, sobald man sie ausspricht.

3) Wie mir Herr P. Bernays bestitigt hat.
4) The inconsistency of certain formal logics, Ann. of Math. 36 (1935),

S. 630—636.
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Wie man sieht, hingen diese Dinge eng mit den logischen Paradoxien
zusammen; solange iiber diese keine Klarheit besteht, kann man auch
keine feste Grundlage finden. Nun habe ich schon mehrfach angegeben,
wie die Paradoxien zu losen sind?®), doch scheint dies bisher kaum beachtet
oder verstanden worden zu sein. Ich bespreche deshalb hier noch die
Paradoxie des ,,Liigners*‘.

Die Uberzeugung, daB jede Paradoxie 16sbar sein muB, fithrt auch bei
der Betrachtung eines Satzes zum Ziel, der seine eigene Unbeweisbarkeit
in absolutem Sinne behauptet, und man erhilt hierbei Aufschlufl iiber die
Existenz oder Nichtexistenz von absolut unentscheidbaren Sitzen.

2. Die Paradoxie des ,,Liigners*

Man konnte fragen, ob die Paradoxien nicht eher zur Philosophie als
zur Mathematik gehéren. Wihrend aber in der Philosophie viele Mei-
nungen bestehen konnen, darf es in der Mathematik nur eine strenge,
objektive Unterscheidung zwischen wahr und falsch geben. Dieser Stand-
punkt kann und soll aber auch bei der Behandlung der logischen Para-
doxien eingenommen werden; diese sind deshalb zur reinen Mathematik
zu rechnen.

Man kann Sétze angeben, die ihre eigene Falschheit behaupten, so z. B.
den Satz ,,Ich liige* oder ,,Die hier stehende Behauptung ist falsch. Es
entsteht die Frage, ob ein solcher Satz wahr oder falsch oder vielleicht
sinnlos ist.

Man schlie3t etwa so: Wenn der angegebene Satz wahr wire, so miil3te
er falsch sein, wire er aber falsch, so miilte er wahr sein. Der Satz kann
also weder wahr noch falsch sein, er ist daher sinnlos oder er hat wenig-
stens ,,keinen eindeutigen Sinn‘‘.

Diese Uberlegung ist jedoch nicht haltbar, denn sie fiihrt selbst zu
einem Widerspruch. Wir wollen jeden Satz, der nicht entweder ein-
deutig wahr oder eindeutig falsch ist, als ,,sinnlos‘‘ bezeichnen. Ein wah-
rer Satz ist aber nicht sinnlos, ebenso ist ein falscher Satz nicht sinnlos.

Wenn nun der angegebene Satz sinnlos wire, so wire die in ihm ent-
haltene Behauptung eindeutig falsch, denn die Behauptung besagt ja,
daB} der Satz falsch, also nicht sinnlos sei. Es folgt also, wenn der Satz
sinnlos wire, so wiire er falsch. Einen ,,verinderlichen Sinn kann der

5) 8.z.B. Gibt es Widerspriiche in der Mathematik? Jahresbericht der
Deutschen Math.-Ver. 34 (1925), S. 143—155; Uber die Lésung von Paradoxien,
Philos. Anzeiger 2 (1927), S. 183—192, 202—203; A propos de la discussion sur les
fondements des mathématiques, Les entretiens de Zurich sur les fondements
et la méthode des sciences mathématiques (Zurich 1941), S. 162—180.
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Satz aber schon deshalb nicht besitzen, weil er selbst nicht veranderlich
ist.

Die richtige Losung ergibt sich aus der Bemerkung, dafl man bei einer
Behauptung nicht nur auf den formalen Ausdruck, sondern auf den
wirklichen Sinn zu achten hat. Jede Behauptung hat aber den Sinn, daB}
das, was behauptet wird, wahr sein soll. Wenn jedoch gleichzeitig be-
hauptet wird, dal3 gerade dies falsch sei, so werden zwei entgegengesetzte
Aussagen behauptet und dies ergibt zusammen eine falsche Behauptung.
., und Nicht-U‘“ ist immer falsch, gleichgiiltig, ob A oder Nicht-A wahr
ist. Der angegebene Satz ist also eindeutig falsch®).

Aus der Tatsache, dall der Satz falsch ist, ergibt sich nun aber nicht,
daB er dann doch wahr sein miifite, denn ein Satz kann sehr gut falsch
sein, auch wenn ein Teil dessen, was er aussagt, wahr ist. Man kann bei
dem Satz zwischen einer expliziten und einer impliziten Behauptung
unterscheiden. Die explizite Behauptung, dal3 der Satz falsch sei, wire
fiir sich genommen wahr, aber zusammen mit der impliziten Behauptung,
daf3 er wahr sei, ergibt sich ein falscher Satz. Wenn ich jedoch sage: Die
Behauptung ,,Ich liige ist falsch, so ist dies ein wahrer Satz. Es ist ein
wesentlicher Unterschied, ob sich die Behauptung auf sich selbst oder
auf einen anderen Satz bezieht.

Ein Hauptgrund fiir das Entstehen von Paradoxien ist der, dafl die
impliziten Aussagen, die tatsdchlich vorhanden sind, tibersehen oder
nicht beachtet werden, und diese Gefahr wird jedenfalls bei einer rein
formalen Behandlung nur verstirkt.

Man wirft den inhaltlichen Uberlegungen gelegentlich vor, sie seien
,,vage“, und meint, nur eine rein formale Darstellung sei hinreichend
,,scharf*‘. Dieses Bestreben, den Sinn vollstindig durch Formeln zu
ersetzen, gleicht aber dem Versuch, die Farbe von Gegenstinden nur
nach ihrer Form zu beurteilen. Es ist verstidndlich, dal Farbenblinde an
solchen ,,formalen‘ Definitionen ein grofles Interesse besitzen; daB dies
aber der beste Weg ist, um iiber die Farben AufschluB zu erhalten, kann
doch wohl bezweifelt werden?).

Wenn man sich aber bei den inhaltlichen Uberlegungen an den Satz
vom ausgeschlossenen Dritten hilt, indem man eben diejenigen Dinge

%) Herrn K. Diurr verdanke ich die Bemerkung, dal sich diese Erklarung schon bei
A. Geulincx findet: Methodus inveniendi argumenta (1663), s. Arnoldi Geulincx
Antverpiensis Opera philosophica, rec. J. P. N. Land, Bd. II (1892), S. 25.

?) Vgl. z. B. A. Tarski, Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Spra-
chen, Studia philosophica (1935), S. 261—405. Aus § 1 dieser Arbeit geht hervor, daB3
der Verfasser nicht entscheiden kann, welche der von ihm angefithrten Satze tatsachlich
wahr und welche falsch sind.
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untersucht, fiir welche dieser Satz gilt, und wenn man sich ferner klar
macht, daf dabei jeder einzelne Widerspruch schon alles zerstéren wiirde,
so erkennt man, dal} es eine schirfere Unterscheidung als die zwischen
wahr und falsch in diesem Gebiet nicht geben kann. Man erkennt auch,
daB jede logische Paradoxie losbar sein mul}, dafl ein Widerspruch nicht
aus dem Nichts entstehen, sondern nur da herauskommen kann, wo
man ihn hineingelegt hat, dafl man also nur vermeiden muB, sich zu
widersprechen, um eine widerspruchsfreie Mathematik zu erhalten.

3. Die absolute Entscheidbarkeit

Wir wollen auch weiterhin eindeutige Sidtze betrachten, also solche,
die nur entweder wahr oder falsch sind. Jede Behauptung, die nicht ein-
deutig wahr oder eindeutig falsch ist, soll als ,,sinnlos‘“ bezeichnet
werden.

Es sei nun der folgende Satz vorgelegt?):

,,Die hier stehende Behauptung ist unbeweisbar.*

Dabei sollen jetzt aber nicht nur formale Beweise in Betracht gezogen
werden, sondern auch beliebige ideelle, sofern sie nur inhaltlich einwand-
frei sind. Diese letztere Bedingung besagt, dall aus der Beweisbarkeit eines
Satzes seine Wahrheit folgen muf}. Dies ist eine notwendige Forderung,
die man an den Begriff der Beweisbarkeit stellen mull. Weiteren Ein-
schrankungen soll aber dieser Begriff nicht unterzogen werden, denn es
wire sonst immer denkbar, dafl ein Satz, der sich mit einer solchen Ein-
schrinkung nicht beweisen laf3t, ohne diese Einschrdnkung, also auf
anderem Wege, doch beweisbar wére, und dies soll eben vermieden wer-
den. Wir betrachten also den Begriff der Beweisbarkeit in seinem groBt-
moglichen Umfang.

Es ist aber einleuchtend, dal man nicht einfach fordern darf, jeder
wahre Satz miisse beweisbar sein. Man kann vielmehr die Frage stellen,
ob es wahre Satze gibt, die nicht beweisbar sind. Es wiren dies absolut
unentscheidbare Sitze.

Wenn der oben angegebene Satz, welcher seine eigene Unbeweisbarkeit
behauptet, wahr wire, so wiire er selbst ein Beispiel eines solchen unent-
scheidbaren Satzes. Um aber zu wissen, daf3 er wahr ist, miifite man ihn
beweisen, und dies ist gemidB seiner Aussage unmoglich. Auf diese Weise
laBt sich also das genannte Problem nicht losen.

Wir wollen aber doch den Satz ndher untersuchen. Man kommt zu-
nichst wieder zu einer Paradoxie. Der Satz kann ndmlich auf jeden Fall

8) Eine ahnliche Formulierung findet sich bei D. Hilbert und P. Bernays, Grund-
lagen der Mathematik, 2. Bd. (Berlin 1939), S. 269—270.
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nicht sinnlos sein, denn daraus wiirde folgen, da3 die in ihm enthaltene
Behauptung und somit der Satz selbst wahr wire. Ein sinnloser Satz ist
ja sicher unbeweisbar, denn ein beweisbarer Satz ist wahr, also nicht
sinnlos.

Macht man nun aber die Annahme, der Satz und die in ihm enthaltene
Behauptung wiren falsch, dann wére er nicht unbeweisbar, sondern
beweisbar und folglich wahr. Wenn der Satz aber nicht sinnlos und nicht
falsch sein kann, so mufl er wahr sein. Damit ist anscheinend bewiesen,
daf} der Savz wahr ist. Fiir eine unbeweisbare Behauptung kann es jedoch
einen solchen Beweis nicht geben.

Um den Widerspruch zu lésen, mufl man wieder die implizite Aussage
des Satzes beriicksichtigen, welche besagt, dafl die Behauptung wahr
sein soll. Es ist zu untersuchen, ob diese Aussage mit der expliziten Be-
hauptung, daB3 sie unbeweisbar sei, vertrdglich ist oder nicht, und wir
kommen damit zu dem fritheren Problem zuriick, ndmlich zu der Frage,
ob es wahre, aber unbeweisbare Sitze gibt oder nicht.

Machen wir zunédchst die Annahme, dal3 es solche Sidtze nicht geben
kann, dann sind die beiden Begriffe ,,wahr’ und ,,unbeweisbar‘ mit-
einander unvereinbar, die implizite und die explizite Aussage des ange-
gebenen Satzes widersprechen sich und der Satz selbst ist falsch. Man
erkennt auch, daB3 der Satz nur dann falsch sein kann, wenn die beiden
Begriffe miteinander unvertriiglich sind, denn sonst wiirde aus der
Falschheit des Satzes folgen, dafl die explizite Behauptung fiir sich
falsch wére, daBl der Satz also nicht unbeweisbar, sondern beweisbar
wére und somit nicht falsch sein konnte.

Machen wir jetzt also diese Annahme, dal es wahre und zugleich un-
beweisbare Sitze gibt, dann sind die beiden Begriffe miteinander ver-
traglich und der angegebene Satz kann nicht falsch sein. Da der Satz
aber, wie schon gezeigt wurde, auch nicht sinnlos sein kann, so ist,
unter der gemachten Annahme, bewiesen, dafl der Satz wahr sein mul.

Jetzt konnen wir aber den folgenden Schlul} ziehen:

Wenn von irgendeinem eindeutigen Satz die absolute Unentscheid-
barkeit beweisbar ist, so ist auch die eben gemachte Annahme beweisbar,
d. h. dann ist beweisbar, dall es wenigstens einen wahren und zugleich
unbeweisbaren Satz gibt, denn entweder der betreffende Satz oder seine
Negation ist dann ein solcher. Dadurch wird dann aber der soeben an-
gegebene Beweis, dall der Satz, welcher seine eigene Unbeweisbarkeit
behauptet, wahr ist, zu Ende gefithrt, und dies ergibt einen Widerspruch.
Es folgt also das Resultat:
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Es gibt keinen eindeutigen Satz, fir den die absolute Unentscheidbarkeit
bewersbar ist.

Es bleiben hier zunédchst noch zwei Moglichkeiten, ndmlich:

Der Satz: ,,Es gibt eindeutige, aber absolut unentscheidbare Sitze“ ist
entweder falsch, oder er ist wahr, aber unbeweisbar.

Wire er niamlich beweisbar, so wiare wiederum beweisbar, daf3 es wahre
und zugleich unbeweisbare Sitze gibt, und dies fiihrt, wie eben gezeigt,
zu einem Widerspruch.

Die Falschheit des Satzes im ersten Fall kann also noch beweisbar
sein, wihrend der zweite Fall hochstens widerlegbar ist. Dies kann man
nun auch so ausdriicken :

Die Annahme, daf3 es keine eindeutigen, absolut unentscheidbaren Sitze,
also keine ,,unlosbaren mathematischen Probleme** gibt, i1st nicht wider-
legbar, sie ist ,absolut widerspruchsfrei*.

D. Hilbert hat das Problem gestellt?), zu zeigen, dal3 eine entsprechende
Annahme keinen ,,finiten‘‘ Widerspruch ergibt; wie man sieht, 148t sich
das Problem in absolutem Sinne losen.

Wenn man sich auf den Standpunkt stellt, da3 jeder ,,absolut wider-
spruchsfreie®‘, d. h. jeder nicht widerlegbare Satz als wahr betrachtet
werden darf, so mul} jeder falsche Satz widerlegbar und folglich jeder
wahre Satz beweisbar sein, sofern eben diese Begriffe ,,wahr‘‘ und ,,falsch‘
als absolute Gegensitze, d. h. als unvereinbar angesehen werden. Der
Satz, welcher seine eigene Unbeweisbarkeit behauptet, ist dann not-
wendig falsch. Es ist aber noch zu untersuchen, ob dieser Standpunkt
gerechtfertigt ist.

Die gegenteilige Annahme wiirde besagen : Es gibt einen falschen Satz,
der nicht widerlegbar ist. Was bedeutet es aber, daf} ein Satz falsch ist?
Es kann dies jedenfalls keine andere Bedeutung haben als die, dal} er
einen Widerspruch enthélt.

Nun macht man in der Mathematik wohl immer die Annahme, dal3
etwas Vorhandenes auch als gegeben betrachtet werden darf. Dies ist
jedenfalls ein evidentes Prinzip'?), sofern es sich um ein abstraktes
Gegebensein, nicht um eine praktische Aufweisbarkeit handelt.

Wenn nun aber ein in einem Satz enthaltener Widerspruch gegeben ist,
so wird der Satz durch eben diesen Widerspruch widerlegt.

9) Uber das Unendliche, Math. Annalep 95 (1926), S. 161—190, insbes. S. 180.

10y Es handelt sich hier nicht um das Auswahlprinzip; auch das Gegebensein einer
Gesamtheit wiirde gentigen.
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Es folgt also, daBl tatsdchlich jeder falsche Satz ideell widerlegbar ist.
Wenn aber die Negation eines Satzes widerlegbar ist, so ist der Satz
selbst beweisbar. Es folgt also weiter, daf} jeder wahre Satz beweisbar
und somit jeder beliebige exndeutige Satz ideell entscheirdbar ist.

Das Problem der ideellen Entscheidbarkeit 148t sich also auf diese
Weise, durch Zuriickfithrung auf die Bedeutung der Begriffe, sehr einfach
l6sen; die vorhergehenden Betrachtungen sind jedoch nicht tiberfliissig,
da sie auf andern Schliissen beruhen, die auch fiir die praktische Ent-
scheidbarkeit von Bedeutung sind.

Man konnte vielleicht noch den folgenden Einwand versuchen:

Es wire denkbar, dal ein Satz U keinen Widerspruch enthilt, daB
aber die Negation von 9, also U, ebenfalls widerspruchsfrei wire und
erst das ,,Zusammentreffen‘ beider Aussagen, also ,, % und A*, einen
Widerspruch ergibt. Wie ist dann die Entscheidung zu treffen?

Der Satz U kann hier nicht falsch sein; da aber auch U nicht falsch ist,
so kann U nicht wahr sein. Es folgt also, dal U sinnlos ist. Auch fiir eine
sinnlose Aussage ergibt das Zusammentreffen mit ihrer Negation einen
Widerspruch.

Die Annahme, dafl 9 sinnlos ist, ergibt jedoch keinen Widerspruch.
Andernfalls wiirde ndmlich folgen, daB3 U wahr oder falsch sein miifite.
Dies wiirde aber besagen, daB entweder U oder A einen Widerspruch
enthilt, was nach Voraussetzung nicht der Fall ist.

Muf3 nun aber eine sinnlose Behauptung nicht falsch sein, da sie ja
implizit behauptet, sie sei wahr, und dies doch nicht stimmt ?

Fiir Sdtze, die wirkliche Behauptungen darstellen, ist diese Auffassung
tatsdchlich richtig; es gibt dann also keine sinnlosen, sondern nur wahre
oder falsche Behauptungen, und der soeben betrachtete Fall kann hier
nicht eintreten. In der Tat, wenn der Satz U eine unbedingte Behauptung
darstellt und keinen Widerspruch enthilt, so behauptet die Negation
von 9, dafl diese Behauptung U trotzdem falsch sei; sie enthilt also
einen Widerspruch und ist somit falsch. Die Negation von U besagt ja
stets: A ist falsch; es muB} also der ganze Satz verneint werden, nicht nur
eine darin enthaltene explizite Aussage. Es ist aber ein Widerspruch
gegeniiber der Bedeutung von ,,falsch*, wenn von einer widerspruchs-
freien Behauptung gesagt wird, sie sei falsch.

Man kann sich aber auch Sitze denken, die nicht den Sinn haben, daf3
sie ihre unbedingte Wahrheit behaupten sollen. Nach unseren Fest-
setzungen sind diese Sdtze als sinnlos zu bezeichnen, auch wenn sie in
anderem Zusammenhang einen Sinn haben konnen.
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Als Beispiel kénnte das Parallelenaxiom genommen werden, oder auch
der Satz:

,,Die Zahl n ist eine gerade Zahl.

Es kommt hier auf den Sinn des Satzes an. Wenn iiber die Zahl n sonst
nichts ausgesagt und der Satz als unbedingte Behauptung gemeint ist,
so ist er falsch, denn die Zahl » kann auch eine ungerade Zahl sein. Wenn
der Satz aber nur eine Annahme, eine Forderung oder Festsetzung be-
deutet, so ist er keine Behauptung, d. h. er ist als Behauptung ein sinn-
loser Satz, wenn er auch als Annahme sinnvoll sein kann.

4. Die praktische Entscheidbarkeit

Die soeben abgeleiteten Ergebnisse liefern noch kein Hilfsmittel, um
bei einem beliebigen Satz die Entscheidung wirklich durchzufithren. Sie
haben aber doch nicht nur theoretische Bedeutung. Insbesondere kénnen
sie einen Ansporn'!) dazu liefern, auch schwierige Probleme anzugreifen,
und eine Erleichterung, sie zu lésen, denn es ist doch sicher viel leichter,
etwas zu suchen und zu finden, wenn man weil3, dafl es da ist, als wenn
man mit der Moglichkeit rechnen muB}, dal3 es das, was man sucht, gar
nicht gibt.

Von praktischer Bedeutung ist aber auch die Folgerung:

Es ist unmoglich, von irgendeinem eindeutigen Satz (der also nur wahr
oder falsch sein kann) die absolute Unentscheidbarkeit zu beweisen.

Es 148t sich also z. B. das Cantorsche Kontinuumproblem sicher nicht
in der Weise erledigen, dafl man zeigt, die betreffende Vermutung ist
weder beweisbar noch widerlegbar.

Weiter findet man:

Wenn von einem eindeutigen Satz gezeigt werden kann, daf} er auf keine
Weise widerlegbar ist, so ist er damit schon bewresen.

Die Resultate dndern sich aber, sobald man den Begriff der Beweis-
barkeit einschriankt. Eine zunichst sehr schwierig erscheinende Para-
doxie erhidlt man, wenn man zwar ideelle, rein gedanklich gefiihrte
Beweise zulidBt, aber doch nur so weit, als wir sie tatsidchlich durchfiihren
koénnen. Um die Sache deutlich zu machen, will ich die Beweisbarkeit
auf die mir selbst zur Verfiigung stehenden Hilfsmittel einschrinken.
Ich betrachte jetzt den Satz:

,,Die hier stehende Behauptung kann ich nicht beweisen.

Ist dieser Satz wahr oder falsch oder etwa sinnlos? Die friiheren

11) Vgl. D. Hilbert, Mathematische Probleme, Géttinger Nachrichten (1900), S. 253
bis 297, insbes. S. 262 (Gesammelte Abhandlungen 3. Bd., 8. 290—329, insbes. S. 298).
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Schliisse versagen, da ich sicher nicht jeden Satz entscheiden kann. Aber
der angegebene Satz kann nicht sinnlos sein, denn sonst wire er bestimmt
wahr. Die implizite Behauptung, dall der Satz wahr sei, steht mit der
expliziten nicht in Widerspruch, und aus der Annahme, der Satz sei
faisch, folgt, daB} die explizite Behauptung fiir sich falsch ist, d. h. es
folgt, dafl ich den Satz beweisen kann; ein beweisbarer Satz muf} aber
wabr sein. Damit habe ich anscheinend bewiesen, daf3 der Satz wahr
sein muB}, und doch kann dies nicht stimmen, denn wenn er wahr ist,
kann ich ihn nicht beweisen.

Die Bemerkung, daf hier die nicht scharf festgelegte personliche
Leistungsfihigkeit eine Rolle spielt, kann fiir sich genommen die Para-
doxie nicht beseitigen. Es bleibt die Frage, ob der Satz tatsdchlich wahr
oder falsch ist.

Um die Losung zu finden, ist es gut, sich an dhnlichen Paradoxien
zu orientieren. So ist, wie sich oben schon gezeigt hat, ein Satz, der seine
eigene formale Unbeweisbarkeit behauptet, wahr, der zugehorige Beweis
ist aber nur dann einwandfrei, wenn er nicht in formaler Darstellung
gefiihrt wird. Ebenso ist es nun hier: Der oben angegebene Satz ist wahr,
der zugehorige Beweis ist aber nur dann einwandfrei, wenn ich ihn nicht
selbst fithre. Sobald ich selbst versuche, den Satz zu beweisen, verstricke
ich mich in Widerspriiche und der Beweis wird falsch. Es ist mir also
tatsdchlich nicht moglich, den angegebenen Satz zu beweisen. DaB3 ich
ihn nicht beweisen kann, das allerdings kann ich leicht beweisen, denn
aus der Annahme, ich kénnte ihn beweisen, ergibt sich ja sofort ein
Widerspruch. Damit habe ich aber noch nicht bewiesen, dafl der Satz
wahr ist, denn wenn er falsch wéire, konnte ich ihn ebenfalls nicht be-
weisen.

Darf ich trotzdem behaupten, dafl der Satz wahr ist?

Antwort: Ja, aber nur deshalb, weil ich den Satz glauben muB. Ich
weill ja, daB der Beweis des Satzes in Ordnung ist, sobald andere als ich
ihn fithren. Andere kénnen wohl etwas tun, was ich nicht tun kann; ich
jedoch kann das nicht. Die anderen verstricken sich nicht in einen Wider-
spruch, wenn sie den Satz beweisen wollen, der besagt, dafl ich ihn nicht
beweisen kann. Wenn ich nun aber weif3, daf3 andere einen Satz beweisen
koénnen, den ich nicht beweisen kann, so bleibt mir nichts anderes iibrig,
als diesen Satz zu glauben.

Daf} es Dinge gibt, die man nicht beweisen kann und doch glauben
muB, hat man wohl schon oft gesagt. Es erscheint aber doch merkwiirdig,
daB hier ein bestimmter Satz vorliegt, von dem sich dies direkt zeigen
1aBt.
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Es bleibt noch die Frage, ob durch diese Erkenntnis die vorhergehenden
Resultate nicht stark eingeschrinkt werden, da wir ja unsere menschliche
Unvollkommenheit nicht abstreifen konnen. Tatsédchlich wird man Sétze
bilden konnen, deren Beweis praktisch so kompliziert ist, dafl man damit
nicht zum Ziel gelangt!?). Die vorstehenden Betrachtungen zeigen aber,
daB3 Sitze, die wir nachweisbar nicht entscheiden kénnen, in irgendeiner
Weise auf unsere Leistungsfahigkeit Bezug nehmen miissen, daf} sie also
nicht der reinen Mathematik angehoéren. Dies gilt auch fiir den Fall, daf
man direkt zeigen konnte, dafl wir bestimmte, an sich mégliche mathe-
matische Operationen nicht ausfiihren und auch nicht auf ausfiihrbare
Operationen zuriickfithren koénnen; mathematisch gesehen wiirde dies
nur eine Annahme und kein Beweis sein.

Wenn man sich aber auf rein formale Darstellungen beschrinkt, so ist
man an einen tatsichlich abzidhlbaren Bereich gebunden, und dabei kann
allerdings viel Wertvolles verloren gehen.

12) Vgl. dazu P. Cérésole, L’irréductibilité de 1’intuition des probabilités et
Pexistence de propositions mathématiques indémontrables, Archives de psy-
chologie 15 (1915), S. 255—305.

(Eingegangen den 7. April 1944).
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