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Eine elementare Àbleitung der
isoperimetrischen Ungleichung fur Polygone

Von H. Hadwiger (Bern)

In einer kiirzlich erschienenen Note hat G. Bol1) einen ersten vollstândig
elementaren Beweis der isoperimetrischen Ungleichung

L2-—4:7iF>0 (1)

fur konvexe Polygone mit Umfang L und Flâcheninhalt F mitgeteilt.
Das Beweisverfahren beruht auf der Bildung der ,,Parallelpolygone nach
innen" nach Th. Kaluza.

Nachfolgend2) gebe ich eine ebenfalls einfache neue Ableitung der
Ungleichung in der folgenden verschârften Gestalt

£2 - 4tzF ^ -^ (s - 2r)2 (2)

Hierbei bezeichnet r den Radius des Inkreises und s die Lange einer
beliebigen Sehne des Polygons, die durch den Mittelpunkt des Inkreises
hindurchlàuft. Gleich wie bei G. Bol werden fur die Durchfuhrung nur
elementarste, der Planimetrie angehôrende Formeln fur Làngen- und
Flâchenmessung benôtigt.

Zunâchst definieren wir den àuBeren Parallelbereich eines nicht not-
wendig konvexen Polygons im Abstand g. Dieser wird durch aile Punkte
gebildet, die zu einem Kreis vom Radius q gehôren, dessen Mittelpunkt
dem Polygon angehôrt. Dabei soll ein Punkt des Randes der betreffenden
Figur auch als zur Figur gehôrend betrachtet werden.

Im ersten Teil wird eine Relation induktiv abgeleitet, die man zweck-

mâfiig als Steinersche Ungleichung bezeichnet. Dièse Relation stellt eine

naheliegende Erweiterung der bekannten Formel fur den Flâcheninhalt
des àuBeren Parallelbereiches eines konvexen Polygons von J. Steiner*)
auf nicht notwendig konvexe Polygone dar. — Im zweiten Teil wird die

angekûndigte Verschârfung der isoperimetrischen Ungleichung als Folge-

x) G. Bol, Einfache Isoperimetriebeweise fur Kreis und Kugel. Abhandlungen
aus dem Math. Seminar der Hansischen Universitat, 15, 27—36 (1943).

2) Es handelt sich ura einen Beweis, den Verf. am 3. Dezember 1943 in der Mathema-
tischen Vereinigung in Bern vorgetragen hat.

3) J.Steiner, Ûber parallèle Flachen. Mber. Preufi. Akad. Wiss. 1840, 114—118.
Ges. Werke Bd. 2, 173—176.

305



rung der Steinerschen Ungleichung dargestellt. Der Kerngedanke des
Beweises besteht darin, daB das fraglich konvexe Polygon als Loch in
einem umfassenden Polygon aufgefaBt wird.

1. Es bezeichne F (g) den Flâcheninhalt des âuBeren Parallelbereiches
eines einfach zusammenhàngenden Polygons vom Umfang L und
Flâcheninhalt F im Abstand g. Dann gilt die Steinersche Ungleichung

F(q) ^F+ Lg + ng* (3)

Eine elementare Diskussion lehrt folgendes: Der Parallelbereich eines
Punktes ist ein Kreis, derjenige einer Strecke lâBt sich in ein Rechteck
und in zwei Halbkreise zerlegen; der Parallelbereich eines Dreieckes zer-
fâllt in das ursprûngliche Dreieck, in drei Rechtecke und in drei Kreis-
sektoren, die sich zu einem vollstândigen Kreis zusammensetzen lassen.
Man erkennt nun unmittelbar, daB die Relation (3) fur die genannten drei
Parallelbereiche richtig ist, und zwar gilt in allen drei Fàllen insbesondere
das Gleichheitszeichen. Hierbei ist allerdings zu beachten, daB als Umfang
einer Strecke die doppelte Streckenlànge in die Formel eingeht.

Wir beweisen nun die Ungleichung (3) durch vollstàndige Induktion:
Es sei zunâchst (3) richtig fur aile Polygone mit den Eckpunktszahlen
1, 2, 3,... n. Dièse induktive Voraussetzung ist nach dem Voraus-
gehenden jedenfalls fur n — 3 richtig. Es liège nun ein Polygon vom
Umfang L und Flâcheninhalt F mit n -f- 1 Ecken vor. Durch eine geeig-
nete Sehne s der Lange s zerlegen wir das Polygon in zwei Teilpolygone,
deren Eckenzahlen n nicht ubersteigen. Ihre Umfànge und Flâcheninhalte
bezeichnen wir mit Lx, L2 und F1}F2, so daB die Relation

F FX + F2, L Lx + L2-28 (4)

gelten. — Da nun ein Punkt des Parallelbereiches des ursprûnglichen
Polygons zu mindestens einem Parallelbereich der beiden Teilpolygone
und ein Punkt des Parallelbereiches s (g) der Sehne s sicher zu beiden
Parallelbereichen der Teilpolygone gehôrt, gilt die folgende Relation fur
die Flâcheninhalte dieser Parallelbereiche

Auf Grund der induktiven Voraussetzung kann fur die Teilpolygone die

Ungleichung (3) beansprucht werden. So folgt zunâchst
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F(q) ^F,+F2 + (L,

und mit Rucksicht auf (4)

L2)q — (2sq

(6)

Damit ist der induktive Beweis von (3) geschlossen.

2. Wir wenden uns nun dem Beweis der isoperimetrischen Ungleichung
(2) zu. Das ursprunglich gegebene konvexe Polygon P vom Umfang L
und Flâcheninhalt F umschlieBen wir vollstândig durch ein Quadrat Q

der Seitenlànge a, dessen Mittelpunkt mit dem Inkreismittelpunkt
zusammenfâllt. (Vgl. die untenstehende Figur.) Es sei r der Radius des

Inkreises. Eine Gerade durch den erwàhnten Mittelpunkt durchsetze
das Polygon lângs einer Sehne der Lange s und durchschneide das Ring-
polygon R, das das ursprungliehe Polygon umfaBt, làngs der beiden
Strecken p und q ; ferner zerlege dièse Gerade den Umfang des Polygons
in die zwei Teile L± und L2 und halbiere den Umfang des umschlieBenden
Quadrates. Die Flâche des Ringpolygons werde entspreehend in die
beiden Teile Fx und F2 zerlegt. Offenbar gelten die nachstehenden Rela-
tionen

L L, + L2, F + F, + F2 a\ s ^ 2r (7)

Wir wâhlen nun q so, daB

(8)
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gilt. Es bezeichne mm der Reihe nach R(g), F^g), F2(g), p(q), q(g)
den Flàcheninhalt des àuBeren Parallelbereiches im Abstand g des Ring-
polygons R, seiner beiden Teile Fx und F2 und der beiden Strecken p
und q. Da mm einerseits jeder zu R(g) gehôrende Punkt in wenigstens
einem der beiden Flàchenstùcke F±(g) und F2(g) enthalten ist, und da
andererseits jeder zu p(g) oder q(g) gehôrende Punkt sicher in beiden
Flâchenstiicken Fx(g) und F2(g) gleichzeitg liegt, gilt die Relation

P(Q) + q(Q) ^ F,(g) -r F2(g) (9)

Hierbei ist noch zu beachten, daB die beiden Flàchenstùcke p(g) und
q(g) wegen (8) keine gemeinsamen inneren Punkte aufweisen. Ebenfalls
imHinblick auf (8) folgert man weiter, daB der Parallelbereich R(g) des

Ringpolygons mit dem entsprechenden Parallelbereich des Quadrates Q

identisch wird. Offenbar ist nur zu zeigen, daB jeder Punkt im Innern
des Polygons P zu E(g) gehôren muB. In der Tat: Wurde dort ein Punkt
nicht zu R(g) gehôren, so wûrde der Kreis, den man mit dem Radius g

um ihn legt, keinen Punkt des Randes des Polygons P enthalten (vgl. die
Définition des àuBeren Parallelbereiches), so daB man einen Kreis bilden
kônnte, der noch ganz im Innern des Polygons P liegen wûrde, dessen

Radius andererseits grôBer als r wâre, im Widerspruch zur Définition
des Inkreises. So kann also

R(Q) a2 + ±ag + ng2 (10)

gesetzt werden. Wendet man nun auf die beiden Flâcheninhalte F1(g)
und F2(g) die Steinersche Ungleichung (3) an, so geht die Relation (9)
mit gleichzeitiger Beriicksichtigung von (10) liber in

a2 + 4ag + ng2 + 2pg + ng2 + 2qg + ng2 ^

oder nach verschiedenen Kûrzungen und Rucksicht auf (7)

FS-Lg — 7ig2. (11)

Durch eine naheliegende quadratische Ergânzung schlieBt man weiter
auf die Relation

L2 — éiiF ^(L — 27tg)2. (12)
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Fur q — r stellt (12) eine bekannte Verscharfung der isoperimetrischen
Ungleichung dar4).

Addiert man die beiden mit q r und q — — resultierenden Un-

gleichungen, so gewinnt man mit Verwendung der einfachen Ungleichung

2(*a + /3*)^ (« — /?)*

noch die Relation

L2 - 4 7iF > ^- (s - 2r)2 (13)

und damit die behauptete Verscharfung.
Wie man ohne weiteres einsieht, kann das isoperimetrische Defizit,

also der Ausdruck auf der linken Seite von (13), nur dann verschwinden,
wenn jede durch das Zentrum des Inkreises gehende Sehne der ursprung-
lichen konvexen Figur die Lange 2r hat, was nur dann moglich ist, wenn
die Figur mit dem Inkreis zusammenfallt. Dièse Moglichkeit besteht fur
ein Polygon also nicht.

(Eingegangen den 14. Februar 1944.)

4) Vgl. T. Bonnesen, Ùber eine Verscharfung der isoperimetrischen
Ungleichung des Kreises m der Ebene und auf der Kugeloberflache nebst
einer Anwendung auf eine Minkowskische Ungleichheit fur konvexe
Korper. Math Ann 84, 216—227 (1921) K. Th. Vahlen, Zwei Beweise fur die
isoperimetrische Haupteigenschaft des Kreises. Ann. Mat pura appl. 10,
121—124 (1932)
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