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Uber die Nullstellen von Funktionen,
die Losungen Sturm-Liouville'scher Differential-
gleichungen sind

Von E. Maxkai, Budapest

1. Ubersicht

In zwei fritheren Arbeiten (FuBnoten %), ¢)) habe ich die Eigenwerte
gewisser Randwertprobleme untersucht, die zu Sturm-Liouville’schen
Differentialgleichungen

y'+ Ao(x)y =0 und  (p(x)y’) + A¢q(z)=0 (1.1)

gehoren. Ich habe mit variationstheoretischen Hilfsmitteln gezeigt, da3
falls die GroBlen g(x) bzw. p(x) und ¢ (x) gewissen Bedingungen unter-
worfen sind, man fiir die Eigenwerte 4, obere Grenzen angeben kann, die
im allgemeinen schirfer sind, als die bisher bekannten. In dieser Ab-
schitzungsformel spielt der Integralmittelwert von Vp(x) bzw. von
Vp(z) [ q(x) eine wesentliche Rolle. (In den klassischen Abschitzungs-
formeln figurieren die Maxima und Minima dieser Ausdriicke.)

Nun werde ich diese Abschitzungsformeln aufs neue beweisen, und
zwar mit dem anderen wichtigen Verfahren der Eigenwerttheorie, mit der
Vergleichsmethode von Sturm. Diese Beweismethode hat zwei Vorteile.
Erstens lassen sich die Sétze in verschirfter Form aussprechen; zweitens
kann man zwanglos ein Gegenstiick dieser Sitze beweisen, das in gewissen
Fillen gute untere Schranken fiir die Eigenwerte 4, angibt (§ 3, Satz 1
und 2).

Unser eigentliches Ziel ist aber nicht Eigenwertabschédtzungen zu
geben, sondern aus der GroBe der Eigenwerte auf die Nullstellen der
Losungen der Gleichungen (1.1) zu schlieBen. Wie diese beiden Probleme
zusammenhéngen, erdrtern wir vorhergehend an einem moglichst ein-
fachen Beispiel im § 2. Der Satz 3 (§ 3) ist eine Ubertragung des Inhaltes
der beiden ersten Sitze auf das Problem der Nullstellenabstinde.

Eine Reihe der bekannten Differentialgleichungen der Analysis haben
eine solche Form, daB unsere Sitze auf sie anwendbar sind. Ein allge-
meiner Typ solcher Differentialgleichungen sind Gleichungen von der
Form y” 4+ Ap(x)y = 0, wo o(x) eine in einem gewissen Intervall von
unten aus konkave Funktion ist, oder ¢ = @ mit ¢”(x) < 0 ist. Ein
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anderes interessantes und leicht zu behandelndes Beispiel ist die Diffe-

rentialgleichun
¢ ¢ (p(x)y') + Ap(x)y = 0. (1.2)

Die Nullstellen der Losungen dieser Gleichung liegen — roh gesagt —
dquidistant. Zu diesem Gleichungstyp gehoéren die Legendre’schen und
ultrasphiérischen Funktionen. Ein hier nicht zu behandelndes Beispiel
ist die Differentialgleichung der Jacobischen Polynome; mittels der
Transformation z = cos & kann sie auf die Form (1.2) gebracht werden

(§ 4).
In den néchsten beiden Paragraphen beschiftigen wir uns mit den
Wurzeln der Hermite’schen Polynome. Wenn x, ;, %, 5, - .., Z, , die in

abnehmender Reihenfolge geordneten Wurzeln des n-ten Hermite’schen
Polynoms bedeuten, dann kénnen wir fiir die GroBen

Vant+1
T(:::,,,,,)=_—-f]/2n—|—1~—a:2 dx =
Zn,k
1 Tn k Tn k V x?lk )
=n+ = (arccos : _—1— .
( 2) V2n+1 V2n+1 2n + 1
Tn k T
O<arccos——-———'——<——)
( = Ven +1 2

enge Schranken angeben. Im § 5 beweisen wir, dafl 7'(z,,, ;) zwischen den
Schranken (k — })7 und k= liegt, falls x,, , positiv ist. Im § 6 erhalten
wir nach einer eingehenderen und allerdings auch schwierigeren Unter-
suchung, daB fiir positive Wurzeln z, ,, also fiir k< [n/2], T'(=, &) =
(k— 1+ &n, 1) ist, wo ¢, , eine kleine positive Zahl bedeutet. Von
den Zahlen ¢, , beweisen wir die Ungleichungen

En1,k << En k> En k< Ep k1

0,0052 < &, , < 0,0087, 0<s,,<0,0036 (k>1).

Die numerischen Konstanten hingen mit den ersten beiden Wurzeln der
Airy’schen Funktion zusammen. Sie sind bestmégliche Konstanten.

Um das Vorstehende zu veranschaulichen, kénnen wir folgendermafen
verfahren : Wir zeichnen in der (z, y) Koordinatenebene einen Halbkreis,
der in der oberen Hilfte der Koordinatenebene liegt. Sein Mittelpunlkt
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ist der Anfangspunkt; die GroBe des Halbmessers ist ¥2n + 1. Der
Punkt (¥2n + 1, 0) sei mit 4 bezeichnet. Wir zeichnen nun die Geraden
T = &, ; (¥, , > 0). Diese Geraden sollen die z-Achse im Punkte B, und
den Halbkreis im Punkte C, schneiden. T'(x, ;) ist dann die GréBe der-
jenigen Fliche, die durch die Geraden AB,, B, C; und den Kreisbogen

R‘k begrenzt ist. Von diesem Kreisteile behaupten wir, daf die Grofe seines
Flicheninhaltes zwischen den engen Schranken (k— })m und (k—0,2413)x
lregt.

Im § 7 geben wir vor allem eine direkte Abschétzung fiir die Wurzeln
x, ; der Hermite’schen Polynome, das heit eine doppelte Ungleichung
von der Form s, , <z, , <8, ; [Formel (7.6)]. Diese Ungleichung gibt
eine groflenordnungsgeméf bessere Abschitzung der Zahlen z, ,, als die
mir bekannte, von Szego stammende beste Abschitzung (7.6a). Ja sogar
fiir die eingehend untersuchte grote Wurzel von H () gibt sie eine Ein-
schrinkung, die teilweise besser ist, als die bisher bekannten. Ebenso
lassen sich enge Schranken fiir die Differenz «, ; — w, , finden, engere,
als die von E. Hille (Fullnote 13)) angegebenen. Endlich um die Giite
unserer Schranken zu veranschaulichen, geben wir eine Tabelle fiir die
Schranken der Wurzeln von H,,(x).

Im § 8 beschiftigen wir uns mit den Laguerre’schen Polynomen. Wenn
wir die Wurzeln des Laguerre’schen Polynoms L{™(z) in wachsender
Reihenfolge mit 2", !, , ..., 2", bezeichnen, erhalten wir die Ab-

schitzungen
) fV4”+2“+2 S

(
(<54

(k——;-—{—g%) f ‘/4%—}—2(x—{—2———a¢2—]-i dx<lcn o=
0

IA
vo|

und

Dol =

wo R den Realteil bedeutet. Fiir |x| < 3 kénnen wir der obigen Ab-
schitzungsformel eine dhnliche anschauliche Bedeutung geben, wie bei
den Hermite’schen Polynomen. Durch die Substitution x = &2 erhalten
wir namlich

V(@)

(0‘)
n,k
fV4n+2“+2__xdx—f V4n+2oc—|—2~—.§2d§
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und das bestimmte Integral an der rechten Seite kann wieder als die
GroBle des Flicheninhaltes von einem Kreisteile gedeutet werden.

Das Wesentliche bei diesen Abschitzungen, ebenso wie bei der Ab-
schitzung der Wurzeln der Hermite’schen Polynome, ist, dal} eine
Funktion f(x) angebbar ist, fir die die Differenz f(x, ) — f(%, 1)
nahezu konstant bletbt. Diese Funktion von z ist z. B. bei den Hermite-

Ven+1

schen Polynomen f(x) = [ ¥2n+41—a?dx. Die ihr entsprechende

Funktion ist in der Theorie der zugeordneten Kugelfunktionen und den
Jacobi’schen Polynomen schon lingst bekannt : sie ist f () = arc cos x =
1

1 — eyt

z
Eine Verfeinerung der obigen Abschitzungen fir die Wurzeln der

Laguerre’schen Polynome kénnten wir auf einem ebensolchen Wege
geben, wie wir die Ergebnisse des § 6 aus denen des § 5 erhielten. Anstatt
dessen wihlen wir im § 9 einen ganz anderen Weg, der von den Resultaten
der iibrigen Teile dieser Arbeit gar keinen Gebrauch macht. Nur der
Grundgedanke des § 9 ist mit dem des ganzen Aufsatzes gemeinsam.
Dieser Grundgedanke ist, dafl wir Differentialgleichungen von der Form
(1.1) mittels einer geeigneten Transformation in eine solche Gestalt

d2

—5 Y(X) + [1+ R(X)] Y(X) =0 (1.3

iiberfithren, wo |R(X)| im allgemeinen klein gegen 1 ist. Die Losungen
dieser Gleichung werden dann angendhert in der Form ¥ = x cos (X + f)
darstellbar sein: die Nullstellen dieser Losungen liegen also nahezu
dquidistant. Aus den Nullstellen der Gleichung (1.3) schlieen wir mit
Hilfe der Transformationsfunktion X = X (z) auf die Lage der Null-

stellen der urspriinglichen Gleichung (1.1).
Nun hat E. Moecklin (sieche FuBnote 7)) eine asymptotische Formel
fiir die klassischen Laguerre’schen Polynome gefunden, die von der Form
LO(z) ~ A(x) cos [X(x) —-’5]

4 (1.4)

[X(x):n(2z9+sin 29) +8%, x=4n sin® 94 , 0<0<~g—]

ist. Diese Funktion stellt nach Tricomi (FuBnote 1°)) eine sehr gute
Approximation des Polynomes L{”(z) dar. Es liegt also der Gedanke nahe,
daB wenn wir in die Differentialgleichung der Laguerre’schen Polynome
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vom Index 0 anstatt x die mit (1.4) definierte neue unabhéngige Ver-
dnderliche X (x) einfilhren und anstatt y eine geeignete Verdnderliche
wahlen, zu einer Gleichung vom Typ (1.3) gelangen. Die Abschitzung
der Nullstellen der Losung dieser neuen Gleichung gelingt prinzipiell
leicht, obwohl viel Einzelarbeit erforderlich ist. Wir erhalten fiir die
Zahlen X (x(;) folgende Ungleichungen (n > 3):

X(xﬁ’,%)<kn-———§- (1<k <n)
i < X(29,) < e 1<k < [1‘.]
* "k 1 1 =" =12 (1.5)
T 1602
X(x;o,)k) >N — Y1 ([—g‘] <ks n)

Hier bedeutet j, bzw. y, die k-te positive Wurzel der Bessel’schen
Funktion 0-ter Ordnung und erster bzw. zweiter Art. Aus diesen Formeln
folgt leicht der einfache Zusammenhang (vgl. § 10):

| X&) — (k—hml< 5 — = .

Die Schranken (1.5) sind fiir kleine Werte der Zahl & besser, als fiir
grofle. Fir die Giite der Abschitzung sei bemerkt, dal wenn k < [n/2]
ist, die oberen und unteren Schranken schon bei n = 6 weniger als 1%,
sich unterscheiden.

Am Ende dieses Paragraphen geben wir noch nebst numerischen Bei-
spielen eine direkte Abschitzung fir die grof3te Wurzel des n-ten
Laguerre’schen Polynoms. Sie lautet

1 ~1
tn—6,03n% < 2%, < 4n—4,46n3 + 1,660 ° .

Damit ist bewiesen, daB 4n — 2, von der GréBenordnung O (n%) ist. —-
Es ist noch zu bemerken, daBl in diesem Paragraphen, ebenso wie im § 7,
wesentlich feinere Untersuchungen nétig sind, als in den iibrigen Teilen
dieser Arbeit.

Im folgenden § 10 erhalten wir durch Anwendung unserer allgemeinen
Sdtze rasch eine gute obere Schranke fiir die Nullstellen der Bessel’schen
Funktionen 0-ter Ordnung und erster bzw. zweiter Art. Sie lautet mit
den oben angewendeten Bezeichnungen:
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1
8n(k—1)’

1
8n(k—3)

Je<(k—1) 4+

Y < (k—32)m +

Endlich beschiftigen wir uns im § 11 mit der Differentialgleichung der
Mathiew’schen Funktionen. Wir erhalten — nebst einer oberen Schranke
der Nullstellenabstinde gewisser Mathieu’schen Funktionen — fiir die
Eigenwerte der Differentialgleichung solche Schranken, die asymptotisch
gleich mit den Eigenwerten sind [Formeln (11.2, 3, 5)].

2. Zusammenhang zwischen Eigenwertabschitzung Sturm-Liouville’scher
Probleme und Nullstellenabschitzung der Losungen derselben Probleme

Eine Reihe der sogenannten klassischen Polynome der Analysis, so die
Polynome von Legendre, Laguerre, Hermite, Jacobi sind Losungen von
Sturm-Liouville’scher Differentialgleichungen, sind also Loésungen ge-
wisser Eigenwertprobleme. Die Eigenwerte dieser Probleme sind in diesen
klassischen Féllen immer bekannt, wihrend es im allgemeinen Falle eine
recht schwierige Aufgabe ist, die Eigenwerte Sturm-Liouville’scher Pro-
bleme nur einigermaflen zu approximieren. Im Falle der klassischen
Polynome stehen also im Vordergrund der Interessen nicht die Eigen-
werte, sondern andere Eigentiimlichkeiten, z. B. die Verteilung der
Wurzeln der l6senden Funktionen.

Die beiden bekannten Probleme, nimlich das Problem der Eigenwerte
und der Nullstellenverteilung stehen im engen Zusammenhange: aus
Eigenwertabschitzungen koénnen wir auf die Nullstellenverteilung
schlielen. Zur Veranschaulichung dieser Behauptung betrachten wir ein
moglichst einfaches Beispiel. Die Differentialgleichung

y'+ bo(x)y=0, (2.1)

wo p(x) eine positive stetige Funktion ist, habe eine Losung y,, deren
Nullstellen zwischen a und b liegen sollen. Weiter sei vorausgesetzt, dal
im Intervalle (a, b) die Funktion p(x) zwischen den Grenzen « und B
(0 < & < B) bleibt. Die Nullstellen z,, z,, ..., , (%, < %,,) von y, sind
dann alle voneinander verschieden. Nun betrachten wir das folgende
Eigenwertproblem : Gesucht sei der kleinste Wert von 4, fiir welchen die
Differentialgleichung y” + Ap(z)y = 0 eine Lésung mit den Rand-
bedingungen y(x,) = y(x,,,) hat. Dieser Wert von A liegt nach einem

bekannten Satze zwischen
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=) 7 ™ =)
— und —
Lr+1— Tk B Lr+1 — Tg ot

Andererseits ist dieser Wert nach unserer Voraussetzung gleich 1,. Also
haben wir die Ungleichungen

7 l—f;‘ < Xy — T (2.2a)
und
n | ):: = Te41— Tg (2.2b)

zu welchen noch die Ungleichungen

r,—asnm et und b———a:,,gnl/—%’—‘— (2.3)

&

zukommen. 1)

Aus den Ungleichungen (2.2) und (2.3) ist schon leicht eine obere und
untere Grenze fiir die GroBen z, zu finden. Ja es geniigen schon die
Zusammenhinge (2.2b) und (2. 3) fiir die Einschrinkung der Zahlen z,.
Aus ihnen erhalten wir

a+an—%l§xkgb—(n+ l—k)nVA"
& : (0.4

3. Siitze iiber die GroBe der Eigenwerte gewisser Sturm-Liouville’scher
Probleme

Die im § 2 benutzte Eigenwertabschitzung ist eine der einfachsten,
aber zugleich eine der am wenigsten scharfen. In gewissen Féllen ist es
zweckmaéfiger, die folgenden Sétze zu gebrauchen.

Satz 1. Die Funktion o(x) seir folgenden Bedingungen unterworfen.

Erstens sei sie im offenen Intervall { a, b > endlich, positiv und stetig, mit
stetigen ersten und zweiten Ableitungen. Zweitens sev die Griofle

r(z) =50 — 400" (3.1)

1) Von den letzten beiden Ungleichungen beweisen wir nur die erste: Wire namlich

x; so weit von a entfernt, dal ihre Differenz groBer, als Jrl/ln [ a ausfalle, so miillte
zwischen @ und z; noch eine Wurzel von (2.1) sein, was aber im Widerspruch mit
der Tatsache steht, daB z; die kleinste Wurzel von y,, ist.
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vm Intervalle { a,b > uberall nichitnegativ und n einem Teilintervalle
(@', b’) von Null verschiedenem Mafe ausgesprochen positiv. Dann gilt fiir
den n-ten Higenwert der Differentialgleichung

y" + Ap(x)y = 0 (Randbedingungen y(a) = y(b) = 0) (3.2)
die Ungleichung

Tn 2

b
IVM dx

A, < 2) (3.2a)

Wenn aber die Grifie r (x) anstatt der zweiten Bedingung die Ungleichung
r(x) < 0 erfillt und wn einem endlichgroflen Teilintervalle von (a, b) das
Zeichen < gqilt, dann wird

Ay > [\ (3.2D)

| Vo(x) da

Beim Beweise gehen wir von der bekannten Tatsache aus, daf} die
Differentialgleichung (3.2) mittels der Transformation X = X (x) und

dX :
Y = V—d? y auf die Form

a:y
—JF—{—P(X)Y:O (3.3)
gebracht werden kann?). Die Funktion X (x) soll dabei derartig sein, daf3
ihre Ableitung im Intervall (a, b) positiv ausfalle. Fiir den Koeffizient

von Y gilt der Zusammenhang

P(X(x)) = 4, gg’? +—2- -—‘j%; — -5}((—,”31 L (3.4)

Es sei nun
X(@) = | Vel du ; (3.5)

dann wird
P(X(@)) = 1+ g0 (3.58)

o(x)]3

?) Diesen Satz habe ich mit variationstheoretischen Hilfsmitteln in einer weniger
allgemeinen Form schon bewiesen. [Uber eine Eigenwertabschiatzung usw.
Compositio Mathematica 6, (1939) 368—374]. Diese spezielle Form des Satzes reicht
aber zur Behandlung der hier zu betrachtenden Probleme nicht tiberall aus.

3) Siehe z. B. A.R. Forsyth: Lehrbuch der Differentialgleichungen (deutsch von
H. Maser), Braunschweig, 1889, S. 103.
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sein, wobei 7(z) durch die Relation (3.1) definiert ist. Ferner sei X (a) =
A, X(b) = B. Wir kénnen nun behaupten: wenn r(z) =0 (@ <x <b)
ist, dann gilt

P(X)z4, (A=X<B),

und zwar, wenn im ersten Falle das Zeichen der Ungleichung in einem
Intervalle vom Mafle grofler als Null giiltig ist, so wird es auch in der
zweiten Relation so sein. Ferner ist es klar, dafl Y(4) = Y (B) = 0 ist,
und daB die Funktion Y (X) im offenen Intervalle { A, B> ebensoviele
Nullstellen besitzt wie die Funktion y () im offenen Intervalle { a, b >.

Jetzt vergleichen wir die Gleichung (3. 3) mit der Differentialgleichung

d*n(X)

—axT + A, n(X) =0 (Anfangsbedingung 7(4) = 0.)

Da Y(A) = 0 ist, konnen wir auf Grund eines wohlbekannten Satzes be-
haupten, dafl im Intervalle (4, B) die k-te Nullstelle von Y (X) nicht
grofler sein kann, als die von 4 berechnete k-te Nullstelle von #, d. h.

kx
A .
T V7

n

Insbesondere gilt

nm
Vi,

(Wir kénnen hier das Zeichen < anstatt < brauchen, da wir vorausge-
setzt haben, dafl im Intervalle (4, B) die Funktion P(x) in einem Teil-

intervalle von nicht verschwindendem MafBe groBer als 4, ist.) Die letzte
Ungleichung kann auf Grund von (3.5) in die Gestalt

B< A+

b
B—A=X(b)— X(a) = f]/_g(x)dx < —-%’5:
umgeformt werden, was gleichbedeutend mit der Formel (3.2a) ist.
Den zweiten Teil des Satzes kann man auf genau demselben Wege
beweisen ; eben darum wiederholen wir den Beweisgang nicht.
Eine fiir uns niitzliche Erweiterung des vorstehenden Satzes ist der
folgende

Satz 2. Die Funktionen p(x) und q(z) seien im Intervalle {a,b )
endlich, positiv und stetig, mit stetigen ersten und zweiten Ableitungen.
Wenn nun p(x)- g(x) mit s(x) bezeichnet wird, weiter die Grofe

t(x) = 582—4ss”" —4pqs’ (3.6)
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tm Intervalle { a, b iberall nichtnegativ ausfillt und in einem Teilinier-
valle desselben ausgesprochen positiv ist, dann gilt flir den n-ten Eigenwert
der Differentialgleichung

-j-—p(x) _;:-v y 4+ Aq(x)y = 0 (Randbedingungen y(a) = y(b) =0.)

dx
(3.7)
dre Ungleichung

A< nn fy (3.8a)

e
I Vi o=

a

Wenn hingegen t(x) im Intervalle { a, b itberall nichtpositiv bleibt und
in einem endlichgroflen Teilintervalle desselben ausgesprochen negativ ist, so
gilt die Ungleichung

n 2

Y
’ Vq(x) i
o T p(2)
Die Aussagen des Satzes 2 lassen sich leicht auf den Satz 1 zuriick-

fithren. Denn wenn wir die Gleichung (3.7) mit p(x) multiplizieren und

anstatt = eine neue unabhingige Veridnderliche x, durch die Relation
dx

P(2)

A, > (3.8h)

= dz, einfiihren, erhalten wir

2

(p(x)—g;)zy + Ap(z) g(2) y = die Y1+ Api(z) gu(zy) =0, (3.9)

WO

Y= Y1) = y(x(x,)) , po(xy) = p(T(2y)) , @(2y) = q(x(xy))

ist. Gleichung (3.9) ist aber von derselben Form wie Gleichung (3.2) und
es ist leicht zu sehen, daBl die Transformation z— z, die n-te Eigen-
funktion des Problems (3.7) in die n-te Eigenfunktion des Problems (3.2)
iiberfiihrt. Was den weiteren Gang des Beweises betrifft, bemerken wir,
daB die Formel (3.8a) mit (3.2a) auf eben solcher Weise zusammen-
hiingt, wie die Formel (3.8b) mit (3.2b). Darum geniigt es, uns allein

4) Diesen Satz habe ich in einer spezielleren Form schon bewiesen. Vgl. E. Makas :
Eine Eigenwertabschatzung bei gewissen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung. Matematikai és Fizikai Lapok, 48, 1941, 510—532. (Ungarisch
mit deutschem Auszug.)
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mit dem Beweise der Ungleichung (3.8a) ausfiihrlicher zu beschéftigen.
Zum Beweise schicken wir eine Bemerkung voraus, ndmlich, da3 das

Vorzeichen von

r1(2,) =5 (&%‘1 [P1(x1) Q1(x1)] )2 —4 [pl(xl) 41(371)]&% [P1(331) Q1(x1)]

dasselbe ist, wie das Vorzeichen der mit Gleichung (3.6) definierten
GroBe t(x). Dies 148t sich mit einer kurzen Rechnung bestéidtigen. Ferner
folgt aus der Definition von z,, dall wenn

() =0 (¢ =2 =b)

ist [@, und b, sind Losungen der Gleichungen a = z(z,) bzw. b = z(a;,)],
die Ungleichung

n 2

,?.n <

b

et N e o I 2

ay

gilt, was zu beweisen war?).
Unseren beiden Sitzen wollen wir noch eine andere, zu unseren An-

wendungen passende Formulierung geben. Wir formen nur den zweiten
Satz um, da er auch den ersten in sich faBt, in den folgenden

Satz 3. DieGrioflen p(x) und q(x) sollen die im Satz 2 vorgeschriebenen
Bedingungen erfillen. Ferner soll irgendeine Liosung y, der Differential-
levch
gleichung d (xi ey —o
7z PE) gz ¥yt 1@y =

vm Intervalle { a, b > an den in wachsender Reihe geordneten Stellen

Xyy Loy ovny Ty

%) Aus dem Beweisgange geht hervor, daBl wir unsere Aussage auch folgendermaBen
formulieren kénnen: Wenn im Intervalle (a,b) p(x) und g(z) den vorgeschriebenen
Bedingungen Geniige leisten, ¢(z) > 0 und

b
J‘ l/l LAC R
4 p ()
ist, ferner eine Losung der Differentialgleichung (3.7) an einem Endpunkt des Intervalles

(a,b) verschwindet, dann hat diese Lésung noch eine Nullstelle im Inneren
des Intervalles (a,b).
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verschwinden. Die Qrife t(x) sex mit Gleichung (3.6) defintert. Wenn nun
t(x) =0 (a < z < b) 1st, dann gilt

[V

(%)
P ()

dr<(l—ka (12k<l<m) (3.10a)

Wenn hingegen t(x) < 0 (@ < x < b) ist, dann st die Ungleichung
2y

q ()
f —p_@-dx>(l——k)n 1<k<l<m) (3.10b)

ok
erfallt.

Zum Beweise betrachten wir das Randwertproblem
d d :
3z P (x) 3z Y + A ¢q(x) y=0 (Randbedingungen y(x;) =y (x,)=0).

Die (I — k)-te Eigenfunktion ist y,, da sie auller den Stellen z, und z,
noch an den Stellen z,,,, z;,,,..., ;;, also (l—k—1)-mal im offenen
Intervalle < z,, z, > verschwindet. Der zugehorige Eigenwert ist 1. Nach
Satz 2 ist also die Grofle

groBer oder kleiner als 1, je nachdem ¢(x) im Intervalle { a, b ) iiberall
nichtnegativ oder nichtpositiv ausfillt. Dies ist aber gleichbedeutend mit
den Aussagen (3.10a) und (3.10Db).

4. Anwendungen. Die Legendre’sche und ultrasphérische Differential-
gleichung

In diesem Paragraphen wollen wir einige Klassen von Funktionen er-
wiahnen, fir welche die vorstehenden Satze anwendbar sind.

1. Wenn p(z) eine im Intervall { a, b > von unten aus konkave positive
Funktion ist, und den vorgeschriebenen Endlichkeits- und Stetigkeits-
bedingungen geniige leistet, dann wird die mit Gleichung (3.1) definierte
GroBe r(x) auch positiv ausfallen. Fiir die Eigenwerte der Differential-
gleichung y” + Ap(x)y = 0 gilt daher die Abschéitzung (3.2a).
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2. Wenn log po(z) eine im Intervalle ( q,b > von unten aus konkave
Funktion ist, dann wird r (x) auch positiv sein. Denn es ist

r(x) = @'2 4 402 (—log 0)" >0 .

Diese Klasse der Funktionen ist allgemeiner, als die vorher erwihnte,
denn sie umfaf3t auch den Fall 1.

3. Als Anwendung des Satzes 2 betrachten wir die Differential-

gleichung

d d
7z P@ 5y + p(@)y =0. (4.1)

Die in den Ungleichungen (3.8a) und (3.8b) vorkommende Gré8e
b
fne
[V
J 1 q(x)
wird jetzt gleich b — a sein. Wenn also im Intervalle ( a, b ) die mit
(3.6) definierte Grofle ¢(x) durchaus positiv bzw. negativ bleibt, so gilt

fiir den n-ten Eigenwert des ersten Randwertproblems der Gleichung
(4.1) mit den Randbedingungen y(a) = y(b) = 0 die einfache Ab-

schitzung
A, < nE ) bzw. 4, > nr 2,
b—a b—a

oder in anderer Form

nit nmw
b _— < e ot b . b _— > s .
‘=5 TN

Die Funktion p(x) kommt in diesen Abschitzungen nicht explicit vor.

Den ersten Fall, den Fall ¢{(x) > 0 wollen wir eingehender diskutieren.
Es seien «’ und z” zwei benachbarte Nullstellen irgendeiner Losung von
(4.1). (a < 2’ < 2" < b). Dann gilt

o — gl < —— ,
Va
denn es ist A der zu den Randbedingungen y(z’) = y”(x) = 0 gehérende
erste Eigenwert. Wenn also «,, z,, ..., z, die in wachsender Reihenfolge
geordneten Nullstellen im Intervall (a,b) einer beliebigen Losung von
(4.1) bedeuten, dann wird
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7 4
— —= - T s m m—1 << =, b—az, <——_
e A TN Vi
(4.2)
sein, oder was dasselbe ist,
k:m
b—(m—£Fk T cx<at ==

Aus der Reihe der Ungleichungen (4.2) miissen wir noch die erste und
die letzte beweisen. Da die beiden Fille analog sind, werden wir nur die
erste Ungleichung mit einer Deduktion ad absurdum bestétigen. Denn

nehmen wir an, dal =, —a = —%sei, dann miifite laut Anmerkung 5

eine Nullstelle der Losung zwischen @ und z, existieren. Das steht
aber in Widerspruch mit unserer Voraussetzung, ndmlich, daB x, die
kleinste Nullstelle im Intervalle {a,b ) ist.

Ein Beispiel fiir die Klasse der Differentialgleichungen (4.1) ist die
Legendre’sche Differentialgleichung

a5 sin —d%f(ﬂ) + Asind f(#) =0 . (4.3)

Die GroBe t(¢) ist hier gleich 4 sin? & (2 — cos? ), sie ist also im offenen
Intervalle ¢ 0, # > durchaus positiv. Aus den Vorhergehenden ist es klar,
daBl wenn die in wachsender Reihenfolge geordneten Nullstellen im
Intervalle { 0, > einer beliebigen Losung mit

O/ S
bezeichnet sind, dann gilt

A—(m—k+ 1) <, < T (4.4)

Vi Vi

Besonders interessant ist es, wenn A = n(n 4 1) und n eine ganze
Zahl ist. Gleichung (4.3) besitzt dann Losungen, die trigonometrische
Polynome n-ten Grades sind. Fiir die Nullstellen dieser Legendre’schen
trigonometrischen Polynome gelten die Ungleichungen

A 7T
y P — <

Va(n + 1) Vn(n + 1) (#-9)

8 <
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und die daraus folgenden Ungleichungen (4.4). Fiir eine bessere Ab-
schidtzung der Nullstellen niitzen wir die Symmetrieeigenschaft dieser
Polynome aus, ndmlich daB die Nullstellen auf der Zahlengerade symme-
trisch in Bezug auf —725 verteilt sind. Zwei Fille miissen wir unterscheiden:
erstens, wenn » ungerade und zweitens, wenn n gerade ist.

Der Fall n = 2v + 1. Die Nullstelle ¢,,, des Legendre’schen Polynoms

P,,., (cos 9) ist gleich —. Daraus folgt, mit Riicksicht auf (4.5), daB

2
Dpt1 L. — s P >2 ___%_L Usw.
- —17 2 Van+1) 5 - 2 Va(n + 1)
ist ; im allgemeinen
PSR LSS N N S S| =2
2 2 Va(n + 1) Va(n + 1) n 2
(4.6)
Der Fall n = 2v. Jetzt liegen 4, und 4,,;, symmetrisch in bezug auf
g—. Andererseits ist
1
Py — P, < le—)

Aus diesen beiden Tatsachen folgt, daB

T 1 7

ﬂn T
E>2 2 Va(n + 1)

ist und aus dieser Formel 148t sich fiir 9, dieselbe Formel (4.6), wie beim
vorigen Falle abzuleiten.

Aus den Ungleichungen (4.5) und (4.6) 148t sich endlich die fiir
ungerade, wie fiir gerade n in gleicher Weise giiltige Nullstellenab-
schiatzung

kn '/n+1 7T kn ( n )
e e —]. i '0 D ——" k=1,2,..., oy
Vu(n + 1) ( n ) g ~ kS Va(n+1) [2]

gewinnen. Zum Vergleich setze ich hier die mir bekannte beste, teils von
Stieltjes, teils von Szegé stammende Wurzelabschitzung der Legendre-
schen Polynome an ¢):

%) Stieltjes: Sur les racines de l'équation X, = 0. Acta Math. 9 (1886),
385—400. Szego: Inequalities for the zeros of Legendre polynomials ete.
Trans. Amer. Math. Soc. 39 (1936), 501—513.
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n+§:ﬂ<ﬁk<n+l (kwl’g’“"[—f])'

Die Indetermination der Zahlen ¢, ist in dieser Abschitzung groBen-
ordnungsgemill dieselbe, wie in der vorstehenden: die Differenz der
oberen und unteren Grenzen von ¢, ist ndmlich in beiden Féllen gleich

7 1
O (7{) '
4. Die Gleichung

%sin2‘ﬁ%y+n(n+2l) sin?! ¢.y =0, (4.7)
die Differentialgleichung der ultrasphirischen Funktionen, gehort auch zur
Klasse der Differentialgleichungen (4.1). » und [ sind in den folgenden
beliebige reelle Zahlen, die der Bedingung = (n -+ 2I) > 0 unterworfen
sind. Die GroBe (&) ist jetzt gleich 1617 sin 8249 . (1 — I cos?d). Hin-
sichtlich des Vorzeichens von ¢ () konnen wir drei Félle unterscheiden.

a) [ < 0. t(¢) ist nun im offenen Intervalle ( 0, # > durchaus negativ.
Also gilt fiir zwei benachbarte Nullstellen 4’ und 4”7 (0 < ¢’ < 4" < x)
irgendeiner Losung von (4.7)

T

 — E—_—
- Va(n + 21)

(4.8)

b) 0<l< 1. Jetzt ist £(d) im Intervalle (0, 7> positiv. Mit den
obigen Bezeichnungen gilt also

7T

YV — s
= Va(n + 21)

%) (4.9)

c¢) Endlich, wenn [ > 1 ist, ist das Vorzeichen von #(#) im Intervalle
{ 0, # > indefinit. Der Fall [ > 1 148t sich aber auf den Fall a) zuriick-
fiihren. Wenn namlich y eine Lésung von (4.7) ist, dann ist z = sin?-14.y
Loésung der Gleichung

7) Im Falle b) gibt es eine bessere Abschatzung, als (4.9) fiir die Wurzelabstande
einer ultrasphérischen Funktion, namlich

T %
n+l VamF2l)+8#
(Q. Szego: Orthogonal Polynomials, New York, 1939, S. 121).

9" — 9 <
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__{'l___ 2—21 iii — 1% sin2—2! s
dﬁsm 0d1‘} (n4+1) (m+2l—1)sin22P.2=0 .

Wenn nun ! > 1 ist, fiallt 2 — 2] negativ aus; im ibrigen sind die im
Intervalle ( 0, = > liegenden Nullstellen von y und z dieselben. Also gilt
auch in diesem Falle die Abschéitzung (4.8) 8).
b. Es sei nun y die Losung der Differentialgleichung (4.7). Die Funktion
1
z=sin' "2 9. y erfiillt die Differentialgleichung
(t—3)

sin 9

d dz

E—'ﬂ (Sln 0 d 0) ‘+"
die unter dem Namen der Differentialgleichung der zugeordneten Kugel-
funktionen bekannt ist. Die Funktion z(#) hat im Intervalle < 0,z >
dieselben Nullstellen, wie die Funktion y(#). Es ist also gleichgiiltig aus

unserem Standpunkte, ob wir Gleichung (4.7) oder Gleichung (4.10)
untersuchen. Diese letztere Gleichung lautet in iiblicherer Form

d dz s
W(smﬂdﬁ)—{—[n(n-{—l) sin ¢ — smﬂ]zzo' (4.11)

0

=0, (4.10)

[(n + l)2———i~] sin 4 —

Wir betrachten nur den Fall n (n + 1) > 0, m2 < n2, da die zugeordneten
Kugelfunktionen P’ (cos ¢#) auch diese Bedingungen erfiillen. In diesem
Falle ist #(¢#) durchaus positiv, also gilt fiir zwei beliebige benachbarte
Nullstellen &/, 9” einer Losung von (4.11), die die Bedingung

m2

m?
i - <Y " — i - )
arc sin Vn(n ) = ¥ < ¥ < m — are sin Vn(n 0 (4.12)
erfiillen, die Ungleichung
(4.13)
7:>[V'n(n+ szﬂ dd ,

deren Auswertung allerdings zu einem etwas komplizierten Ergebnis
fithrt. Es ist zu bemerken, dafl die Wurzeln der Gleichung P7 (cos #) alle
im Intervalle (4.12) liegen. (Die Bedingung (4.12) besorgt dafiir, daf
in der Ungleichung (4.13) unter dem Wurzelzeichen eine positive GrofBe
stehe.)

8) Streng genommen miissen wir hier zwei Falle unterscheiden: den Fall
m+1) m+21—1)>0 und =0. Unser Gedankengang laBt sich nur im ersten

Falle anwenden. Der zweite Fall 1aBt sich aber leicht erledigen und fithrt zu demselben
— hier nichtssagenden — Ergebnis (4.8).

12 Commentarii Mathematici Helvetici 169



b. Die Hermite’schen Polynome

Die Nullstellen der im vorigen Paragraphen betrachteten Polynomen
sind bereits ziemlich eingehend untersucht worden. Wir haben gesehen,
daB3 unsere Methode solche Ergebnisse liefert, die fiir groe n gréBenord-
nungsgemif ebenso gut sind, wie die auf anderen Wegen gewonnenen
Abschitzungen. Im folgenden wollen wir uns hingegen mit solchen
Polynomen beschéftigen, deren bisherige Wurzelabschidtzungen — im
Vergleich zu den ultrasphirischen Polynomen — ziemlich diirftig waren.
Als erstes Beispiel betrachten wir die mit der Formel

n

n pxd d —x2
H,(x)=(—1)"e o ©

definierten Polynome von Hermite. Diese Polynome geniigen der Diffe-

rentialgleichung
d? d

Wir bezeichnen die Wurzeln dieser Polynome in abnehmender Reihen-
folge mit

Ty 15 Ln2s- v s T om -

(Also ist x, , > %, x4;.) Die Nullstellen des n-ten Hermite’schen Poly-

noms sind identisch mit den Nullstellen der n-ten Hermite’schen Ortho-
xl

gonalfunktion y,(z) =e 2 H,(x), die der Differentialgleichung

d2

o Zn(®) + @+ 1— ) g,(z) =0 (5.2)

geniigt. Es ist also einerlei, ob wir die Nullstellen der Losungen von (5. 2),
oder von (5.1) untersuchen. Die letztere Gleichung ist insofern bequemer,
als sie zu dem im ersten Punkte des vorigen Paragraphen angedeuteten
Gleichungstyp gehort. Die GroBle 2n + 1 — a2 ist ndmlich eine von
unten aus konkave Funktion von z. Unser Satz 3 ist jetzt ohne weiteres
anwendbar mit den Bezeichnungen

px)=1, q(z) = 2n 4+ 1 — 2%.

q(z) ist positiv im Intervalle (—V2n + 1, ¥V2n + 1), in welchem be-
kanntlich alle Wurzeln der Hermite’schen Polynome fallen. Also gilt —
da in diesem Intervalle ¢{(z) > 0 ist — die Beziehung ?)

9) Wir beschranken uns absichtlich auf den Fall polynomialer Lésungen, obwohl
wir auf gleichem Wege Nullstelleneinschrinkungen fir alle Losungen von (5.1) bzw.
(5.2) ableiten kénnten, auch bei nichtganzzahligen n.
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Tk

’ V2n+1—x2de< (bk—ln . 1sk<l<n) (5.3

it N
Nun liegen die Nullstellen der Hermite’schen Polynomen auf der Zahlen-
geraden symmetrisch in bezug auf den Anfangspunkt. Daraus folgt, da8

wenn n eine ungerade Zahl ist, Tont1 = 0 wird. So erhalten wir einen
Iy

speziellen Fall von (5.3) fiir ungerades n und I = 3(n + 1):

xnzk
;<("j’§1-——k)n. (k=1z|_’§.]) (5.4)

0

(Der Kiirze halber lassen wir hier und im folgenden das Integrand
fort.) Dieselbe Relation besteht aber auch bei geraden n. Jetzt ist

nimlich die kleinste positive Wurzel # » und die groite negative
‘2

. Also haben wir nach (5.3) die Ungleichungen

I n = — X n
ﬂ,§+1 n,é—
xn’;} xnzﬁ
1 f f - [ 4
2 o 2
zn,?-{—l 0
und
x‘n”k
n
J < (—‘é‘—"k) T,
z, "
)

aus deren Addition wieder (5.4) hervorgeht. Nun ist

| 2nt+1
» 1 1
] =z (” + 'z“) % -
Wenn wir noch die Bezeichnung

Vant1
K, = ’

Zns1

einfithren, erhalten wie aus (5.4) und den beiden letzten Beziehungen
auf einfachem Wege die doppelte Ungleichung

(lc——%)n<v7'+l_§ k—1)n+ K, (k= 12[_’;_]) .
Znsk
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Fiir die GroBe K, konnen wir leicht eine Abschitzung auf Grund der
Anmerkung ) gewinnen, wenn wir dort A=1,p(x)=1, q(x) =
2n + 1 — 2% und weiter a=x,,, b=V¥2n + 1 setzen. Wenn nimlich
K, =n wire, so miifte zwischen x, ; und ¥2n + 1 noch eine Nullstelle
existieren, was aber in Widerspruch damit steht, dal =z, , die groBte
Nullstelle ist. Also ist K, < z und die doppelte Ungleichung, die fiir die
Zahlen z,,, Schranken gibt, lautet

Vg |
(k—1) =< ] Ve2n+1—a2de<kn (k:l,z,_,,,[_g;])

Znk

oder ausfiihrlicher
2
Tn ,k

Lo, k Zn,k
(k-‘—i) 7Z<('n+'%)(a»rc CO8 m — W‘/l“—zn—*_ 1) <IC T

(k:l?[%]) (5.5)

Tn k T 5
o < ist. 19

V2n + 1 2

WO

0 << arc cos

Zur Herleitung dieser Formel wurde der Sachverhalt ausgenutzt, daf3
die Hermite’schen Orthogonalfunktionen Lésungen von (5.2) sind, ferner
daf} ihre Nullstellen auf der Zahlengerade symmetrisch in bezug auf dem
Anfangspunkt liegen. Im nichsten Paragraphen werden wir diejenige
Eigenschaft dieser Orthogonalfunktionen ausnutzen, dafl sie mit wach-
sendem z gegen 0 konvergieren. Dies wird uns u.a. zu einer verschirften
Form von (5.5) fithren, namlich zu

e
k—1) =< J Ven+1—atde< (k—0,2413...) 7 , (5.6)

Tnyk

wo die Konstanten die bestméglichen sind.

6. Genauere Abschiitzung der Nullstellen der Hermite’schen Polynome

Im folgenden werden wir die Transformation, die wir beim Beweise
des Satzes 1 benutzt haben, im Falle unserer Polynome im einzelnen
durchfiihren. Aus rechentechnischen Griinden werden wir jedoch zwei

19) Formel (5.5) habe ich in meiner in FuBnote %) zitierten, in ungarischer Sprache
erschienenen Arbeit bewiesen.
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Verinderungen gegeniiber dem allgemeinen Fall machen. Erstens gehen
wir nicht von der Gleichung (5.2) aus, vielmehr fiihren wir sie durch die
von Zerntke beniitzte lineare Transformation!!)

£ = 25‘(27@ - 1)""‘":;—- 93 (2n + 1)3, n(&) = 2. (2)
in die Form

d?n

der

(E+ yE)n=0 [V=2_g(2n+ l)ué] (6.1)

iiber. Die neuen Nullstellen sollen mit £,,, bezeichnet werden.

Zweitens machen wir nicht direkt von der Transformation (3.5)
Gebrauch. Anstatt ihr fithren wir die im Wesen gleichwertige Trans-
formation

0 | 2n+1

~[%f}/~u——yu2du]§x—[§ f 1/2n+1——x2dx]§
_5 xx (6.2)
/

g
[gfl/u + yu? du]g’ = [g VY x2—2n—1 d:r:.lg
: , .

o

| 2n+1
und

durch. Die erste Formel fiir X gelte im Intervalle ———%— <&<0(d h

—V2n+1 <2 <V¥2n+ 1) und die zweite im Intervalle 0 < & < oo
(V2n+1 <x<o00). Wenn y = 0 ist, fiihrt diese Transformation
die Gleichung (6.1) in sich iiber. Wenn hingegen y > 0 ist, gelangen wir
zur Gleichung

Y X4 oX.)]Y=0 (6.3)
ix® &Y =0, '
wobei wir zur Abkiirzung
X 1434298 5 1
G(X’y) - 8 (5 _{__ y§2)3 16 X2 (6'4)

gesetzt haben. (£ soll hier als Funktion von X und y betrachtet werden.)
Endlich sollen die neuen Nullstellen mit X, , bezeichnet werden.

1) F.Zernike : Eine asymptotische Entwicklung fiir die gré68te Nullstelle
der Hermite’schen Polynome. Proc. Royal Acad. Amsterdam, 34 (1931), 673—680.
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Unser erstes Ziel ist das Lemma zu beweisen, dal wenn 0 < y < »/ ist,
die Funktion o (X, y’) in den Intervallen

2
_[gfl/—~u—~yu‘~’du]‘*<X<0 und 0< X <oo  (6.5)

2y
eine Majorante von o (X, y) ist. Dafiir ist es offenbar geniigend zu zeigen,

daf} in diesen Intervallen —g;/— >0 ist. Zu diesem Zwecke rechnen wir
erstens den Wert der partiellen Derivierten nach y von &, als Funktion
von X und y betrachtet, aus. Wenn wir die X definierenden Gleichungen

(6.2) nach y partiell derivieren, erhalten wir

—m2
0~—————V———$——V§2+f wdv__ —1=ye=0)
2V —u—yu?
bzw.
ag _[ u? du
0 — 2 , (0=
1/£+ e 0 = §< o0}

die in der einheitlichen Formel

a§V1§+ £|=— V“H_Vuzl u? du (6.6)

20 u + yu?

zusammenfafbar sind. Zweitens fithren wir die Hilfsgrofie

7(v) = — (1 -~ 4o?) (g + 4v + 4’02)"1 v (1 + 20)7 v 4 o? I%+

vVlw—}-wz]

w? dw
w + w?

+

0

ein, von der wir behaupten, daB ihr Wert im Intervalle — —%< v<<0
negativ und im Intervalle 0 < v < oo positiv ist. Es ist ndmlich 7(0) = 0
und —?l—;)— ist in den Intervallen — -l< v<0 und 0 < v < o endlich

und positiv. Denn es ist
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iy [( 40 (3 + o+ 4o (1 4 20 o orft |

dv
4 + 8v 2 2 1+ 20
( 1—{—4'02 54 dv+ 4v2)+(~7+1+21))+(_2(v+1)2) T

+(3+4U+4”2) (1 +2v)\
(1+40%) (v + v?) )‘”
. i 1 —4v 2 2 1+42v\]
= U +0) _4(1+4v2) (.{;+4v+4v2)+(_v(1+2v)+7}‘1+4v2)]“
14w [ 1—4v 8
14 402 _43«+4v+4vz+1+27jl
. 24 (1 +v)?2
(1 +40%) (1420) (3 +4v-F402)
oder

dv 24 |v 4 02)|?

>0 (—3<v<0,v>0) .

dv (3 -+ 4v 4+ 4v2)2 (1 4 20)2

Nun zeigt eine einfache Rechnung (Differentiation nach y und die
Substitution yu = w, da8
oo 3(1+ 2y¢) [§ + (14 27£)°]

— =X - (y§
oy 16 (& + y£2)4 2V |y & 492 &% | T

ist. Wenn wir uns daran erinnern, dafl das Vorzeichen von X und ¢& das-
selbe ist, ist es klar, dal wenn — %< &< 0 und y£&> 0 ist, also in

den Intervallen (6.5), die Grofe —S—%positiv ausfillt, was zu beweisen war.

Dies Lemma einmal bewiesen, haben wir den schwierigeren Teil unserer
Arbeit schon erledigt.

Im folgenden werden wir — wie bereits erwihnt — diejenige Losung
von (6.3) betrachten, die bei unendlich wachsendem X nach 0 konver-
giert. Wir werden die Nullstellen dieser Losung in abnehmender Reihen-
folge mit

XN, X, XP,...

bezeichnen. Nun folgt aus unserm Lemma und einem bekannten Satze
der Theorie der Differentialgleichungen, dafl mit abnehmendem y alle

175



Nullstellen X9, die in den Intervallen (6.5) fallen, auf der Zahlengerade
nach links wandern:

X0 < X0 < X9 (0 <y < y). (6.7)

Die GroBen X stehen im engen Zusammenhange mit den Null-
stellen der Airy’schen Funktion

f £ — xt) di — C- —{J (237 2\+Jl(23 5ahy,
0
(x> 0)
die der Differentialgleichung
d? 1
ey A(z) + 3 z - Alx) =0

geniigt. Es ist ohne weiteres zu sehen, dal im Falle y = 0 diejenige
Losung von (6.1), die mit unendlich wachsendem & gegen 0 konvergiert,

gleich A4 (— 3"‘1"_5) ist. Wenn wir also die Nullstellen von 4 (z) mit 7,
bezeichnen (0 <1, <t, < -+ <9, < ---), dann ist

1

— X =3 %q,. 1oy

Aus den Ungleichungen (6.7) folgt nun, wenn wir die Beziehung

y=2 %(271, + 1)—‘3’ in Betracht nehmen:

~1 . n
3 Y < Xk < Xucrs (k < [-é-])
oder mit Riicksicht auf (6.2):

\ 2n41 \ 2n—1

%(—— X‘,f”)% = gy o> ‘ Ventl—a?dx > ‘[ V2n—1—2? dzx .
Zn.k In-1-k
Wenn wir jetzt
12n+1
J V2 +1—atde=(k—21+enp)m (6.8)

Q

11a) Eine andere Deutung der Zahlen X(O) ist, wie leicht zu beweisen ist, die fol-
gende : wenn s die k-te positive Nullstelle der Funktion J l (z) + J (x) bedeutet,

dann ist 2(-—X(0) %—-sk :

176



schreiben, folgt
s‘n—lrk < en’k < [8,6 - (k _— i) n] *

Andererseits ist nach (5.5)

N e

und aus (5.3) folgt, daB

Enk < En k-1 (k < ['%] )

¢

ist. Um obere Grenzen fiir die GréBlen ¢, , zu finden, machen wir von den
numerischen Rechnungen Stokes’ Gebrauch, der die ersten 50 Nullstellen
der Airy’schen Funktion berechnet hat !2). Aus seinen Daten folgt:

8, == (—f—} - 0,0087) T, S, = (—71— + 0,0036) T .

Da anderseits &, = 0,00522 ist, gelten die Ungleichungen

0,0052 < g, 1 < 0,0087 (n > 2) (6.9a)
und

0 < enx < 6ng < 0,0036 (1 <k< [—g’-] ) , (6.9D)

die vermittels (6.8) obere und untere Schranken fiir die Wurzeln der
Hermite’schen Polynome angeben.

7. Verschiedenes iiber die Wurzeln der Hermite’schen Polynome

1. Direkte Abschitzung der Wurzeln z, ;. Im vorigen Paragraphen
haben wir gesehen, daf3 die Funktion

Ven+1
’ V2n 4+ 1— 22dx (7.1)

.
Tn.k

von z, , geeignet ist, um ziemlich genaue Aussagen iiber ihre GroBe zu
machen. Nun pflegt man bei den hypergeometrischen (Legendre’schen,
ultrasphirischen) Funktionen nicht die Groe der Wurzeln W selber,
sondern die Funktion

12) @. G. Stokes: On the numerical calculation of a class of definite
integrals and infinite series. Trans. Cambr. Phil. Soc. IX., I., (1850), 166.
Neudruck in den Mathematical and Physical Papers of G.@G. Stokes, Bd. II,
1883, 329—3517.

177



dx
————— = arc cos W
f V1— 2
w

von W abzuschitzen. In unserem Falle ist es aber nicht iiblich, die analoge
Funktion (7.1) der Wurzeln z, , zu betrachten, vielmehr hat man sich
bemiiht, direkte Abschitzungen der GréBen x, ; zu bekommen. Zum
Vergleich mit den bisherigen Ergebnissen wollen wir unsere mit Formeln
(6.8), (6.9a), (6.9b) ausgedriickte Abschitzung auf eine Form

Sk < ZTp <8, bringen. Es kommt dabei darauf an, eine moglichst
1 i e e
gute Majorante und Minorante der inversen Funktion von j' Vi—u2du

zu finden.

Wir gehen aus den mit elementaren Mitteln beweisbaren Ungleichungen

d 1 1—u\]3 d 1 1—wu \3

m<u<1)

aus, die nach einer Integration und geringer Umformung

1

M—J)O—Ji?)<%mR[VL~Mdﬂ%<:i%éj (0<t<1)
: ' + 5 (7.2)

ergeben. Wenn wir die mittlere Gro8e mit M bezeichnen, erhalten wir
aus der linken Seite dieser doppelten Ungleichung

L4<M+Q%ﬁ. (7.3)

Da 0 <1—t<1 ist, gilt a fortiori

1l —t< M+

7
3 oder M>—8—(1——t) ,

Diese Ungleichung mit (7.3) kombiniert ergibt
8 1
L—t<M + s M <M+ M . (7.48)
Weiter folgt aus der rechten Seite der doppelten Ungleichung (7.2)

1—t> >M+ (7.4Db)

I_Tﬁ
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Formeln (7.4a) und (7.4b) zusammengefal3t, erhalten wir

. 1 .
M oM<l —t< M M (M:—;«P |1/1—_u2du]§‘) .
t
Nun setzen wir ¢t = (2n 1)"%::;"’ " (k< I—g—]) und bekommen nach

der Substitution » = (2n 4 1) %x und Anwendung der Formel (6.8)
die Ungleichung

—1»-(375 k"—'?};“l"gn,lc)i_!_i(gn k’—ll”+8n,k)~g< 1 — V Zn,k

2 2n + 1 40 2n + 1 2n + 1
< —%-(3n k;jff’” )§+§1Z(3n k”;n%if")% (7.5)
oder mit Hilfe von (6.9a) und (6.9b)
(3m)° (1)’ 5 (3m)t 1)} R
R ( "—Z) 2n+1) + T (k_—z) 2n+1) <V2nd+1—x,,
2 2 _1 : ’ _s
< Bay (k—0,24)3(2n+ 1) RGN (k—0,24)3(2n+1) ° (7.6)

2 24

Dieser Abschitzungsformel — die weniger genau ist, als das Ergebnis
des vorigen Paragraphen — sei die in Szegd’s zitiertem Buche auf S. 126
angegebene beste Abschitzung der Wurzeln der Hermite’schen Polynome

— 2k 41 2n —4k 4+ 5

Von +1 Van + 1

(7.6a)

an die Seite gestellt.

2. Diegrofite Wurzel von H ,(x). Aus Zernike’s Untersuchungen (a.a.0.)
geht die Formel

2
3

-2 —
1,855 (2n 4+ 1) *<1l—— 2% 9200 (20 + 1)

1
Van +1 (n>1)

179



hervor. Unsere Abschidtzung (7.5) zusammen mit (6.9a) erlaubt eine
zum Teile bessere Einschrinkung, namlich

-2 -3 x
1,850 - (2n +1) ® +0342(2n + 1) *< 1 — —=21 <
(2n 4 1) (2n + 1) Vem 11
4

~2 _
<1856(2n 4+ 1) >+ 0,574(2n +1) * .

3. Abstand der berden groften Wurzeln. Einar Hille hat bewiesen'3), da@3
die Differenz x,, —,, zwischen den Grenzen (27 4 1) ¢ und

2.-(2n + 1) § liegt. Aus unserer Formel (7.5) erhalten wir mit Hilfe
der Ungleichungen (6.9a) und (6.9b) die genauere Abschitzung

5

1 ,
1,383(2n + 1) 4+ 047520+ 1) * < @y —Zpe <

-1 -5

< 1,395(2n + 1) © + 1,412(2n + 1) °.

4. Ein numerisches Beispiel. Endlich wollen wir im konkreten Falle
H,,(x) = 0 die aus den Beziehungen (6.8) und (6.9) berechneten oberen
und unteren Schranken der positiven Wurzeln angeben. Zum Vergleich
habe ich auch die Naherungswerte dieser Wurzeln ausgerechnet, die aus
der asymptotischen Formel

(n+1) (%—+ cos? ) . _
H,(x) = nle e ‘sin[(n—]—%) y)-nglsin2y)—}——:1—l+ O(n %);
(n+1) 2 V:rrsinzpl ]

(v 552

von Plancherel und Rotach'*), sowie aus den empirisch gut gefundenen
Formeln

o (—2)7»! L [ : 1,
H, ()™~ —~-—-¢2 cos Lv(219 + sin 29) + ;¢
Vav cos O 2 , x
. (sm P= __.)
o (=2l = o 3] Viy
H2V+1 (x) P ‘Vm e SlIl 'V(Zﬂ T Sln uﬁ) T 'é 19
1 i i

13) Uber die Nullstellen der Hermite’schen Polynome. Jahresbericht
d. Deutschen Mathem.-Vereinigung 44 (1934), 162—165.

4) Sur les valeurs asymptotiques des polynomes dHermite... Comm.
Math. Helv., 1 (1929) 227—254.
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von T'ricom:'®) stammen. Beim Ausrechnen der Werte der Tabelle habe
ich fiir Umschlagsrechnungen mit gutem Nutzen Tricomi’s angefiihrten
Artikel gebraucht, in welchem die Funktion y + sin y = « (x unab-
hingige, y abhingige Veridnderliche) tabuliert ist.

Wert von Untere Grenze | Obere Grenze Naherungswert von =z,
k nach Tricomi nach Plancherel
von Z,,.k und Rotach
1 3,4357 3,4394 3,4424 3,2825
2 2,6325 2,56355 2,6344 2,4166
3 1,7557 1,7580 1,7574 1,6757
4 1,0347 1,0372 1,0370 0,9887
5 0,3406 0,3432 0,3430 0,3271

8. Die Laguerre’schen Polynome

Die Laguerre’schen Polynome L{*(z) sind mit der Formel

1 n
L(cx) . (.’E) — m T x— p (e-—x xn+a)

definiert. Thre Wurzeln seien in wachsender Reihenfolge mit «{”,
5%, .., 2, bezeichnet. Es gibt eine Reihe von Differentialgleichungen,
deren Losungen eng verwandt mit den Laguerre’schen Polynomen sind.

Es seien hier nur zwei von ihnen erwihnt:

(Z*+L U’(x))’-}——i——(4n+2a+2-——x) x> U(x) = 0 (8.1)

und

x2

V" (z) + (4n—|— 2o 4+ 2— 2% + j:__;_—gi) Vig)y=0, (8.2

deren Integrale unter anderen die Funktionen

z z2 1
. -
> +

Ur)=e 2 LO@) bzw. Vie)=e 2z * L% (8.3)

sind. Wir betrachten erstens die Differentialgleichung (8.1). Die mit
Formel (3.6) definierte Grofle ¢(x) ist in diesem Falle gleich

15) Generalizzazione di una formula asintotica sui polinomi di
Laguerre e sue applicazioni. Atti della Reale Accad. d. Scienze di Torino.
76 (1941), 288—316.
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1 — «2 1
x"“[ i x2+oc2(2n+oc—{—1)x+(z——oc2) (2%—1—o¢—}—1)2] .

Diese Grofle ist positiv, wenn die simultanen Bedingungen |«| < 2 ;
2n 4o +1=0, x> 0 erfiilllt sind. Es gilt daher nach Satz 3, dal} in
diesem Falle das bestimmte Integral

fV4n+2oc+2—xdx’

genommen zwischen zwei benachbarten, im Intervalle (0, 4n + 2« + 2)
liegenden Nullstellen irgendeiner Losung der Gleichung (8.1) — auch
bei nicht ganzzahligen n — stets kleiner, als = ausfillt. Insbesondere gilt
also nach (8.3), da@

2
Zy ,k+1

f‘/4n+20¢—|—2-—xdx<n o] <3
),

ist, da die Zahlen z{, positiv und kleiner, als 4% 4 2« + 2 sind. Nun
ist nach Anmerkung )

k(a) f‘/4n+20¢+2———xdx<n

und
an+4-2n-+2

koo [ VPR .

(oc)

Wenn wir noch die Gleichheit

in+2a+2
f V4n+2a+2—xdx=(n+zx—;—1)

in Betracht nehmen, ergibt sich ebenso, wie im § 5, eine Abschdtzung der
Nullstellen der Laguerre’schen Polynome mit |x| < 3:

(Ol)
(k+9‘:——1) f]/4”+2°‘+2 Tdw<kw |a] <%, (8.5)
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oder nach Ausfiithrung der Integration im mittleren Gliede

(k+g‘—~2._—1-)7z<(2n—+— a+1) (arc sint + ¢ V1—)<ka |a|=<3,

wobei
(@)
x T
2 _ n,k
2 = in 5 2 und 0 < arc cos t<——2
18t.

Zur Abschitzung der Wurzeln derjenigen Laguerre’schen Polynome,
deren Index « im absoluten Betrage mindestens % ist, kénnen wir die
Gleichung (8.2) brauchen. Der Koeffizient von V ist im Intervalle
{ 0, co ) eine von unten aus konkave Funktion von x. Nach § 4, Teil 1,
wird also die Gréfle r(x) bzw. t(x) immer positiv sein. Der Einfachheit
halber beschrinken wir uns auf den Fall o > 1. Dann hat die Gleichung
4n + 200 + 2 — 2?2 — (1 — «?) % = 0 immer zwei reelle, positive Wur-
zeln, die wir mit ¢ und 7® bezeichnen wollen (¢ < 7). Anderer-
seits sind die Wurzeln von L{®(z) im Falle « > 1 und n > 0 simtlich
positiv. Nach einem allgemeinen Satze der Theorie der Differential-
gleichungen$) bieten also die Zahlen #* und 7"® eine untere und obere
Schranke der Grofien (2{;)2. Nun folgt nach Satz 3, daBl das bestimmte
Integral

1 __ 42

genommen zwischen zwei benachbarten, im Intervalle (£*, 7®) liegen-
den Nullstellen irgendeiner Losung der Gleichung (8.2), stets kleiner
als  ausfillt. Insbesondere gilt dies nach (8. 3) fiir die Integrationsgrenzen
(2, %_1)? und (2§"%)2. Wenn wir noch in Betracht nehmen, dal der Wert
dieses Integrals, genommen zwischen den Integrationsgrenzen t* und

()% bzw. (2{),)? und T¢’ auch kleiner, als n ausfillt, ferner, daf

)
A2
fV4n+ 20 4 2 — +I 2“ dx —

(@)
1___]/ 2___ 1
=(n+“+ — I)n;(n+-21-+—§%)n

18) Der angefiihrte Satz lautet: Wenn die Funktion g¢(x) im endlichen oder un-
endlichen Intervalle (a,b) endlich, stetig und negativ ist, dann kann diejenige Lésung
der Differentialgleichung y” 4 ¢(%) y =0, deren Derivat an einem Endpunkte des
Intervalles verschwindet, im Intervalle (@, d) keine Nullstellen besitzen.
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ist, erhalten wir ebenso, wie im § 5, die Wurzelabschitzung der Laguerre-
schen Polynome im Falle « > 1

(Ol)
(k——- ) f l/4n—[-2a—}—2——-x2+i dx<kn.

()
tn

9. Genauere Abschitzung der Nullstellen der Laguerre’schen Polynome

O-ter Ordnung

1. Um eine schirfere Abschidtzung der Nullstellen der Laguerre’schen
Polynome zu erhalten, kénnten wir denselben Weg einschlagen, wie im
§ 6. Wir finden dann insbesondere fiir die GroBen £ und K™ erheblich
bessere obere Schranken, als die in den Formeln (8.4) angegebenen. Die
Einzelheiten dieser Rechnung bieten aber nichts Interessantes und wir
wiirden im wesentlichen nur das Schema des § 6 an einem anderen Bei-
spiel wiederholen. Fiir eine schirfere Nullstellenabschitzung wihlen wir
deshalb einen anderen Weg.

Fr. Tricom: (a.a.0.) hat die Naherungsformel von E. Moecklin 17)

1
Van sin 29

e * LO(x) =

cos[ (20—!—sm2z‘})+19—————]+0(y1 )
n

: |/x 7
(ﬂzarc sin |/ —, O<t9<—2-) . (9.1)

im konkreten Fall L{Q(x) mit den exakten Werten des Laguerre’schen
Polynoms verglichen und fand, daBl die N#dherungsformel (9.1) vom

Gliede O (n~ %) abgesehen, im Intervalle (0,4n) — aufler an den beiden
Enden des Intervalles — iiberraschend gute Werte liefert. Mittels dieser
Formel hat er auch die Wurzeln von L{Q(x) niherungsweise berechnet.
Diese Niherungswerte stehen in guter Ubereinstimmung mit den wahren
Werten von z{’, . Die Formel (9.1) ist aber naturgemi8 nicht imstande,
die Fehlergrenzen der einzelnen Nullstellenniherungswerte anzugeben.

In diesem Paragraphen wollen wir, von Moecklins Naherungsformeln
ausgehend, obere und untere Schranken der Nullstellen der klassischen
Laguerre’schen Polynome L{%(z) aufsuchen. (Auf den Fall x £ 0 ver-
zichten wir.) Die Formel (9.1) zeigt, dafl wir, wenn wir in der Funktion
L{®(z) anstatt « die Verdnderliche

17) B. Moecklin : Asymptotische Entwicklungen der Laguerre’schen Poly-
nome. Comm. Math. Helv. 7, 1935, 24—46.
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X = n(29 + sin 29) + 9 (0=arcsin‘/~§7{ , 0§0g.’;) (9.2)

einfithren, zu einer Funktion von X gelangen, deren Wurzeln angenahert
dquidistant liegen. Die Funktion selber ist, bis auf einen sich langsam
verindernden Faktor, eine Kosinusfunktion von X [abgesehen vom

Gliede O(n %] . Es liegt also folgende Vermutung nahe. Wenn wir in der
Differentialgleichung (8.1) (» = 0) eine neue unabhéngige Verdnderliche
X durch Formel (9.2) einfithren, ferner U = v (X) w (X) schreiben und
den Faktor v (X) so bestimmen, dal in der umgeformten Differential-
gleichung der Koeffizient der ersten Derivierten von w (X) verschwindet,
so erhalten wir eine Differentialgleichung von der Form

> w(X)
dX?

wo — im allgemeinen — der absolute Wert von R(X) klein gegen 1 sein
wird. Nach dieser Vermutung wird also die allgemeine Ldsung von (9.3)
anndhernd von der Form « cos (X 4 f) sein.

Die Durchtithrung der Rechnungen zeigt, daBl die Bedingung fiir
v (X) = v den Wert

+ 1+ R(X)] w(X) =0 (9.3)

liefert. Ferner ist

v xv) +n+ ——;————z—

1 [ (X)) 712 d [ (X" 1 x
“x“[ 2 X’ ]_dm[ 23X’ ]+”+"§““4T

1
T zX'®

Wenn wir in Betracht nehmen, daf}
dX 4n cos? P 4+ 1

T T insn g und 4% sin?2 =< (9.4)
sind, so erhalten wir
h=—1 +4(4n4—t—1~jx)2;—i—[_—;— 4n+2;—~x+4n7-b—x]2+
+';‘ (4n4—7: 1+—1 x)2"“(4nix)2 Tt ”%’“%2 =
= (4n—|—1——-x)2 [%—47%3-7—2—:0_!— —“4n(;zl++l2—i(;:})7:—x)] - 19-9)
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In dieser Formel ist R als Funktion von z = z(X) ausgedriickt. Diese
Grofe R ist in einer recht uniibersichtlichen Weise abhéingig von X. Man
kann jedoch einfache Funktionen von X finden, die in einem gegebenen
Intervall Majoranten bzw. Minoranten von R(z) sind. Es gelten ndmlich
die Beziehungen (vorausgesetzt, dafl n > 3 ist)

1 1 1

n
o Ter < BE < 0sXsoax, (9.6)
R(X) >0 Ongnm~%,(&ﬂ
5n 1 n 2
RE) < (i < o —x¢ oS EXsSna—g . (9.9)

2. Den Beweis dieser Ungleichungen werden wir spiter angeben. Hier
wollen wir sogleich aus diesen Beziehungen auf die Lage der Nullstellen
schliefen. Wir werden dabei die Sturm’sche Vergleichsmethode an-
wenden. Nun niitzen wir zwei Tatsachen aus: erstens, daB die Losung
w (X) der Differentialgleichung (9.3) eine solche Funktion von X ist, die
sich an der singuliren Stelle X = 0 in eine Potenzreihe der Form
VX(4 + BX + .. -) entwickeln 148t [das folgt daraus, daB in der Um-
gebung von z =0 die Funktion U (x) die Form (a 4+ bx + - --) hat];
zweitens, daf3 diejenige Losung der Differentialgleichung

Y 1
?§?+(ﬁ+4XJY=0’

die sich in gleicher Weise durch eine Potenzreihe darstellen 148t, gleich
VX Jo(xX) ist, wo J 4(z) die Bessel’sche Funktion 0-ter Ordnung bedeutet.
Die positiven Nullstellen dieser Funktion sollen der Reihe nach mit
x4, x1,, ..., x5, ... bezeichnet werden. Die GroBle j, liegt be-
kanntlich im Intervalle (£ — %), kx). Daraus und aus (9.6) folgt nach
den Sturm’schen Prinzipien und Antizipation der noch zu beweisenden
Ungleichung X, , < kz, wobei X, ,= X(z, ;) ist, daf}

e < X < I (k=1,2,...,v,v=[———]) . (9.9

1
l/l "~ 16n2

ist. Diese Schranken von X, , bieten schon bei verhilinismdpig kleinem n
sehr genaue Abschéitzungen.
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Nun ist R(X) im Intervalle 0 < X <nm—2Z positiv und im Falle
n = 4 folgt aus dem numerischen Wert von j, = 2,40483 die Ungleichung
X, ,<m—2. Daraus folgt wieder mit der Sturm’schen Vergleichs-
methode daB

Xopr—Xop<n wd Xop<hn— o (n>3)  (9:10)
18t.

Um eine untere Abschitzung der Nullstellen X, ;(k > ») zu gewinnen,
brauchen wir eine bessere Kenmtnis der Qroflen j,, der Nullstellen der
Bessel’schen Funktion 0-ter Ordnung, als die oben erwihnte. Dies erhalten
wir etwa folgendermafBlen: Die erste Eigenfunktion des Randwert-
problems

y" (x) + 4 (1 + 4—1@) y(x) = 0 () = Y1) = 0)

ist die Bessel’sche Funktion J(x). Der zugehorige Eigenwert ist 4 = 1.
Nun ist nach den Sturm’schen Lehrsitzen

T 1 >Vi=1,
7.1+1 _— jl IIIiIl V]. + (4 xz)—l
N<zr<<ji+1
oder
T 1
] - ] < < T — y 9'11
T TS TR £ 1) ] 97 (l + 1) (8.11)

denn es gilt im Intervalle 0 < ¢ < 1

Weiter folgt aus (9.11), dal

[ (”72‘) ”""'”‘]_l(l‘“%)””hk 9n(ll+ nE ~

1 1 1 l 11 ]
" U+ ) (¥ 9all+1 132

ist. Wenn wir in dieser Ungleichung l=F%k, k+ 1,k +2,...,m—1
schreiben und die so erhaltenen Ungleichungen addieren, gelangen wir
zur Beziehung
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Da bekanntlich lim [(m —1)x —j,] = 0 ist, liefert uns ein Grenz-
m-» oo

iibergang
1
o (k— 1 -
h—(k—g)m =g Ty - (9.11a)
Daraus folgt

1 2

Xop>iy 20—+ goo gy 20 —Dat 50

(9.12)

Die Differenz X, ,.;, — X, , kénnen wir auf dhnliche Weise von oben
abschitzen, wie wir es mit den Nullstellen von J ,(x) getan haben. So er-
halten wir

X — X, , > d > T >
e Y max V1 -+ R(X) max V1 + R(X)
Xp,v<X<Xnp,v+1 (—’21———})77<X\ (—;i+1)ﬂ'-—~:-

> - n:z == >7z(1——— 1 42).
Vl—{——;—[—é'———n—}-—:;—] 2[(n~—2)n+—§-]

Im folgenden sollen mit ¢, ¥5,..., ¥,,... die in wachsender Reihe
geordneten positiven Nullstellen von Y (z), der Bessel’schen Funktion
zweiter Art und nullter Ordnung bezeichnet werden. Bekanntlich ist
Ym > (m — 2) m. Nun folgt aus der letzten Ungleichung und aus (9.12)
im Falle n> 5, daf3

2 1
(n+2) 2m(n—2)

Xop1>(v+1—3) 2+ 5 >+ a>n—y,.,

ist. (Im Falle n = 4 zeigt eine genauere Durchfiihrung der obenstehenden
Abschitzungen — ohne Kenntnis der numerischen Werte X, , — daf die
Ungleichung X, ,., > nn — y,_, auch in diesem Falle wahr ist.)

Nun vergleichen wir Gleichung (9.3) im Intervalle (%7}, nn) mit der

Differentialgleichung
d?Y 1
axr (1 T Tma— X1

) ¥=o .
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Wir fassen diejenige Losung der letzteren Differentialgleichung ins
Auge, die der Bessel’'schen Funktion zweiter Art entspricht, namlich
VX .Yy(nm— X). Da nach (9.8) der Koeffizient von Y in dieser
Gleichung im erwihnten Intervalle iiberall grofler, als 1 + R(X) ist,

n . : ..
ferner X, ., >nn—y, , > -7 ist, erhalten wir nach bekannten Sitzen

die Ungleichungen

. n
Xy e > —Y g5 e s Xy k>0 —Yppyrse o2 X g >0 — Y3 (k>[~§—] ‘

(9.12a)

Damit haben wir fiir alle X, ; obere und untere Schranken angegeben.

3. Wir sind noch die Beweise der Ungleichungen (9.6, 7, 8) schuldig.
Zu diesem Zwecke miissen wir erstens das Verhalten der Funktion X (x)
m der Umgebung von x = 4n ndher untersuchen. Deshalb wollen wir
mit z;,9,, X, (¢ = 1, 2) einander entsprechende Werte von =z, ¢, X
bezeichnen. Nun sei #; = 4n — na?. Es gilt dann8)

2

xlzon[1+(l—%‘—)l< 2n(1 4 cos x) = 4%0082% = 4mn sin? n;“

T — X i .
. Da aber X eine monoton wachsende Funktion

Es ist also 4, <
von &z) ist, folgt, daB

X,=02n+ 1)%, + nsin 2¢, < (2n + 1) n—z_(x—i—n sin (w— &) =
—_ — 3 5
= (2n + 1)” 5 O‘—}—nsin x<<(2n + l)n “+no¢——~n§—,—}—n—%——
_ i S _?‘_S_MX(O‘
I e YRR Y I O

18) In den folgenden machen wir von der Tatsache ausgiebig Gebrauch, dafl fiir
J > 0 das Vorzeichen der beiden GroBen

g2 94 g2n
S A A — 1) — g
=37+ 1 T (=D G o8
und
3 95 g 2n+1 .
Iy tm o T Gy Y

gleich dem Vorzeichen von (— 1)? ist. (Siehe G.H. Hardy: A course of pure
mathematics, 7. Aufl. Cambridge, 1938, S. 237).
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ist. X ist aber eine monoton wachsende Funktion auch von x und so gilt
die Ungleichung X (z) < X (x) fiir * < 4n — na?, oder umgekehrt

7
x>4n—mno?, wenn X(x) = nn 4

Zu einer andern Eigenschaft der Funktion X (x) gelangen wir, wenn
Zy = 4n —nf? + L np gesetzt wird. Es gilt dann

x2=2n[1+( 2,-}— ﬂ4)]>2n(1+ cos B) = 4n cos2—2ﬁ—=4n sm2n_;ﬂ,

also ist 4, > n—F .  Weiter folgt

2
X,=(@n+1) & +nsm202>(2n+1)”‘;‘9 §) —
3
= (2n+1 ) ’3+nsmﬁ > (2n + ) ﬂ—}-nﬂ——n—’?—
_ 1 B P _
—~(n+*2‘)”"“§“"n‘g'-—§(ﬂ)
oder X >X(B) fir x = x,. Umgekehrt gilt
, 1 1 p p
x<4n——nﬂ2—{——l—2nﬂ4, wenn X(z) < (n—l——é) n—~—2———n—6—.
(9.14)
Nun sei g = (3:)3 . Dann gilt
| : 1
x < 4n———(37z)%n%‘+ (391:)1 fiir X___é_nn-—(g—Z)a.
12n°
Wenn 7 = 4 ist, dann ist weiter
4n—(3n)—§#né + (37:) < 4n—4
122
und
3w\t 2
nn——-(m) >n7z——-:—3-, (9.14:&)

also z ist kleiner, als 4n —4, wenn X <nzn— % und n =4 ist.
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4. Nach diesen Uberlegungen kommen wir zur Abschitzung der Grofe
R(x). Zum Beweise der Ungleichung (9.6) gehen wir von den mit ein-
fachen Hilfsmitteln (Vergleich des Differentialquotienten nach ) beweis-
baren Ungleichungen

: sin &

(4n cos? 9+ 1) tan & <n (29 + sin 29) + & < (4n cos? 9 + l)m

aus. Diese Ungleichungen sind giiltig, wenn 0 < & < arc cos (4n) %, d.h.
0 < x < 4n— 1 ist, und fiilr n = 4 a fortiori, wenn 0 < X < nzw — 2 ist.

Wir erinnern daran, dafl das mittlere Glied gleich X ist. Nun folgt aus
diesen Ungleichungen, daf3

_1_ cot ¢ 2> 1 >(cos0 cot & 2
2 4mcos2P + 1 4X2 2 4mcos?P + 1

ist. Mit Hilfe der Beziehung x = 4% sin?{ kénnen wir die linke und
rechte Seite als Funktionen von x ausdriicken und so erhalten wir

1 (_n__l - 1 - 1 (n 1 z
(dn +1—x)2 \z 4] 4X2~ (4n + 1 —2x)? ?_§+‘1‘6—7§)
oder

1 1 3n —4n—1+4 2z (4n—2x) 1
(4n + 1 — x)? (—Z+4n—x_ (4n +1— x)? )>4X2 — R
1 1 x 3n  —dn—1+ 2z(4n—2)
>(4n+1——x)2( 2+16n+4n-——x (4n + 1 — z)? ) |
Wenn z < % n und n = 4 ist, kénnen wir weiter schreiben
1 1 9 1 1
(4m 4+ 1 — x)? (——Z+ﬁ+4n+ 1)>4X2__R>
1 1 x 3n 2z (4n — 2)
>(4n+1—x)2( 2+16n+4n—-—x_ (4n——x)2)’
4 1 1 1 x n—3x
49n? (—Z T 1) >ax B> (4n + 1— 2)? (mnJr 4n——x) ’
! > ! R>0 (9.15)
16n? ~ 14X 70 ‘
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Daraus folgt Formel (9.6), da
2 . 1 . . 1 n
X(gn)=(2n+l) arc sin V—6+n31n(2arcsm‘/6)>—é—n,

also das zu X = %7}_ gehorige z kleiner, als %n ist.

" Durch diesen Beweisgang ist auch Formel (9.7) im Intervalle 0<z < 2n
schon bewiesen. Nun sei

Ax)=—4n +1)dn—2zx) + 22(4n — )2 —x (4n + 1 — x)?
Es gelten die folgenden Beziehungen (n = 4):
A(0)< o0, A(g n) >0, A(4n — 4) > 0, A(4n) < 0, A(+ o0)= + oo,
d.h. die Wurzeln von A(x) = 0 sind reell und sie liegen in den
Intervallen 0 <z <2n,4n—4<zx<4n, 4n<x <+ oo. A(x) ist

also im Intervalle % n < x < 4n — 4 positiv, oder, was dasselbe ist, es gilt

——4n———1+2x(4n———x)> x
(4m + 1 — x)? 4n—zx

Zn<z<4n—4,n=4) .
Daraus folgt aber, dafl

1 n 3n T
B> (4n 4+ 1 — 2)2 [?~4n—x+4n—x]:

. 1 (2n — x)?
= Un Tt 1—2¢ z(in—2) =0 (En<zx<4in—4)

ist. Damit ist die Aussage (9.7) in ihrem ganzen Umfange gerechtfertigt.

Endlich kénnen wir die Abschitzung (9.8) folgendermaflen herleiten:

1 n 3n 2z(4n — 2)]
E< (4n — x)2 [?htin—x—l— (4n — x)? ]_
. 1 2n—2x)2 4 2* bnxr— (4n—2x) (22— n)
~ (dn—2x)3 x - z - (4n — x)3 |
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Also gilt

R < g (—'g- x_§4n). (9.16)

IA

Ferner ist
B(#) = 4 cos® % + V5 (— n + 29 + sin 29)

eine Funktion, deren Differentialquotient nach ¥, 12 cos? #(3-1- ¥'5 —sind),
7
2

negativ ist. Weiter ist B(J) positiv, wenn sin? ¢ = 1 ist und es ist

B(_:r_z_) = 0; daraus folgt, daBl B(¢#) im Intervalle arc sin 3"%§0<72t—

im Intervalle 0< ¢ < mit wachsendem ¢ erst positiv, dann

2
positiv ist. A fortiori gilt, daf3

nB(#) + V58 = 4n cos?d — V5 [nn —n (2¢ + sin 29) — 9] =
= 4n cos3z9——l/5(n7t———X) >0,

1 on on in
— Il e <
4(7’&%-—-—-X)2>(4_.n cos? 19%)3 (4n___x)3>R ( r= 4n)

oder

infolge der Ungleichung (9.16). Damit ist die Abschitzung im Intervalle
(Gn =2 =4n), oder X(n) <X <nan—2[< X (4n)] bewiesen.
Nun ist (siehe oben)

R< 1 (2n—2x)® + 2  2n—x .[2n——x x ]
(4n — x)3 x " (4n—2)3 x 2n —2x)

Der erste Faktor der rechten Seite hat ein Maximum an der Stelle x =n.
Der zweite Faktor hat hingegen an derselben Stelle ein Minimum ; diese
Funktion von x ist von unten aus konvex im Intervalle —’;-'n <z < %n
Also gilt es im Intervalle

2 4 2 4
I U R <L <L —
3n:_<_x§3n oder X(gn):X:X(gn),
daB
2n —x . [2n—=x &
% [(4’)’&—— x)3]w=n . m?J [ x T 2n — x]
z=%n
2 4n _5 1 1
54 n? (nyz)2 4(nx — X)?2
1z
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2% wemn z> %n ist. Endlich ist im Intervalle

=X X(—'—‘;—n) nach (9.15)

ist, da X >
nw
2

1 1

LS CRAPYrymm— v

Damit ist (9.8) vollstindig bewiesen.

5. Direkte Abschiitzung der gropten Nullstelle von L®(x). Wir wissen
schon nach (9.10, 12a, 14a), daf} fiir n = 4

2 3m\1
nn——y1<X7,,n<nn————3—< nmwg — gn‘

ist. Aus (9.13) und (9.14) erhalten wir, wenn

oy (3n o} 63/1)% and B = (?_f)%
n n
gesetzt wird, daB

2 2
3 3 1
4n—n(§~—y%%) <Ly < 40— (_.‘_Sniz) + — (87) )

[

oder mit numerischen Werten
} ! -4
4n —6,03n3< x, ,<<4n —4,4603 + 1,667 (9.17)

ist. Diese Ungleichungen haben wir nur fiir n = 4 bewiesen; man kann
sich aber mit numerischer Rechnung iiberzeugen, dafl sie auch im Falle
n < 4 bestehen.

Dieser letzten Formel sei die von Bottema#) gegeniibergestellt:

4n — 16 V2n <@y, < 4n—iPn 4} .

Abgesehen davon, daB8 die linke Seite nur von » > 32 ab sinngeméille
positive Werte liefert, 148t sich aus dieser Formel nur x,, , = 4n+0(Vn)
schlieBen, wihrend aus unserer Ungleichung «, ,= 4n + O(}n) folgt.

18a) Proc. Roy. Soc. Acad. Amsterdam, 34 (1931), 677—680.
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6. Numerische Beispiele. Die kleinste und die groBte Wurzel von L, ,(x)
geniigt nach Teil 2 dieses Paragraphen den Ungleichungen

0,13776 < Ti0,1 < 0,13786 und 29% < Z10,10 < 30%— v

Die asymptotische Formel von Moecklin liefert in erster Anndherung
0,1322 und 29,9344, wihrend die Naherungswerte nach 7'ricom:’s
Methode 0,1380 und 29,9315 sind 1°).

10. Bessel’sche Funktionen 0-ter Ordnung

Fiir die Differentialgleichung
v+ (14 1) y=0 (10.1)
4 x?

ist die mit Gleichung (3.1) definierte Grofle r(xz), 4 = 1 gesetzt, gleich
— &% — 628, sie ist also negativ. Daraus folgt nach Satz 3, dafl wenn
Ty, oy ewoy Ly, ... die in wachsender Reihe geordneten positiven Null-
stellen irgendeiner Losung von (10.1) bedeuten, dann ist

(l——k)n<f V1+4—1xédx k<) . (10.2)
zk

Nun ist die rechte Seite kleiner, als

]

1 1 1
f(“‘ 8x2)dx<(”‘“ 8x;)"’(”"°”‘ Sxk) '

Tk

Es ist also

k<l . (10.3)

8, 8z,

Die Differentialgleichung (10.1) hat zwei ausgezeichnete Losungen,
ndmlich Yz Jy(x) und Vz Y o(x), deren Nullstellen wir niher unter-
suchen wollen. Die positiven Nullstellen der Bessel’schen Funktion erster

18) Tricom: gibt die Naherungswerte nach Moecklin’s Formel mit einer Genauigkeit
von 4 Dezimalen an, die aber (0,1355, bzw. 29,9303) schon im dritten Dezimal unrichtig
sind. Die Naherungswerte nach Tricomi’s Methode habe ich wegen der schwierigen
Weise der Auswertung nicht nachgerechnet.
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Art, J(x), sollen der Reihe nach mit 4,,5,,...,9,,..., die der Bessel-
schen Funktion zweiter Art, ndmlich Y ,(x) der Reihe nach mit

Yi>Yss s Ym, ... bezeichnet werden. Wir setzen die Kenntnis der

Beziehungen

>k-)w gy > (k-3 n ;llim [i-(1-} =] =0, lim [y,- (I-2)n]=0
-> o0 l—>oo

voraus. Fiir die Nullstellen der Bessel’schen Funktionen erster und zweiter
Art gelten also die Zusammenhinge (k < 1)

. 1 . .
(k—Da—js+ g5 >(—Da—ir+ 5 >lim |0— P a—j+ 5| =0

89k 891 1> 87,
bzw.
1 1
BV 4 L PRI B TR T
(k—3) = y’“+8yk>( Dr—u+ 5, >lim [0— D a—y, Syl]_o,
oder
1 1 |
r<(k—Pa+ g <(k—fn+ ,
81k 8a(k—3) (10. 4) 20

Fiir die Giite dieser Abschitzung sollen hier einige Beispiele stehen :
Nullstellen : I Ja Y% Ya
Wert fiir 4 Dezimalen: 2,4048 5,56201 0,8936 3,9578
Obere Grenze nach (10.4) rechte Seite: 2,4093 5,5206 0,9446 3,9588

Fiir hohere Nullstellen sind diese Abschéatzungen noch schirfer.

11. Die Mathieu’schen Funktionen
Endlich wollen wir unsere Sitze auf ein Problem anwenden, bei dem

weder die Nullstellen, noch die Eigenwerte bekannt sind. Wir wéhlen die

Differentialgleichung
y"+ i@+ cos2x)y =0, (11.1)

deren Losungen bei geeigneten Werten von A die Mathieu’schen Funk-
tionen sind 2!). Zwei Fille miissen wir unterscheiden.

20) Als ein Gegenstiick dieser Abschatzung vgl. Formel (9.11a).
4

21) 2 sei nichtnegativ, was nétigerweise durch die Substitutionen A > — 24, v >z 4 3

erreicht werden kann.
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Fall1. |a| < 1. Dies ist der Fall, der mit den bisher benutzten Mitteln
schwerer zu behandeln war, als der unten zu diskutierende Fall 2. Im
Falle 1 ist die Grofle r(x) nach Gleichung (3.1) gleich 4 sin? 2 x |
16 (1 4 a cos 2 x). Sie ist immer positiv, falls nicht @ =1 und z = (k+ 4) =,
oder ¢ = —1 und x = ka ist.

Nun sei z, durch a + cos 2x,=0(0=2x,<mn) definiert. Der
Koeffizient der Gleichung (11.1) ist dann positiv in den Intervallen I,
(mrx — x, < x <mn + z,) und negativ in den Intervallen J,, (mz +
o< X< (m -+ 1) — z,). Wenn a2’ und z” zwei benachbarte Nullstellen
einer beliebigen Losung von (11.1) bedeuten, folgt aus Satz 3 die Un-
gleichung %"

’ Vi Va+cos 2z de< 7 . (¢ < z")
kY
Wenn aulerdem ‘x und "z die kleinste bzw. grote Wurzel im Intervalle
I,, bedeuten, dann ist dasselbe Integral, genommen zwischen den Grenzen
ma — xound 'z, bzw. "z und mx + z, stets kleiner als x.

Ferner ist bekannt, daf3 die Mathieu’schen Funktionen se,x und ce, x
n Nullstellen im Intervalle « < x<mw 4+« haben. Keine der Nullstellen von
8€y,,,% und ce,,x liegt aber in den Intervallen JJ,,, wihrend die Funk-
tionen se,, x und ce,,,x die einzige Nullstelle (m -+ 1)z in J,, haben.
[/.,. bedeute das geschlossene Intervall mz + xy < x < (m + 1)m—2,4 %)
Daraus folgt, wenn die zu ce,x gehorige Eigenwert und Nullstellen im

7 . 2
Intervalle —5 <z < 3 mit 27 ; Co15Cuar-vvr Con (o < Cpysa)
bezeichnet werden, ferner ¢, y = — z, und ¢, ,., = %, ist, daB3

22) Wegen der Periodizitiat der Mathieu’schen Funktionen geniigt es, unsere Be-

hauptung nur fir das Intervall J, zu beweisen. Es gelten die Symmetrie-, bzw.
Antisymmetriebeziehungen

b4 w x x
S€y v(”é‘ e x) = — 8e,, (—2— + m) ,» S€y,49 (—2— = x) = 809y 49 (~§ + x) .
X X x X
Cezv(‘é‘ —"’) = Céqp (‘2— + “’) » C8pt1 (—2— - x) = = Clyy (—2— + x) .

Daraus folgt, da8 wenn —Z———-g eine Nullstelle einer Mathieu’schen Funktion ist,

a-d

-;i + & auch Nullstelle derselben Funktion ist. Nun kann eine Losung von (11.1)

nach einem allgemeinen Satz nur eine Nullstelle in J, besitzen. Dies kann aber nur
x ) ) x
5 sein. Es folgt aber aus den obigen Relationen, daB se,, und ce,, ; * bei z = >
verschwinden. Andererseits konnen die Funktionen segy4, € und cezyx an diesen
Stellen nicht verschwinden. Angenommen namlich, da8 ihr Wert bei a:=—é-glelch 0 ware,

miiBten sie nach den obigen Beziehungen an dieser Stelle eine doppelte, oder 2p-fache
Nullstelle haben, was aber in Widerspruch mit der Tatsache steht, daB diese Funk-
tionen nur einfache Wurzeln besitzen.
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g n Cn,i1+1
V}._f:.fl/a-i—cosfzxdx:z } VA, l/a+eos2xdx<2n([%J+%H
i=0 «

—Z Cn,t

oder

Va + cos 2x dx

._.xo

ist. Ebenso 148t sich die Ungleichung

9 o1 n-+1
Vi <-— [ 2 ] (la| < 1) (11.3)

Va + cos 2x dx

herleiten, wo 2 den zu se,x gehorigen Eigenwert bedeutet.

Fall 2. |a| > 1. Es geniigt, den Fall a > 1 zu betrachten, da es fiir
a < — 1 iiberhaupt keinen positiven Eigenwert gibt. Wenn a > 1 ist,
so bleibt der Koeffizient von y in Gleichung (11.1) — im Gegensatz zu
Fall 1 — immer positiv. Die Grofe r (x) wechselt aber ihr Vorzeichen und
so kénnen wir die Sidtze des § 3 nicht unmittelbar benutzen. Wenn wir
aber die im Beweise des Satzes 1 benutzte Transformation durchfithren,
erhalten wir aus Gleichung (11.1) geméfl Formel (3.5a)

d?Y -{-[l I 4 8in?2x + 16(1 + a cos 2x)
dX? 16 (@ + cos 2 z)3

] Y=0, (11.4)

wo x als Funktion von X = j']/a + cos 2x dx aufzufassen ist.
0

Zihler und Nenner des Bruches in der letzten Formel sollen nun
mit Z(cos 29) bzw. N(cos 2¢) bezeichnet werden, wobei

Z(u)=4(1 —%?)+16(1 +au) und N(u)=16(a+ u)?

ist. Im Intervalle — 1 < u <1 sind die beiden Funktionen Z (u) und
N(u) monoton wachsend. In diesem Intervalle wechselt Z(u) sein Vor-
zeichen, wahrend N(u) iiberall positiv bleibt. Daraus folgt, dafl unser
Bruch zwischen den Schranken

Z(—1) 1 Z(1)  a+1

¥ @1 "™ v T w1

bleibt.
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Nun sei « eine Nullstelle von ce,z; dann ist auch ce, (7 + «) = 0.
Diese Funktion ist also die n-te Eigenfunktion des Eigenwertproblems
(11.1) mit den Randbedingungen y(x) = ¥ (& + «) = 0. Der Eigenwert
sei wieder A] benannt. Es folgt, dafl die transformierte Funktion ¥ von
ce,& die n-te Eigenfunktion des Kigenwertproblems (11.4) mit den
Randbedingungen Y (X (x)) = Y (X (= + «)) = 0 ist. (Der Eigenwert ist
wiederum A:.) Nach dem fundamentalen Satze der Eigenwertabschétzun-
gen gilt also

A

a + 1 nw e 1
& (a—l)3>( 4

X (7 + oc)—X(cx)) O (@ — 1)
oder da

4o o

X(w + ) — X(x) = ‘ Va + cos 2z dx = ’ Va + cos 2z dx
X 0

s 4
1st,

1 . n 2 at1

{Va+cos 2% dx
0

a>1) . (11.5)

Mit einem genau entsprechenden Gedankengange kénnen wir schlieflen,
daB sich in der letzten Formel A5 durch 2} ersetzen laBt.

Zu den Formeln (11.2, 3, 5) sei bemerkt, daB nach einem allgemeinen
Satz

Ve Ve~ _ nn
fRVa + cos 2z du
0

gilt. Es soll noch erwidhnt sein, daf} die Integrale, die in diesen Ab-
schitzungsformeln vorkommen, leicht durch vollstindige elliptische
Integrale auszudriicken sind.

(Eingegangen den 26. Dezember 1942.)
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