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Réelle Freigebilde
Von Paul Finslkr, Zurich

Seinetn hochverehrten Lehrer

Herrn Constantin Carathéodory
zum 70. Oeburtstag gewidmet.

In dieser Arbeit sollen die Eigenschaften der Freigebilde1) besonders

im Hinblick auf das réelle Gebiet betrachtet werden. Verschiedene in der
Abhandlung IV fur Freisysteme und in VI fur eindimensionale
Freigebilde hergeleitete Sâtze lassen sich auf beliebige Freigebilde ûbertragen
und gelten auch im Reellen. Insbesondere soll ein Zusammenhang mit den

Hyperflâchen zweiten Grades, der sich in II § 3 fur den dreidimensionalen
Raum ergeben hatte, auf den n-dimensionalen Raum erweitert werden ;

er ist fur die in III behandelten Sàtze von Bedeutung.

1. Définition
In der Géométrie wird vielfach ein Gebilde als ,,reell" bezeichnet,

wenn es durch Gleichungen mit reellen Koeffîzienten darstellbar ist. Dies
fùhrt aber z. B. beim ,,imaginàren Kugelkreis" zu Schwierigkeiten. Wir
wollen deshalb dièse Gebilde nur als ,,reellartig" bezeichnen und sagen:

Ein algebraisches Gebilde, insbesondere ein Freigebilde, heiût reellartig.
wenn es mit dem konjugiert komplexen Gebilde zusammenfallt.

Weiter wird speziell fur Freigebilde erklàrt:
Ein Freigebilde heifit reell, wenn es reellartig ist und seine reellen

Punkte nicht in einem Raum geringerer Dimension enthalten sind wie
die komplexen.

Dabei ist die erste Bedingung nicht ûberfliissig, da z. B. ein imaginârer
Kegelschnitt vier réelle Punkte enthalten kann. Aus der Définition ergibt
sich aber:

Satz 1. Ein zum LQ gehorendes reellartiges Freigebilde ist dann und nur
dann reell, wenn es q + 1 linear unabhàngige réelle Punkte enthdlt.

1) Man vergleiche die im folgenden mit I bis VI zitierten Arbeiten:
I. Ûbor algebraische Gebilde, Math. Annalen 101 (1929), S. 284.

XX XTber eine Klasse algebraischer Qebilde (Freigebilde)» Coxnm. Math.
Helv. 9 (1937), S. 172.

III. XTber das Vorkommen definiter und semidefiniter Formen in Soharen
quadratischer Formen, Comm.' Math. Helv. 9 (1937). S. 188.

IV. Ûber Freisysteme (lineare Freigebilde), Comm. Math. Helv. 11 (1938), S. 62.
V. Ûber die Darstellung und Anzahl der Freisysteme und Freigebilde,

Monatshefte fur Math, und Phys. 48 (1939), S. 433.
VI. Die eindimensionalen Freigebilde, Comm. Math. Helv. 12 (1940), S. 254.
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2. Freisystcme

Die Verbindungsgerade von zwei konjugiert komplexen Punkten ist
stets reell; ein reellartiger linearer Raum LQ enthàlt daher auch q + 1

linear unabhângige réelle Punkto und es gilt :

Satz 2. Jeder reellartige lineare Raum, insbesondere jeder Schnitt- oder

Verbindungsraum von reellen oder von konjugiert komplexen linearen
Ràumen ist reell.

Ein reellartiges Freisystem braucht aber, wenn es zusammengesetzt
ist, nicht reell zu sein, und seine irreduziblen Teile mùssen auch nicht
reellartig sein. Dies zeigt schon das Beispiel eines aus zwei konjugiert
komplexen Punkten bestehenden Systems. Dagegen gilt:

Satz 3. /s/ ein Freisystem reell, so sind auch seine irreduziblen Teile reell.

Wenn nâmlich das Freisystem G reellartig ist, so muB es mit jedem
nichtreellen La auch den konjugiert komplexen Raum Za enthalten; die
reellen Punkte des La liegen daher im Schnitt mit dem zugehôrigen
Rest Of. Wàre also der in IV Satz 24 erv/âhnte, nicht gebundene Raum
La von G nicht reell, so wâren die reellen Punkte von G schon in dem
zum Rest Gr gehôrenden Raum enthalten, der kleinere Dimension hat
wie der zu G gehôrende; G wâre dann also nicht reell. Ist aber der L^
reell, so ist auch der Schnitt mit dem zugehôrigen Rest reell und dieser
muû selbst ein réelles Freigebilde sein, da sonst wiederum G nicht reell
wàre. Durch Induktion ergibt sich somit Satz 3.

Es zeigt sich also, dafi die reellen Punkte der reellen Freisysterne
Gebilde ergeben, die mit den direkt im reellen Gebiet definierten Frei-
systemen2) ùbereinstimmen.

3. Eindimensionale Gebilde

Die reellen Punkte einer Kurve sind die Schnittpunkte mit der
konjugiert komplexen Kurve. Da dasselbe auch fur die Projektionen der
Kurven auf eine zweidimensionale réelle Ebene gilt, so kann eine irre-
duzible nichtreellartige Kurve g-ter Ordnung hôchstens g2 réelle Punkte
enthalten. Eine Freikurve g-ter Ordnung ist jedoch schon durch q + 3

ihrer Punkte eindeutig bestimmt3) und enthâlt daher, wenn sie nicht
reellartig ist, hôchstens q + 2 réelle Punkte. Ist sie jedoch reellartig und
nicht reell, so ist nach Satz 2 q > 1, und sie enthàlt dann hôchstens

¦) Vgl. die Einleitung von IV, S. 62.
*) E. Bertini, Einfûhrung in die projektive Géométrie mehrdimensionaler

R&ume, Wien 1924, a 323.

74



q — 2 réelle Punkte, denn durch q — 1 solcbe kônnte man unendlich
viele réelle LQ^X legen, deren g-ter Schnitt mit der Kurve rational be-
stimmbar und daher selbst reell sein mùûte. Die Kurve enthielte dann

q + 1 linear unabhângige réelle Punkte und wàre somit ebenfalls reell;
sie enthàlt dann auch stêts einen reellen Linienzug4).

Ist aber eine nichtreellartige Freikurve in einem reellartigen ein-
dimensionalen Freigebilde enthalten, so ist auch die konjugiert komplexe
Kurve darin enthalten und, wie aus der Herleitung von VI Satz 12

(S. 260) hervorgeht, kônnen sich dièse beiden Kurven in hôchstens
einem Punkte treffen. Es gilt also

Satz 4. Eine réelle Freikurve CQ des LQ enthàlt stets unendlich viele réelle

Punkte, d. h. einen reellen Linienzug; eine reellartige, nichtreelle hôchstens

q — 2, eine nichtreellartige hôchstens q + 2 (bzw. 1 fur q 1) und, wenn
sie in einem reellartigen eindimensionalen Freigebilde enthalten ist, hoch-

stens einen reellen Punkt.

Es gilt nun weiter

Satz 5. Ist ein eindimensionales Freigebilde 0 reell, so sind auch seine
irreduziblen Teile und deren gegenseitigen Schnittpunkte reell. Es làfit sich
also im Reellen aus Punkten und Freikurven in derselben Weise zusammen-
setzen, wie nach VI Satz 3, 12, 13 ein beliebiges im komplexen Qebiet.

Zum Beweis ersetze man die irreduziblen Teile von 0 durch die zu-
gehôrigen Râume La{; nach VI Satz 13 ergibt dies ein Freisystem. Dièses
kann nach IV Satz 23 nicht nur aus gebundenen Ràumen bcstehen.
Ist L^ ein anderer, so trifft er den zugehôrigen Rest Of nach VI Satz 13

hôchstens in einem Punkt S. Der zum L^ gehôrende Teil von 0 muû
reell sein. Wàre er nâmlich nicht reellartig, so kônnte er sich mit dem
konjugiert komplexen Teil nur im Punkt S treffen und die reellen Punkte
von O wâren schon in dem zu Q' gehôrenden, also in einem linearen Raum
geringerer Dimension enthalten ; wâre er aber reellartig und nicht reell,
so kônnte er hôchstens ocr— 2 réelle Punkte enthalten; dièse wurden in
einem L^z liegen, der mit Of zusammen wieder einen linearen Raum
geringerer Dimension bestimmen wùrde, in welchem aile reellen Punkte
von O enthalten wâren.

Der Rest G' ist nun ebenfalls ein eindimensionales, réelles Freigebilde.
Wàre er nâmlich nur reellartig und nicht reell, so mûfiten auch die reellen
Punkte von O schon in einem linearen Raum geringerer Dimension liegen

*) Dagegon enthàlt z. B. die reellartige Kurve xJ a^ -f a^ «J -f xj xJ — 0 wohl drei
réelle, linear unabh&ngige Punkte, aber keinen reellen Linienzug.
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wie die komplexen, da der Schnitt S mit L^, wenn er vorhanden ist,
reell sein muB. Es gelten also fur 0' dieselben t)berlegungen wie fur 0
und durch Induktion folgt, dafi aile irreduziblen Telle von 0 und ihre

Schnittpunkte reell fcind.

Als Folgerung ergibt sich :

Satz 8. Jedes réelle, eindimensionale Freigebilde enthalt wenigstens eine

réelle Freikurve.

Weiter fïndet man

Satz 7. Durch jeden reellen Punit X des zu einer reellen Freikurve CQ

gehorenden Raums LQ geht ein LQ_V welcher CQ in g linear unabhangigen
reellen Punkten trifft.

Verbindet man namlich den Punkt X mit q — 1 reellen Punkten

Pj,..., PQ~i der Kurve CQ, die noch so gewahlt werden konnen, daû
sie mit X zusammen einen LQ_X bestimmen, so trifft dieser Raum die
Kurve noch in einem reellen Punkt PQ> sofern er sie nicht in einem der
Punkte Px beruhit. Eine solche Beruhrung laBt sich aber durch Anderung
des Punktes P{ auf CQ beseitigen, ohne daB eine neue Beruhrung eintritt,
denn andernfalls muBte die Kurve CQ einem festen LQ_X angehoren, was
nicht der Fall ist.

Ersetzt man den Punkt X durch eine Gerade, so gilt ein entsprechender
Satz, wie schon das Beispiel einer C2 im L2 zeigt, im Reellen nicht mehr,
wohl aber nach VI Satz 2 im Komplexen. Man kann jedoch, wie im
folgenden gezeigt wird, weitere Satze von VI ins Réelle ubertragen und
zugleich auf beliebige mehrdimensionale Freigebilde verallgemeinern.
LaBt man in den Satzen und Beweisen die Forderung der Realitat weg,
so erhalt man den allgemeinen Fall im komplexen Gebiet.

4. Beliebige Freigebilde

Ein zum LQ gehorendes, mindestens eindimensionales (réelles)
Freigebilde 0 enthalte die linear unabhangigen (reellen) Punkte Po,
•Pi»««->Pfl. Man schneide 0 mit den Raumen La [Po,..., Pa],
or 0,1,..., q. Wird der grôBte Wert von a, fur den 0 vom LQ nur in
endlich vielen Punkten getroffen wird, mit r — 1 bezeichnet, so wird
0 nach I S. 287 vom Raum Lx ~ fP0,..., Pt] in einem genau eindimen-
sionalen (reellen) Freigebilde getroffen, das nach VI Satz 3 (bzw. nach
Satz 6) eine (réelle) Freikurve enthalt. Es gilt also

Satz 8. Jedes mindestens eindimensionale (réelle) Freigebilde enthalt
wenigstens eine (reeUe) Freikurve.
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Unter Verwendung von Satz 7 an Stelle von VI Satz 2 kann man nun
den Beweis von VI Satz 4 und damit diesen Satz selbst ins ReeUe iiber-
tragen und findet so unter Berucksichtigung von Satz 8:

Satz 9. Durch jeden (reellen) Punkt X des zu einem mindestens ein-
dimensionalen (reellen) Freigebilde G gehorenden Raums LQ Idjit sich ein
(reeller) LQ_X legen, dessen Schnitt mit G (reell ist und) zum LQ_X gehort.

Auf diesen Schnitt kann man nun denselben Satz anwenden und da3
Verfahren so lange wiederholen, bis der Schnitt nur aus einzelnen
Punkten besteht. So findet man (mit v g fur Punktsysteme) :

Satz 10. Bei einem beliebigen (reellen) Freigebilde kann man durch jeden
(reellen) Punkt des zugehôrigen Raums einen Lv legen bei passend gewâhl-
tem v, der das Oebilde in v + 1 linear unabhângigen (reellen) Punkten trifft.

Dies ist eine Verallgemeinerung von VI Satz 5. In derselben Weise
lassen sich auch die weiteren Sâtze VI 6 bis 11 und die zugehôrigen
Beweise auf beliebige Freigebilde und ins Réelle ûbertragen ; insbesondere

ergibt sich so als Verallgemeinerung von VI Satz 11 :

Satz 11, Beliebige Freigebilde ohne gemeinsame Punkte ergeben zusammen
dann und nur dann ein (réelles) Freigebilde, wenn (sic redl sind und) die
zugehôrigen Ràume sich in freier Lage befinden.

Die Struktur beliebiger reduzibler Freigebilde ist damit noch nicht
vollstândig abgeklârt5); fur die weiteren Betrachtungen spielt dies aber
keine Rolle. Es wird nur noch der folgende Satz gebraucht :

Satz 12. Jeder nichtreelle Punkt P eines reellen Freigebildes G geJtdrt
einer in G enthaltenen reellen Freikurve an.

Fur eindimensionale Freigebilde ergibt sich dies aus Satz 5. Ist G

mehrdimensional, so sei P der zu P konjugiert komplexe Punkt, [G] LQ
der zu G gehôrige Raum und Po,..., PQ seien q + 1 linear unabhangige
réelle Punkte auf O. Der Schnitt von O mit dem Raum LQ^X

[Po,..., Ptf_i] ist dann wieder ein réelles, mindestens eindimensionales
Freigebilde G'. Ist P in Of enthalten, so betrachte man Of an Stelle von
G. Andernfalls trifft die Verbindungsgerade g [P, "F] den Raum LQ^t
in einem reellen Punkt X, durch den sich nach Satz 10 im LQ_X ein L9
legen lâBt, der G' in v + 1 linear unabhângigen reellen Punkten trifft.
Der Verbindungsraum Lv+1 [g, Lv] trifft G noch in den Punkten P
und P, zusammen also in linear abhângigen Punkten und daher in einem

*) Vgl. V, S. 443.
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eindimonsionalen reellartigen Freigebilde. Wâren die Punkte P und P in
diesem Gebilde isoliert, so kônnte ihre Verbindungsgerade g den Lv nach
VI Satz 10 nicht trefïen; P und P liegen daher entweder auf einer
reellen oder auf zwei konjugiert imaginâren dem Gebilde angehôrenden
Freikurven. Dièse letzteren kônnten sich nach Satz 4 hôchstens in einem
reellen Punkt S treffen. Dann kônnte man aber im Lv+1 durch v der im
Lv enthaltenen, von S verschiedenen reellen Punkte von G1 unendlich
viele L'v legen, welche die beiden Kurven in verschiedenen und folglich
0 in linear abhangigen Punkten, d. h. in mindestens eindimensionalen
Gebilden treffen; der Schnitt des Lv+l mit G wàre dann mindestens
zweidimensional. P und P mûssen also auf einer in G enthaltenen reellen
Freikurve liegen.

5. Frcigebildo und Hyperîlîichen zweiten Grades

Als Hyperflàche zweiten Grades oder kurz als Q 0 werde eine

Hyperflâche im Ln bezeichnet, die in den projektiven Koordinaten durch
eine homogène Gleichung zweiten Grades mit reellen Koeffîzienten in
der Form Q 0 dargestellt werden kann.

Ein Gebilde G wird von Q 0 durchsetzt, wenn im Gebiet Q > 0 und
im Gebiet Q < 0 Punkte von G vorhanden sind. Es gilt

Satz 13. Wenn die reellen Punkte eines reellen Freigebildes in einer
Hijperflâche zweiten Grades enthalten sind, so ist das ganze Gebilde darin
entlialten.

Fur die Freikurven folgt dies nach Satz 4 aus bekannten Sàtzen;
es gilt daher nach Satz 12 auch fur beliebige réelle Freigebilde.

Es laût sich jetzt die Verallgemeinerung von II Satz I beweisen :

Satz 14. Wird ein zum LQ gehorendes réelles Freigebilde G von einer
Hyperflàche zweiten Grades in q + 1 linear unabhàngigen reellen Punkten
getroffen und nicht durchsetzt, so ist es ganz in ihr enthalten.

Wenn G eine Freikurve, also eine rationale Normalkurve CQ des LQ
ist, so folgt der Satz6) aus der Parameterdarstellung der Kurve. Der
Schnitt mit Q 0 liefert Gleichungen hôchstens 2 g-ten Grades, die
algebraisch mindestens 2 g + 2 Wurzeln7) besitzen, also identisch erfùllt
sein mûssen.

*) Wie schon in H, 8. 180 angegeben.
7) Im Hinbliok auf sp&tere Anwendungen beachte man, daÛ hier schon 2 q + 1

Wurzeln genûgen, daÛ also eine Freikurve CQ, die von Q — 0 in q Berûhrungspunkten
und noch einem weiteren Punkt getroffen wird, ganz in Q ¦¦ 0 enthalten ist.
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Nun sei G ein zusammenhangendes, eindimensionales Freigebildo. Ein
solches besteht nach VI Satz 12 aus r Freikurven C*1,..., C^, die sich
in hochstens r — 1 Punkten treffen und so liegen, daû E jn{ g wird.
Da 0 reell ist, sind nach Satz 5 auch dièse Kurven und ihre gegenseitigen
Schnittpunkte reell. Die Bezeichnung kann so gewahlt werden, daB fur
r > 1 das aus den Kurven C*1,..., C^1 bestehende Gebilde Gf eben-
falls zusammenhangend ist und von C** in einem Punkt S getroiïen
wird. Wenn nun jnr + 1 der q + l linear unabhàngigen reellen
Punkte Po,..., PQ> in denen G von Q 0 getroffen wird, auf der
Kurve C*** liegen, so muB dièse, da sie nicht durchsetzt wird, ganz der
Hyperflache Q 0 angehoren. Der Punkt S ist von diesen jur + 1

Punkten linear abhangig, also von den ubrigen fix + + /^r-i &uf
G1 liegenden linear unabhangig und ebenfalls in Q 0 enthalten. Wenn
also der zu beweisende Satz fur Freigebilde, die aus r — 1 Kurven be-

stehen, als richtig angenommen wird, so muû G1 und damit auch das aus

r Kurven bestehende Gebilde G in Q 0 enthalten sein.

Von den linear unabhàngigen Punkten Po,..., PQ liegen aber wegen
E fit q mindestens /ir auf der Kurve C**. Wenn die ubrigen q + 1 — ftr
aile in G1 enthalten sind, so ergibt die Induktionsannahme wieder, daÛ
G' und somit S in Q 0 enthalten ist. 8 ist jetzt aber von den fir auf
C*r liegenden Punkten linear unabhangig, also ist auch dièse Kurve und
damit G selbst in Q 0 enthalten.

Ist weiter G ein eindimensionales Freigebilde, das aus mehreren ge-
trennten Teilen besteht, deren zugehorige Râume die Dimensionen q(
besitzen, so befinden sich dièse Raume nach VI Satz 11 in freier Lage
und es ist daher g + 1 Z (g, + 1). Die Treffpunkte Po PQ mit

Q 0 mussen sich also so verteilen, daB auf die einzelnen zusammen-
h8ngenden Teile je Qi + 1 davon entfallen; dièse Teile und damit G
selbst sind somit in Q 0 enthalten.

Satz 14 ist damit fur die eindimensionalen Freigebilde bewiesen. In
ganz ahnlicher Weise lâBt er sich auch fur die Freisysteme herleiten. Dies
ist jedoch nicht notwendig, da sich der allgemeine Fall beliebiger
Freigebilde auf den der eindimensionalen Gebilde zuruckfiihren lâBt, wie
nun gezeigt werden soll.

Es werde angenommen, daB der Satz fur /* Treffpunkte Po,..., P^-i
und ihrenVerbindungsraum L^x erfûilt sei ; er gilt insbesondere fur /* 1.

Es ist zu zeigen, daB er dann auch fur /* + 1 Treffpunkte im L^ richtig
ist. Der Schnitt des reellen Freigebildes G mit dem L^x [Po,...,
Pp-i] sei also in Q 0 enthalten und P sei ein reeller Punkt von G,
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der im L^ [Po,..., PJ gelegen sei. Fur P P^ liegt P auf <? 0;
fur P =j6z P trifft die Gerade [P, P^] den Z^! in einem reellen Punkt X,
durch den sich nach Satz 10 ein Lv legen làBt, der den Schnitt von 0
mit dem Lfl^.l in v + 1 linear unabhàngigen reellen Punkten trifft ;

dièse liegen nach der gemachten Annahme in Q 0. Der Verbindungs-
raum Lv¥l [Lv, P^] schneidet dann O in einem reellen, hôchstens ein-
dimensionalen Gebilde, das den Punkt P enthàlt und nach dem fiir solche
Gebilde schon Bewiesenen zu Q 0 gehôrt. Da also jeder réelle und
somit nach Satz 13 auch jeder beliebige im L^ gelegene Punkt von O

in Q 0 enthalten ist, so folgt Satz 14 durch Induktion fur beliebige
réelle Freigebilde.

(Eingegangen den 25. Juni 1943.)
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