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Wahrscheinlichkeit unstetiger Vorgânge
bei kontinuierlich wirkenden Ursachen

Von P. Nolfi, Zurich

Die Tatsache, daB die Wahrscheinlichkeitsrechnung zuerst auf dem
Gebiete der Glucksspiele Gestalt angenommen hat, war nicht ohne Ein-
fluB auf die Struktur, die ihr gerade im Hinblick auf dièses Anwendungs-
gebiet verliehen wurde. In zunehmendem MaBe hat man die Entdeckung
gemacht, daB sich die Wahrscheinlichkeitstheorie auch fur die mathe-
matische Erfassung anderer Erscheinungen als sehr tauglich erweist. In
der Tat ist die Idée, die ihr zugrunde liegt, eine allgemeine und dràngt
sich uberall dort auf, wo es sich um mutmaBliehe Vorgânge handelt. In
solchen Fàllen zeigt sich die Môglichkeit, mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung

scheinbar regellose und ungeordnete Erscheinungen ver-
standesmàBig erfassen und darstellen zu kônnen. Hierin liegt die groBe
Bedeutung und der praktische Wert dieser Disziplin.

Indessen haben sich bei der Ûbertragung des fur die Théorie der
Glucksspiele durchaus sinnreichen Formelapparates auf andere Gebiete
immer wieder Unzulânglichkeiten gezeigt, und es ist nur zum Teil ge-
lungen, dieser Schwierigkeiten Herr zu werden. Das ist nicht so ver-
wunderlich, wie es auf den ersten Blick erscheint. Rein âuBerlich besteht
ein wesentlicher Unterschied zwischen dem Zustandekommen des Résultâtes

eines Wurfelspieles und einer naturbedingten Erscheinung, wie
z. B. eines Todesfailes in einer Personengesamtheit. Das Résultat eines
Wurfes beim Wûrfelspiel wird durch eine zeitlich beschrânkte Handlung
herbeigefuhrt, wâhrend ein Todesfall durch kontinuierlich wirkende
Ursachen — stàndig lauernde Gefahren — denen eine Gesamtheit von
Personen ausgesetzt ist, bedingt wird. Im letzteren Falle lassen sich die
Verhâltnisse am besten veranschaulichen, wenn man sich vorstellt, es

seien Kràfte vorhanden, welche auf die Gesamtheit von Personen oder

von anderen Dingen einwirken und so spontané Ereignisse auslôsen, wie
etwa Wanderungen in einer Bevôlkerung oder ein Telephongesprâch
zwischen zwei bestimmten Orten.

Mit den nachfolgenden Ausfûhrungen soll gezeigt werden, wie es ge-
lingt, durch einen geeigneten Ansatz die Wahrscheinlichkeitstheorie fur
die Beschreibung von Vorgângen, die durch kontinuierlich wirkende
Ursachen zustandekommen, zu erweitern und ihr einen logisch einwand-
freien Aufbau zu geben. Zum bessern Verstàndnis wollen wir folgendes
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Beispiel betrachten: Bei einer Krankenkasse mit einer groBen Zahl von
Mitgliedern wurden im Jahr 60 Krankmeldungen auf 100 Mitglieder
beobachtet. Es hat nun einen Sinn und einen praktischen Wert zu wissen,
wie gro8 die Wahrscheinlichkeit ist, daB eine Berufsgruppe von z. B.
200 Personen, die wâhrend zwei Jahren unter Risiko gestanden haben,
zufâllig mindestens 264 Erkrankungen aufweist statt 240, wie man zu
erwarten hâtte. Nach dem ûblichen Verfahren wûrde man folgender-
maBen schlieBen: Insgesamt standen 400 Personen unter einjàhrigem
Risiko. Die Wahrscheinlichkeit, krank zu werden, ist bezogen auf das
Jahr als Zeiteinheit 0,6. Gestiitzt auf die Newtonsche Formel

w z,

erhâlt man fur n 400, N 264 und p 0,6 als Antwort auf die ge-
stellte Frage die Wahrscheinlichkeit w 0,008. Dieser Wert ist sehr
klein. Wir werden zeigen, daB er um ein Vielfaches zu niedrig ist.

Die hier gegebene Darstellung erscheint — selbstverstândlich unter der
Annahme, daB sonst aile Voraussetzungen, wie Homogenitàt des Beob-
achtungsmaterials usw. erfûllt sind — logisch einwandfrei. DaB sie es in
Tat und Wahrheit nickt ist, zeigt folgender Einwand. Wie oben aus-
drûcklich erwâhnt, wurde als Zeiteinheit das Jahr gewàhlt. Dièse Wahl
ist willkurlich. Man kann mit demselben Recht auch den Monat als
Zeiteinheit wâhlen und sollte erwarten kônnen, daB das Résultat der Berech-

nung dasselbe bleibt. Dies ist indessen nicht der Fall. Nach derselben
SchluBweise wie oben und unter genau gleichen Voraussetzungen hàtte
sich die Rechnung wie folgt gestellt : Total standen 200 X 24 4800
Personen unter einmonatlichem Risiko und es betrâgt die Wahrscheinlichkeit

der Erkrankung pro Person und pro Monat 0,05. Die Newtonsche
Formel ergibt fur die gesuchte Wahrscheinlichkeit den Wert 0,061 statt
0,008. Dièse Diskrepanz làBt eindeutig erkennen, daB die einfache Ùber-
tragung der Théorie der Glûcksspiele in dieser noch unentwickelten Form
der besondern Eigenheit der gestellten Aufgabe nicht geniigend Rechnung
trâgt.

Mathematische Darstellung

Das Urnenschema. Wir werden im folgenden ein grundlegendes Wahr-
scheinlichkeitsgesetz beweisen, welches die Lôsung der hier gestellten
Aufgaben und damit auch zahlreicher statistischer Problème in einwand-
freier Weise durchzufuhren gestattet. Dazu gehen wir, um die Darstellung
môglichst leicht verstândlich zu gestalten, von folgenden Voraussetzungen

37



aus. Wir betrachten im ganzen n Dinge, die wir Elemente nennen wollen.
Es kann sich dabei um Personen einer Gemeinschaft, um irgendwelche,
gegen bestimmte Schâden versicherte Objekte, oder auch um Gas-
molekeln usw. handeln. Wir nehmen ferner an, daB dièse n Elemente
gewissen bestimmten Gefahren ausgesetzt sind, die wir uns von 1 bis h
numeriert denken. So sind z. B. die Mitglieder einer Sterbekasse der
Gefahr ausgesetzt, an medizinisch weitgehend differenzierbaren Todes-
ursachen sterben zu mussen, die in bestimmter Reihenfolge aufgezâhlt
werden kônnen. — SchlieBlich wollen wir vorderhand noch voraussetzen,
daB die Zahl der ,,unter Risiko" stehenden Elemente konstant bleibt.
Von dieser Voraussetzung werden wir uns spâter wieder befreien kônnen.

Fur die theoretisehe Darstellung beniitzen wir folgendes Schéma : Wir
denken uns n Elemente vorgegeben. Die Entscheidung, ob eines derselben

von einer bestimmten Ursache in einem gegebenen Zeitpunkt erfaBt wird,
soll durch Auslosung getroffen werden. Die dazu hergestellte Urne ent-
halte eine bestimmte Anzahl s Lose, wovon s0 mit 0 und allgemein 8t mit i
numeriert sind, so daB gilt: s s0 + s± + s2 + '" + sh> un<i die Wahr-

Q _

scheinlichkeit, ein bestimmtes Los zu ziehen wt — wird (fur i —
s

0,1 h). Die Nummer des gezogenen Loses gibt an, von welcher Ursache
ein Elément, iiber dessen Schicksal die Auslosung erfolgt, betroflEen wird.
Insbesondere soll das Erscheinen eines mit Null numerierten Loses be-
deuten, daB das betreffende Elément in seinem bisherigen Zustand ver-
harrt.

Fur die Rechnung sollen die elementaren Grundgesetze der Wahr-
scheinlichkeitstheorie gelten. Um den logischen Aufbau einwandfrei zu
gestalten, wâren dièse Voraussetzungen mit Hilfe von Axiomen ein-
zufuhren. Wir glauben indessen, in diesem Zusammenhang auf eine derart
weitgehende Begriindung verzichten zu kônnen, um so mehr, als wir uns
auf die elementaren Sâtze der Wahrscheinlichkeitsrechnung beschrânken
kônnen.

Wir nehmen nun an, es finden im ganzen m Ziehungen statt. Innerhalb
einer Ziehung wird liber jedes einzelne Elément ausgelost. Bei einer erst-
maligen Ziehung werden somit eine gewisse Anzahl r{1 Elemente von der
Losnummer i betrofïen werden. Nach Voraussetzung wird bei jeder
Ziehung iiber jedes Elément ausgelost, so daB allgemein fur die ?*-te

Ziehung gelten muB :

Fur die Wahrscheinlichkeit, daB als Folge einer ersten Ziehung ein
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Ereignis mit den Zahlen rn eintrete — das wir symbolisch mit [ru, r21,

rhl] bezeichnen — hat man:

n wl01 w[11 wrhhl

rhl

Bei der zweiten Ziehung môge das Ereignis [r12, r22, rh2] zustande-
kommen. Die entsprechende Wahrscheinlichkeit wird

w[2]
n wj02 w[12 wrhh2

Auf dièse Weise fahren wir fort und erhalten schlieBlich als Résultat der
m-ten Ziehung das Ereignis [rlm r2m rhm] mit der entsprechenden
Wahrscheinlichkeit :

n w^m w\im wVim
w[m] —

rhm\hm

Durch dièse m Ziehungen ist das allgemeine Ereignis [rlt + ••• + r\m>

^21 + ' * * + r2m 9 - - • 9 rni + * '# + rhm\ eûigetreten. Es kommt zustande
mit der Wahrscheinlichkeit

w'(m) w[l]w[2] ...w[m] (1)

Wir stellen uns nunmehr die Aufgabe, die Wahrscheinlichkeit fur ein
bestimmtes Ereignis [rx, r2... rh], das durch m Ziehungen zustande-
kommt, zu berechnen. Bei dieser Fragestellung ist es gleichgûltig, wie die
Zahlen ri durch die einzelnen Ziehungen gebildet werden, d. h. der Anteil
der einzelnen Ziehung ist ohne Belang fur das Endresultat. Die einzige
Bedingung ist, daB die Summe rn + ri2 + • • • + rim — ri ergibt. Mathe-
matisch heiBt das, daB man die Summe uber aile Wahrscheinlichkeiten
der Form (1) zu bilden hat, fur welche die r{j der angeschriebenen
Bedingung geniigen. Es wird:

rol ï r02!.. .rOm!. ..rM! rh2i.. .rhm\

Wenn noch beachtet wird, daB fo + ri + r2 + '" + fft mîl is^> so

wird
{fnn)\

W W5° ";îl ^ (2)
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Man ûberzeugt sich von der Richtigkeit dièses Résultâtes durch die glied-
weise Entwicklung und Vergleichung der Koeffizienten gleicher Potenzen
der w4 aus folgender Identitât :

\-wh)n (t^o + ^iH Vwh)n (^o + ^iH

wobei auf der linken Seite insgesamt m Polynôme stehen sollen.

Orenzûbergang. Formel (2) bezieht sich auf m Ziehungen, die wàhrend
einer gewissen Zeit t stattfinden sollen. Um die Zeit t und die Zahl der
Auslosungen m explizit in Erscheinung treten zu lassen, machen wir die
Substitution

w. JtlL fur i 1 2 h (3)
m

Die [Ai sollen vorderhand konstante GrôBen bedeuten, die von der Zahl
der Ziehungen unabhângig sind und deren Bedeutung wir spàter noch
kennen lernen werden. t wird im folgenden endlich vorausgesetzt. Durch
die Substitution (3) sind aile GrôBen wt bis auf w0 bestimmt.

w0 làBt sich aus der Relation : w0 + ^i + • ' * + wh 1 berechnen zu :

w0 1 !—, wobei /*i + /*2 + * * * + i^h P g^setzt wurde. Substi-
fît

tuiert man dièse Werte in (2), so wird

(il t \
^1w ^1 (4)

(mn — r)\ rx\ r2l rhl mr w

Damit erscheint wm einzig und allein durch die neu eingefiihrten GrôBen

fi{, m, t und durch a ausgedriickt mit

r rt + r2-\ \-rh

Den einleitend betrachteten realen Verhàltnissen, nach denen die
Gefahren, welche bestimmte unstetige Ereignisse auslôsen, stândig vor-
handen sind, kônnen wir dadurch gerecht werden, daB wir die Zahl der
Ziehungen m innerhalb eines beschrânkten Zeitintervalles sehr groB und
schlieBlich iiber aile Grenzen hinaus wachsen lassen. Die Gefahr fur ein
Elément, ausgelost zu werden, wâchst damit zu einer stândigen. Auf dièse

Weise gelingt es tatsâchlich, die schematische Darstellung so zu erweitern,
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daB sie mit den realen Verhàltnissen im dargelegten Sinne adàquat
erscheint. Man erhâlt hiefûr folgendes einfache Résultat :

nr uTl ar% arh tr
Km wm w —-— - e~n^ (5)

m oo rx! r2! rh\

Beweis. Es geniigt ofiEenbar nur, die von m abhàngigen GKeder fur sich
zu untersuchen. Fur dièse erhàlt man der Reihe nach:

1—^-)
m I

Km
m=oo

w=oo mr(mn — r)

mn —r+ 1 • mn — r -\- 2 .mn
mT

hm\n I [n l-.-lw- ni— J—-\ 11 — J-—\
\ m } \ m } \ m] \ m] \ m)

nr c~w^* w. z. b. w.

Besprechung des erhaltenen Résultâtes. Wir haben unsere Betrachtungen
absiehtlich fur den allgemeinen Pall von h wirkenden Ursachen durch-
gefùhrt. Spezialisiert man (5) fur eine einzige Ursache, so wird:

(njuty ^w j
c (6)

Rein formai stimmt dieser Ausdruck mit der Poissonschen Formel zur
Bestimmung der Wahrscheinlichkeit seltener Ereignisse ûberein. Inhalt-
lieh hat er jedoch eine ganz andere Bedeutung. Bei der Poissonschen
Formel handelt es sich streng genommen nicht um ein Gesetz, sondern
lediglich um eine fur verschiedene Problème der Wahrscheinlichkeits-
rechnung wichtige Abschâtzung. Im Gegensatz hierzu ist (6) die exakte
Lôsung einer Aufgabe. An Formel (6) ist nicht die Bedingung geknûpft,
daB die Zahl n sehr groB sein muB, wie das bei Poisson vorausgesetzt
werden muB. Wir stellen ausdrûcklich fest, daB (6) fur beliebiges n gilt.
Khintchine1) hat in Verallgemeinerung einer von Borel gegebenen Ent-
wicklung gezeigt, daB die Poissonsche Formel bei gewissen Aufgaben sehr

x) Khintchine. Asymptotische Gesetze der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Berlin 1933.
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wohl als die exakte Lôsung erhalten werden kann. Indessen tritt auch bei
Khintchine im Endresultat die Zahl n — Anzahl der Elemente — nicht
mehr auf. Die Tatsache, daB die Poissonsche Formel in der durch (5)
gegebenen allgemeinen Gestalt ftir beliebiges n gilt, erhôht ihre Bedeutung
auBerordentlich, da, âhnlich wie in der Théorie der Glueksspiele, die
Zahl n sowohl quantitativ als auch qualitativ auf die Wahrscheinlichkeits-
werte EinfluB hat.

Beispiel. Wir kehren zurtick auf die eingangs erwâhnte Aufgabe, die
dem Gebiete der Krankenversieherung entnommen wurde. Wir hatten die
Frage gestellt, wie groB die Wahrscheinlichkeit ist, daB bei 200 Personen,
die zwei Jahre lang unter Risiko stehen, mindestens 264 Erkrankungen
eintreten, wenn der Erwartungswert 240 betrâgt. Aus Formel (6) erhâlt
man fur den Erwartungswert E n/ut. Fur diesen Wert haben wir 240

zu setzen und erhalten damit

O/IA
e-24o= O#o67

Wie man sieht, ist dièses Résultat im Gegensatz zu den friiher
gegebenen Lôsungen unabhàngig von der Wahl der Zeiteinheit, da der
Erwartungswert direkt in die Rechnung eingeht.

Verallgemeinerung. Sehr wichtig ist nun noch die Tatsache, daB
Formel (5) sich verallgemeinern lâBt und dadurch wesentlich an Bedeutung

gewinnt. Es làBt sich nâmlich zeigen, daB (5) auch noch gilt, wenn
die GrôBen /^ und ebenso auch n mit der Zeit Ânderungen erfahren.

SchlieBt man an das erste Intervall mit den Werten juil, nx und tx ein
zweites mit den Werten jui2, n2 und t2 an und fragt nach der
Wahrscheinlichkeit fur das Eintreffen des Ereignisses \r1, r2, rh] wâhrend
des Zeitintervalles tx + t2, so erhàlt man hiefur

mit
12 r r rh

/ t*n + foi H h f*M /

Dièses Résultat bestâtigt man unmittelbar durch Berechnung des Aus-
druckes :

* rlt\ ...rhl\ '
r12l rm

42



wobei die Summation ûber aile môglichen Werte von ra und ri2, die der
Gleichung rn + Ti2 rz- genugen, zu erstrecken ist.

Das angefiïhrte Verfahren lâBt sich nun beliebig oft wiederholen, indem
an die ersten beiden ein drittes, an dièse ein viertes Intervall usw. ange-
schlossen wird. Auf dièse Weise erhàlt man schlieBlich:

e * (7)
rh

Bezeichnen wir mit w (t) und ^ (£) beliebige Funktionen von t, so lassen

sich die Ausdrûcke
Znktkfxik (7 a)
kk

T
mit Hilfe von Integralen $n(t) ^(t) dt darstellen, fiir den Fall, daB n(t)

o

und ju{(t) Treppenfunktionen sind, die im Intervall 0 bis T die diskreten
Werte nk bzw. fik annehmen. Anderseits wird in der Théorie der Lebesgue-
schen Intégrale gezeigt, daB das Produkt von zwei meBbaren Funktionen
wieder eine meBbare Funktion ist, und daB das Intégral ûber eine meBbare

Funktion als Grenzwert von Ober- bzw. Untersummen von der
Form (7 a) betrachtet werden kann. Hieraus folgt, daB Formel (7) auch
dann noch richtig bleibt, wenn in (7) die Summen durch Intégrale ûber
beliebige meBbare Funktionen n(t) bzw. jj,(t) ersetzt werden. (7) geht
damit ûber in

(8)
r2\ rh\

Dièse Gleichung besagt, daB es nicht notwendig ist, daB die GrôBen

n(t) und fti(t) zeitlich konstant bleiben. Die hier abgeleitete Formel bleibt
auch dann noch erhalten, wenn die n(t) und fx(t) zufâllige GrôBen2) sind.
Damit wird der praktische Wert dieser Formel wesentlich erhôht, denn
in der Praxis sind nicht nur die Anzahlen der unter Risiko stehenden
Elemente, sondern auch die GrôBen fi^t) stândigen Schwankungen unter-
worfen; man denke z. B. an die Risikobestânde der Versicherungs-
gesellschaften.

a) Kolmogoroff. Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Berlin 1933.
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AnschluÛ an die Erîahrung

Fiir den Erwartungswert und die Streuung der angefiihrten Verteilung
T

erhâlt man fur eine Ursache i denselben Wert, nâmlich j[n(t) ju^^dt.
o

Fur den wahrscheinliehsten Wert, d. h. den grôBten Wert von w(T) wird
T
in(t) fi{(t) dt r{ oder, wenn angenommen wird, n(t) bleibe wâhrend des

o t rIntervalles 0 bis T konstant, so wird §fi{(t) dt —. Durch dièseletzte

Gleichung wird der Zusammenhang zwischen den theoretischen GrôBen
mit den der Beobachtung direkt zu entnehmenden Werten ri und n her-
gestellt. Die GrôBen /ii(t) haben den Charakter von Wahrscheinlichkeits-
dichten; sie kônnen anschaulich als Ma8e fur die Krâfte betrachtet
werden, die auf die Elemente einwirken und spontané Ereignisse auslôsen
oder auch als MaBe fur die Hôhe der Gefahren, denen die Elemente aus-
gesetzt sind. Die ju^t) kônnen beliebige nicht négative Werte zwischen
Null und Unendlich annehmen.

Das durch (8) ausgedruckte Wahrscheinlichkeitsgesetz gilt fiir ofïene
Gesamtheiten, d. h. fiir beliebig sich ândernde Werte von n(t). Dieser Fall
bildet in der Praxis die Regel. So ist z. B. die Zahl und Zusammensetzung
der Bevôlkerung eines Landes stàndigen Ânderungen unterworfen. Fiir
Betrachtungen an solchen Gesamtheiten wird durch Formel (8) ein allge-
meiner Zusammenhang vermittelt. Fiir geschlossene Gesamtheiten lâBt
sich ebenfalls ein allgemeines Wahrscheinlichkeitsgesetz ableiten. Wir
hoffen, in einer spâteren Abhandlung die entsprechenden Resultate be-

kanntgeben zu kônnen.

(Eingegangen den 19. Februar 1942.)
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