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Ùber Parallelinvarianten bei Eikôrpern

Hr Hadwiger, Bern

In einer kûrzlich erschienenen Note1) habe ich die Parallelinvarianten
ebener Eibereiche behandelt, und fur dièse einige geometrische Deutungen
gegeben. Die hier vorliegende kurze Bemerkung bezieht sich auf die analog
definierten Invarianten bei Eikôrpern.

Wir gehen von zwei Eikôrpern ©t (i 1,2) aus. Es bezeichne wie
iiblich Mt das Intégral der mittleren Krummung, F{ die Oberflàche und
F\ das Volumen von ©t.

Eine mit stetigen partiellen Ableitungen versehene Funktion 0 von
6 Verânderlichen nennen wir eine Parallelinvariante fiir zwei Eikôrper,
wenn der Funktionswert

0{M1,F1, Vx\ M» F,, V2} (1)

beim Ûbergang von den Eikôrpern ©t zu den âuBeren Parallelkôrpern
©t (|) im Abstand f unverândert bleibt.

Nach den Formeln von J. Steiner2) gilt fur die Parallelkôrper

(2)

Vm Vt + FJ + Mt Ç* + -^L f»

so da8 die aufgestellte Invarianzforderung als Funktionalgleichung

0 { MM) FM) VM) ; MM), FM) VM) } C (3)

geschrieben werden kann.
Aus dem Verschwinden des totalen Differentials von (3) folgert man

die Giiltigkeit der partiellen Differentialgleichung

(4)

x) H. Hadwiger, Ûber Parallelinvarianten bei Eibereichen. Comment, math.
helv. 13, 252—256 (1940/41).

2) J. Steiner, Ûber parallèle Flachen, Werke 2, 173—176.
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Die 5 Parallelinvarianten

Yt M\ - 4c7iFt (i 1,2), (5)

bilden ein Fundamentalsystem, da der Rang der Funktionalmatrix

3[X>F1,F.,Z1>Z1]
(6)

maximal ist, d. h. den Wert 5 aufweist. Jede Parallelinvariante (1) ist
somit darstellbar als

0= X{X, Tl9 7%9Zl9Z%}, (7)

wo % eine mit stetigen partiellen Ableitungen versehene Funktion von
5 Veranderlichen ist.

Ein Beispiel eines parallelinvarianten Funktionals wird durch das

Zerfallsintegral
A S(xl<51, ©2]-l)<52 (8)

der Durehdringung zweier Eiflachen geliefert. In (8) bezeichnet h[©:l, ©2]
die Anzahl der verschiedenen zusammenhangenden Kontinua, in welche
der Durchschnitt der Oberflachen der beiden Eikorper ©! und ©2 zer-

fallt; ©! wird als fest, ©2 dagegen als beweglich angenommen, ©2 ist die
kinematische Dichte3) von ©2, und die Intégration ist uber aile Lagen
von ©2 zu erstreeken, die einen nicht leeren Durchschnitt der Eikorper ©!
und ©2 ergeben.

Die Parallelinvarianz von (8) ergibt sich auf Grund der Tatsache, da6
die Zerfallszahl k [ ©x, ©2 ] beim Ûbergang zu den Parallelkorpern
a) keine Ânderung erleidet, wenn (51 und ©2 einen inneren Punkt gemein-

sam haben,
b) hochstens den Zuwachs 1 erfahrt, wenn ©x und ©2 keinen Punkt ge-

meinsam haben.

Dieser Satz stellt die Erweiterung eines fruher4) fur ebene Eibereiche fest-
gestellten Sachverhaltes auf Eikorper dar5). Die Parallelinvarianz von (8)

3) Vgl W. Blaschke, Vorlesungen uber Integralgeometrie, 2 Heft, S 63.

B G Teubner; Leipzig und Berlin 1937.
4) Die in Fufinote 2) zitierte Arbeit, S. 255.
6) Fur diesen Satz habe ich noch keinen einfachen Beweis finden konnen Er wird aber

îm folgenden nicht gebraucht. Es schien mir immerhin zweckmafiig, doch auf die
Parallelinvarianz des Zerfallsintegrals hinzuweisen, um eventuell weitere Studien m dieser Rich-
tung anzuregen.
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bedeutet noch nicht, da8 das Zerfallsintegral eine Parallelinvariante in
dem oben bezeichneten Sinne ist ; es scheint im Gegenteil zweifelhaft, ob
das Intégral im allgemeinen Fall durch die Konstanten Jkfz-, Fi und Vt
allein ausgedrûckt werden kann.

Ich teile noch ein Résultat mit, das sich auf eine spezielle Klasse von
Eiflâchen bezieht.

(5i sei âuBerer Parallelbereich einer Strecke der Lange at im Abstand
Bi (es handelt sich um einen wohlbekannten Eikôrper, der aus einem
Kreiszylinder und zwei an den Kreisflâchen angesetzten Halbkugeln be-

steht).
Fur das Zerfallintegral (8) ergibt sich, i?x 5^ R2 vorausgesetzt,

4jt3
(9)

Die Parallelinvarianz von A kann aus der Formel unmittelbar abgelesen
werden, da die Abhàngigkeit von den Radien Bx und R2 nur eine solche

von der Difïerenz R1 — R2 ist. Beilàufig bemerkt man noch, daB das

Zerfallsintegral (8), das fur zwei kongruente Kôrper stets einen nicht
negativen Wert haben muB, nicht nur fur die Kugel verschwindet, son-
dern auch fur Eikôrper der oben bezeichneten Art. Damit wird eine ge-
legentlich aufgeworfene Frage6), ob die Kugel die einzige Eiflàche ist, die
mit einer kongruenten Eiflàche einen stets zusammenhângenden Schnitt
aufweist, im negativen Sinn entschieden.

Die Parallelinvarianten (5) der betrachteten speziellen Eikôrper sind:

X nia, - a2) + én(R1 - R2)

Y, n* a\ (i 1 2) (10)

Zi 7r3 oj (i 1 2)

Nach einiger Umrechnung kann (9) auf die Form

A ±{X* + 2(Z1-Zi)-3X(Y1+Y2)} (11)

gebracht werden. Damit ist in diesem speziellen Fall eine Darstellung des

Zerfallintegrals durch die 5 Parallelinvarianten gewonnen.

(Eingegangen den 3. Februar 1942.)

6) T. Bonnesen und W. Fenchel, Théorie der konvexen Kôrper, S. 141. Ergeb-
nisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, Bd. 3, 1934.
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