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Gruppentheoretischer Beweis
des Satzes von Hurwitz-Radon lber die
Komposition quadratischer Formen

Von Beno EckmMANN, Lausanne

A. Hurwitz hat in der Arbeit ,,Uber die Komposition der quadratischen
Formen® [1]') die Aufgabe behandelt, » Bilinearformen z,,...,z, der
beiden Variabelnreihen z,,..., z, und y,,..., y, mit komplexen Koeffi-
zienten so zu bestimmen, dafB die Identitit

@+ 4x) B+ -ty =242+ +72

besteht. Er hat diejenigen ganzen Zahlen p und » bestimmt, fiir welche
die Aufgabe losbar ist, und in diesem Fall das Verfahren zur Konstruk-
tion der allgemeinsten Losungen explizite angegeben ; man kann iibrigens
diese Losungen immer reell wihlen (vgl. Nr. 7). Dieselbe Aufgabe ist
spater mit einer andern Methode fiir reelle Koeffizienten von J. Radon
[2] gelost worden; in seiner Formulierung lautet das Resultat: n sei von
der Form n=u - 2% (u ungerade, 8 = 0,1, 2, 3); es gibt dann und
nur dann (reelle) Bilinearformen mit der genannten Higenschaft, wenn
p < 8x 4+ 28 ist. Als Spezialfall ist hierin der Satz enthalten, daB es
solche Bilinearformen mit p=n genau fiir n=1,2,4 und 8 gibt; den
Beweis hiefiir hat Hurwitz schon in einer friithern Arbeit [3] erbracht.

In der vorliegenden Arbeit soll der Hurwitz-Radon’sche Satz mit
Hilfe einiger grundlegender Sitze der Darstellungstheorie der endlichen
Gruppen neu bewiesen werden. Unser Beweis ist sowohl vom Hurwitz-
schen als auch vom Radon’schen vollstdndig verschieden, lehnt sich aber
im ersten Teil an den gruppentheoretischen Beweis an, welcher fiir den
Spezialfall p =n in einer Arbeit von Jordan, v. Neumann und Wigner [4]
angegeben worden ist. Es erscheint aus folgenden Griinden nicht iiber-
fliissig, zu den Beweisen von Hurwitz und Radon noch einen dritten
hinzuzufiigen: einmal ist unser Beweis einfacher und kiirzer — dafiir
operiert er aber mit weniger elementaren Begriffen und Sédtzen; ferner
sind die Methoden von Hurwitz wie auch von Radon ad hoc konstruiert
und liegen auBlerhalb der sonst in der Algebra iiblichen, wihrend wir die
Frage in die wohlbekannten Gedankenginge der Darstellungstheorie

1) Die Zahlen in eckiger Klammer [ ] verweisen auf das Literaturverzeichnis am Schluf
der Arbeit.
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einordnen, wo sie als schones Beispiel fiir die Anwendung allgemeiner
Sdtze erscheint.

Wir lassen fiir die Koeffizienten der Bilinearformen komplexe Zahlen
zu; es wird sich von selbst herausstellen, da3 die Losungen in reelle iiber-
gefiihrt werden konnen.

1. Wie Hurwitz und Radon ausfiihren?), ist die urspriingliche Auf-
gabe mit dem folgenden Matrizenproblem dquivalent:

Es sind p komplexe orthogonale n-reihige Matrizen 4,,..., 4, zu
bestimmen, welche die Relationen

A A, + A,4, =0, k,l=1,...,p; k #1 (1)
erfilllen. (B’ bedeutet die Transponierte der Matrix B.) Der Fall p = 1
ist trivial, wir setzen p > 2 voraus.

Da man aus jeder Losung dieser Aufgabe eine andere erhilt, wenn
man alle Matrizen 4,,. . ., 4, (etwa von links) mit einer beliebigen ortho-
gonalen Matrix multipliziert, kann man annehmen, daBl A4, = F ist;
dann ist A;—{-Ak =0firk=1,...,p—1, also

AA, + 4,4, =0 k,l=1,...,p—1; k1
und wegen A,4; = E
A} = —F k=1,...,p—1,

und diese beiden Relationen sind fiir 4, =/ mit (1) dquivalent.

Es geniigt also, die Aufgabe in der Form zu behandeln:

Es sind p — 1 komplexe orthogonale n-reihige Matrizen A,,..., A,_,
zu bestimvmen, welche die Relationen

Ai=—E, A4, A, =—A4A4,, E,1=1,....,p—1;ks£1l (2
erfilllen.

2. Wir betrachten die abstrakte Gruppe G, die durch p Erzeugende

@y, 08,...,0, 1, ¢ und durch die Relationen

e2=1, a;=¢, ea,=0a€, G, =¢eaa,, (k,l=1,..., p—1; k #£1)

gegeben ist. Man kann die Aufgabe, wie sie am Schluf3 von Nr. 1 formu-
liert ist, so aussprechen:

2) Vgl. [1], Abschnitt II, oder [2], Abschnitt IT, 1.
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Es ist eine Darstellung®) der Gruppe G durch komplexe, n-reihige, ortho-
gonale Matrizen gesucht, bei welcher ¢ durch die Matrix — E dargestellt
wird.

Wir bestimmen zunéchst, ohne uns um die Orthogonalitit zu kiimmern,
die Grade der srreduziblen Darstellungen von G, suchen dann diejenigen
Darstellungen, bei welchen ¢ durch — E dargestellt wird und setzen sie
zu solchen Darstellungen von gegebenem Grade » zusammen, die ortho-
gonalen dquivalent sind.

3. Man erhilt alle Elemente von G, wenn man in

Qi Ay """ By, U @y Ay, - Gy, r=0,...,p—1

die k,; alle Zahlen von 1,...,p — 1 so durchlaufen l43t, daB3
ky<k,<--<k,

ist. G hat also die Ordnung 2 - 27-! = 27 ; die Elemente sind, ausfiihrlich
geschrieben :
1; ay,..., @, 15 QGy,c.. 5o QGy ... Ay g ;

(3)

€3 EQyyeee, EQp 15 EQ Qgye vl o EQ Qg o oo By .
Fiir p = 2 handelt es sich um die zyklische Gruppe der Ordnung 4, deren
4 irreduzible Darstellungen bekannt sind; wir setzen deshalb fiir das
Folgende p > 3 .

Die Kommutatoren von G sind offenbar alle = 1 oder = ¢; die Kom-
mutatorgruppe K hat die Ordnung 2 und die abelsch gemachte Gruppe
G’ = G/K die Ordnung 27-1. G besitzt also 27— nicht-dquivalente Dar-
stellungen vom Grade 1.

4. Als Konjugiertes eines Elementes ¢ von G kommt auler ¢ héchstens
eg in Frage. Genauer:

g = Qp, O, """ O, I<r<p—2
ist zu &g konjugiert, ebenso g = a,a, - a,_; bei ungeradem p; 1, ¢ und,

bei geradem p, a,a, - a,_, und eaa, - - a,_, sind nur zu sich konjugiert
(bilden das Zentrum von G).

3) Beziiglich aller im folgenden beniitzten Grundbegriffe und Sétze aus der Darstel-
lungstheorie der endlichen Gruppen verweisen wir z. B. auf das 11. und 12. Kap. des
Buches von A. Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung (2. Aufl,,
Berlin 1927).
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Beweis:

a) =y Ay ... 0, 1 <r <p—1, r gerade.
-1 — — — or—1
A GO, = €y Qg gy« oo Qg By = Qe oo - Ay By = 1Ay Ay, - .y
also

b) g = ay ay, ... ay, 1 <r < p— 2, r ungerade.

k sei eine der Zahlen 1,2,..., p—1, aber von k,, k,,...,k, verschie-
den.
-1 _ — 2 2
Ay JOy = €0y Qy Ay, - Op Op = € E Ay Oy, .. Op = T2 Qp ooy
also

aylga, = eg.
c) g =a,a, - a,,,p gerade.

Wir haben zu zeigen, daf} fiir jedes Element b der Gruppe b-1gb =g ist.
Es geniigt, dies fiir die Erzeugenden a,,a,,...,a,_;, ¢ zu beweisen.
Fiir ¢ ist es trivial, fira, (k= 1,...,p— 1) ist

-1 — _ —2,2 —
Ay GO, = €Qp0,Qy. . .Q, 10, = € P Qra,0,. . .0, = EPa,0,.. .0, 4,

also in der Tat
aptga, =g .

Die Anzahl % der Klassen konjugierter Elemente in G betrigt also:

h = 271 + 2 wenn p gerade,

h = 27P-1 4 1, wenn p ungerade ist.

5. Da die Anzahl der nicht-dquivalenten irreduziblen Darstellungen
= h ist, gibt es auller den in Nr. 3 genannten Darstellungen ersten Grades
bei ungeradem p noch eine irreduzible vom Grad f > 1, bei geradem p
noch zwei von den Graden f und f/, beide > 1. Da die Summe der Qua-
drate der Grade der irreduziblen Darstellungen gleich der Ordnung der
Gruppe ist, hat man fiir die Grade f und f’ die Gleichungen

a) wenn p ungerade ist:
f2 4 2p-1. 12 =20
also
p—1

f=2
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b) wenn p gerade ist:

2 fe 420t 12— 2p,

also

g =201,

Da ferner f und f’ Teiler der Gruppenordnung 2P sind, etwa f= 27,
f/ = 2*, so hat man

92v | 92 — 2P-1
also

und
o p——2
f=f =27 .

6. Bei den 2P Darstellungen vom Grade 1 wird ¢ durch £ = (4 1)
dargestellt. Bei den irreduziblen Darstellungen héhern Grades dagegen
kann ¢ nicht durch die Einheitsmatrix dargestellt sein, da die Gruppe
G’ = @G/(1, ¢) abelsch ist. Da ¢ im Zentrum liegt, muB} die zugehérige
Matrix, die mit allen Matrizen einer irreduziblen Darstellung vertausch-
bar ist, eine Diagonalmatrix A% sein, also wegen A2 = 1 die Matrix — E.

Es gibt also bei ungeradem p bis auf Aquivalenz eine irreduzible Dar-

stellung, die fiir unsere Aufgabe verwendet werden kann, vom Grade
»—1 p—2

2 2 ; bei geradem p gibt es deren zwei, vom Grade 2 2 (gilt auch fiir
p = 2). Fir den Grad n einer beliebigen Darstellung von G, bei welcher
¢ in — F iibergeht, gilt somit

2:}_

n=m-2 % , wenn p ungerade,
p—2

n=m-2 % , wenn p gerade ist. %)

(Dabei gibt es im ersten Fall bis auf Aquivalenz nur eine einzige, im
zweiten dagegen m -+ 1 verschiedene Darstellungen.)

Eine Darstellung von G, bei welcher ¢ in — £ iibergeht, vom Grade
n = u- 2 (u ungerade) ist also dann und nur dann moglich, wenn
p < 2t 4+ 2 ist. Mit andern Worten:

Es sei n = u - 2 (u ungerade); es gibt dann und nur dann p — 1 kom-
plexe n-reihige Matrizen A,,..., A, _,, die den Gleichungen (2) geniigen,
wenn p < 2t + 2 ist.4)

4) Dieses Zwischenresultat findet sich auch bei Hurwitz {1], S. 657; wie dort aus-
gefiithrt wird, reicht es im Spezialfall p = n schon zur vollstandigen Diskussion aus.
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p < 2t + 2 fiir n = u - 2% ist also eine notwendige Bedingung fiir die
Losbarkeit der urspriinglichen Aufgabe.

7. Wir haben nun unter den gefundenen Darstellungen von G die-
jenigen zu suchen, welche orthogonalen Darstellungen dquivalent sind.
Nach den Untersuchungen von Frobenius und Schur?®) sind das dieselben,
welche reellen Darstellungen (also orthogonalen und reellen) dquivalent
sind. Jede Losung der Darstellungsaufgabe oder der Hurwitz’schen Auf-
gabe ist also von selbst einer reellen Losung dquivalent.

Eine Darstellung ist aber genau dann einer reellen dquivalent, wenn
unter ihren irreduziblen Bestandteilen diejenigen, welche keinem reellen
ghnlich sind, ebenso oft vorkommen wie ihre konjugiert-komplexen.
Wir miissen also zunéchst die irreduziblen Darstellungen von @, die fiir
die Losung unserer Aufgabe in Frage kommen, daraufhin untersuchen,
ob sie reellen dquivalent sind oder nicht.

Zu diesem Zwecke bildet man?®) die iiber die Gruppe G erstreckte
Summe der Charaktere y(g?) der Quadrate der Elemente g € @

8= 2 z2(¢") -
g €q
Eine irreduzible Darstellung D ist dann und nur dann einer reellen dqui-
valent, wenn die zugehorige Zahl S > 0 ist; wenn S < 0 ist, so ist D
keiner reellen, aber der konjugiert-komplexen Darstellung D #quivalent,
und wenn § = 0 ist, so sind auch D und D nicht dquivalent ®).

Fiir ein beliebiges Element g € G

g =0 A, -Gy, Oder g = e, ay ...a;, (vgl (3))
ist
r(r+1)

— 2 or(r—1)+... 1 2
92 = (Qp, Ay, oo - p,)? = eMHT—DEe 2l — ,

also '
g2 =1, wenn r = 3,0 (mod. 4),

g2 = ¢, wenn r = 1,2 (mod. 4) ist.

Geht bei der Darstellung D das Element ¢ in — K iiber, und ist f ihr

Grad, so ist also
fur r = 3,0 (mod. 4) x(9*) =1,
fir r = 1,2 (mod. 4) x(9*)=—F.

5) s.[5], bes. S. 186—187.
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Summiert man iiber die 2? Elemente von G, wie sie in (3) angegeben
sind, so wird
S = 2fa,

wo o die von p allein abhingige Summe
_(r—1\ (p—1\ [(p—1 p—1 r—1 r—1
o= () =) =)+ () + (7)== (G0)

ist. Um das Vorzeichen von ¢ zu berechnen, betrachten wir die komplexe
Zahl
z2=(1—1)P =2+ 1y (x,y reell) .

o ist nichts anderes als # 4 y; das Vorzeichen von ¢ ist also in folgender

Weise durch arg z = — 73:— (p—1) bestimmt:
¢ > 0, wenn ——7—5—( —1)=0 x 2 (mod. 2 )
’ 4: p —_ ’ 4: 2 4 . ?
7 __ 3n T=
G—O,Wenn——I(p~1): T,T (m0d.27’t),

4 5% 4 6
1 1’ 4 (mod. 27) .

o < 0, wenn —-%(p—l)

Die Summe S ist somit genau dann positiv, wenn p=7,0,1 (mod. 8)
ist; fiir p = 3, 4,5 (mod. 8) ist S negativ, fir p=2,6 (mod. 8) ist §=0.

Unsere trreduziblen Darstellungen von G sind also fir p=1,0,1 (mod. 8)
reellen Darstellungen dquivalent, fir die dbrigen p nicht; fir p=3,4,5
sind sie den konjugiert-komplexen dquivalent, fiir p = 2 und 6 nicht.

8. Der Grad » einer reellen Darstellung von G, bei welcher ¢ in — E
iibergeht, mufl somit fiir p=£7,0,1 (mod. 8) ein gerades Vielfaches der
Grade der irreduziblen Darstellungen sein. Der Grad einer reell-irredu-
ziblen reellen Darstellung betriagt also
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a) 2 % fir p=17,1 (mod. 8),
p—2
b) 2 2 fir p=0 (mod. 8),
p—1 p+1 (4)
¢) 2.2 2 =2 * fir p=3,5 (mod.S8),
p—2 ?

d)2.22 =22 fir p=2,46 (mod.S8),

und zwar gibt es fiir p=0,4 (mod. 8) bis auf Aquivalenz zwei solche
Darstellungen, fiir die iibrigen p» nur eine einzige.

Orthogonale Darstellungen der Gruppe G' vom Grade n = m - 2%, bei
welchen ¢ in — E iibergeht, gibt es also in folgenden Fillen:

a) §=3,0 (mod.4) und p=2s+4 1,
b) s=3 (mod. 4) und p = 2s + 2,
c) s=2,3 (mod.4) und p=2s—1,
d) s=1,2,3 (mod.4) und p = 2s.9)

(5)

Bei gegebenem n = u - 2* (u ungerade) betrigt also die grofimdgliche
Zahl p

fir t = 4o tp=2t4+1=8x+1
firt=40+1: p=2¢ = 8x + 2 6
firt=40x+4+2 : p=2t = 8 + 4 (6)

firt=4x+3 : p=2t+2=8x+ 8.

Man beachte, dal es nicht etwa moglich ist, p dadurch zu erhéhen, da@3
man 7 in der Form %2 - 2¢ schreibt und p nach (5) aus s bestimmt.

Schreibt man also n in der Form n = u - 2%%+B (u ungerade;  =0,1,2,3),
80 gibt es dann und nur dann p — 1 (bzw. p) orthogonale n-reihige Matrizen,
die den Gleichungen (2) (bzw. (1)) geniigen, wenn p < 8x 4+ 2B ist; man
kann sie sogar reell wihlen.

Das ist aber die Behauptung, wie sie Radon [2] formuliert hat. —
Geniigt p dieser Bedingung, so gibt es, wie man dem Nachsatz zu (4)

) Statt den angegebenen Zahlen p ist bei gleichem n natiirlich auch jede kleinere
Zahl p zulissig; man kann dies auch den Formeln (5) entnehmen,
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entnehmen kann, fir p=£0 (mod.4) bis auf Aquivalenz genau eine
Losung, fiir p=0 (mod. 4) dagegen m + 1 verschiedene, wobei m die
Anzahl der irreduziblen orthogonalen Bestandteile bedeutet, also

n .
m=—— fir p = 0 (mod. 8) ,
22
n ..
m = —— fir p = 4 (mod. 8) .
22

(Eingegangen den 3. Mérz 1943.)
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