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Invariante Herleitung der Differential-
gleichungen fiir 3-fache Orthogonalsysteme

Von Haxs Bieri, Herzogenbuchsee

Nach dem Satze von Dupin schneiden sich die Flidchen eines dreifachen
Orthogonalsystems paarweise in Kriimmungslinien. Die Differential-
gleichungen, denen der Ortsvektor des Systems zu geniigen hat, wird man
also zweckméifig durch invariante Ableitung gewinnen koénnen.

1. Bezeichnungen (vergleiche Figur 1).

Die Durchfiihrung unserer Idee erfordert ausgiebige Verwendung der
Indexrechnung. Von groflem Vorteil wird sich die Abmachung erweisen,
daB ohne gegenteilige Vorschrift iiber doppelt auftretende Indizes
summiert wird.

Bedenkt man ferner, da8 in den dreifachen Orthogonalsystemen keine
der Flichenscharen irgendwie ausgezeichnet ist, so erscheint die Ver-
wendung von Indizespermutationen selbstverstédndlich. Ich beniitze die
Bezeichnungen der Differentialgeometrie nach Blaschke, Vorlesungen
iiber Differentialgeometrie (Dritte Auflage). Aulerdem bedeuten:
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1. Obere eingeklammerte Indizes: Markierung?)

Untere Indizes: Ableitung
Untere deutsche Indizes : Ableitung nach den Bogenlingen der
Kriimmungslinien
2. Uy, Uy, Uyt Flachenparameter u, v, w
3.1, k,1: Gruppe der aus 1, 2, 3 durch zyklische
Vertauschung?) hervorgehenden
Permutationen
i, 1, k: Ubrige Permutationen

4. l-Linien: Schnittlinien der Flichen u, — konst.
u, = konst.

5. AU : Hauptkriimmung der Flidchen u, = konst. lings der k-Linien

6. B : Geodatische Kriimmung der Parameterlinien 7 auf den Flichen
u, = konst.

7. K: GauBsche Kriimmung der Flichen %, = konst.

2. Formelapparat der invarianten Ableitung.

Die invariante Ableitung bezweckt, aus Invarianten J einer Fliche
durch Differentiation neue Invarianten zu gewinnen. Zunéchst ist er-
forderlich, die Flichen auf Kurvennetze von invarianter Bedeutung zu
beziehen. Ganz allgemein eignen sich dazu die Kriimmungslinien am
besten, da sie immer reell sind. Wegen des Satzes von Dupin dringen sie
sich fiir unsere Zwecke geradezu auf. Bedeuten nun  , v Kriitmmungslinien-
parameter, so sind die Ableitungen J, bzw. J, doch nicht invariant
gegeniiber Parametertransformationen von der Form

dg

u = f(u), v=g(), mit—(—g—#o, —= 7% 0 ;
du dv
denn man erhilt:

o _as . o7 _a

ou  du 9w ov

In der Kurventheorie beniitzt man mit Erfolg die Bogenlinge als
Parameter. Will man dieses Verfahren auf die Flichentheorie iibertragen,

1) Diese Bezeichnung wird jedoch nur dann systematisch angewendet, wenn MiB-
verstindnisse zu befiirchten sind.

%) Vertauschung wird ausdriicklich vorgeschrieben.
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so ist zu bedenken, dal % und v im allgemeinen auf den Kriimmungs-
linien nicht die Bogenlinge messen. Durch eine Skalentransformation
kann man nur erreichen, dafl sie dies auf je einer herausgegriffenen

Kriimmungslinie jeder Schar tun. Dadurch entsteht natiirlich eine
Komplikation.

Mit den Bezeichnungen in 1. erhalten wir:

1. Bogenlidnge der Parameterlinien:

sm — [VEm gym)

(Nicht summieren iiber m!) (m = 4, k oder l) .

2. Linienelement des Orthogonalsystems:

ds? = E™ (du™)2,

—

3 0 0 ou '™ d  ostm 0 1

I

dstm)  gulm)  gglm)  Jyulm) T gum)  gum)  YEm

0 d .
4. 5 = Im (m=1i, T oder I) .

5. Ist S invariant gegeniiber den oben erwihnten Skalentransforma-
tionen, so gilt?):

S 8
S == .:‘_ s S — v
' T VE *TVE
8. 1 &,-B, S, 1 8,6,
Su="F =3 —@m = e 3 @
Sy 1 8, -8, Sou 1 8,4,

Wegen S, = 8,, ist nun die Integrabilitéitsbedingung

1 S,-F 1 §,-Q
S —-——'———1—_—:_—”2-':8 "——-?——:——-___‘i‘
et EVEG 2 GVEG

zu beachten. Dieselbe kann durchsichtiger geschrieben werden. Es ist:

3) Blaschke, S. 125 ff., 3. Auflage. -
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1 S, - K 1 0
R S A L VE =8, 4
2 VEVEVEQ “"“WEG@ A

1 S, -G 1 0
% Vavavig = Ve w05 A
also nach 1
Sis — BBV. 8§, = Sy — BB .8, und weiter:
Syt — BU. 8 = Sy — B .8, . (1)

(1) ist fiir die Ableitung der Differentialgleichungen von fundamentaler
Bedeutung.

Es ist ferner leicht einzusehen, da durch gleichzeitige zyklische Ver-
tauschung sdmtlicher Indizes alle Flichen des Orthogonalsystems erfaft
werden.

3. Die Ableitungsgleichungen.

Fiir unsere Zwecke haben wir nun das Dreibein der normierten
Tangentenvektoren lings der Kriimmungslinien zu verfolgen. Aus schon
genannten Griinden ist Beschriankung auf die Grundvektoren der einen
Flichenschar statthaft.

Wir machen den zunéchst unbestimmten Ansatz:

X = oM gy Xy = &' g,

i = BN x,) Ty = 7' x, (2)
I = y(‘i).) x)

Trp = 6N g, .

Die Koeffizienten der 6 Linearformen bestimmt man mit Hilfe der
Beziehungen, die zwischen den Grundvektoren bestehen.
xi, X1, %1 geniigen folgenden Gleichungen:

nn=nnx=xx=1 (a)
B =xx=xx=020 (b)
Aus (a) folgt:

X=X =X —XIn— 0 Xy —
I =XXm=%( =% =0,

4) Blaschke, S. 150, 3. Auflage. x(g“) = geodatische Kriimmung der u-Linien

xg’) = geodatische Kriummung der v-Linien,
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und aus (b): (% x)i = % ¥ + X Xt ,
(% X1 = %1 X1 + % xie

@i =xuxn+xuxn; (a)h=*exn+ 20x;
Fexe)i = %% + Xexu ;. (FoE = XX + X X 5
und weiter: X = —X %,
X Xep =— — Xt X4t
XX = — X% X,
XXy — — Xt Xt
n X = —X X,
Xt Xgg = — X1 Xt -

Die Integrabilitdtsbedingung in 2. gilt auch fiir beliebige Vektoren.
Wir schreiben:

Xt — B 3y = gy — B0 g,
Nach skalarer Multiplikation mit x; bzw. x; folgt:

Da die Parameterlinien Kriimmungslinien sind, steht ferner die
Gleichung
M=0

zur Verfiigung. M ist gleich der Determinante der 3 Vektoren x,, %,
und %,,5). Nun ist aber x, proportional ¥;, x, proportional ¥y, und ¥, ist
eine lineare Kombination von %is und x;, bzw. von ¥y und x¢ gemaBl 2, 5.
Daraus folgt:

Xt =3I x=20. (d)
SchlieBlich darf man die beiden Rodrigues’schen Gleichungens®)
N, =—AW.x,, N,=—AUg
nicht vergessen. Nach Division durch VE bzw. V@ liest man sie:
fi=— AW g xy=— AU g

woraus folgt:

%) Blaschke, S. 89, 3. Auflage.
¢) Blaschke, S. 95, 3. Auflage.
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X%
X =

— __A(li)’

)

I xe = — AW,

(e)

n- %5 = 0

Damit sind alle Bedingungen ausgewertet,
stimmung der unbestimmten Koeffizienten.

B X = ol®

T = BN . g,

fig o= B . 1 4 plik) .
g Xp = BUD . 0  BUR) .
Tip X = BUD . 0  BUk) .

I x =y .

6“7«) xl\

= Ui .

Xgr
Xn Xy
Xee Xt
Xt X1

T = et . g,

Xn X
X Xr
X Xt

X
Xpe -

k3{

1 + AL
XX = oc(i':) ) + “(ik) 5
X = (X(ii) .0 + o‘“k) .

1 4 plk)
4 X = y(ii) . 0 _.I_ y(‘ik) .

1+ 1522 I
= §id) . O J- §Uk) .
= §1) . 0 4 §UR .

= gl . | 4 gk .
glid) . O - glik) .
glid) . O  gliko) .

g = gl . 1 4 gk .
£ = i) . 0 4 ik .
cxp= gl . 0 4 g0 . O 4 gD . 1> D =0

0 + “(il) .
1+ D .
0 _+_ o‘(il) .

0+ ﬁ(il) .
1+ ﬂ(il) s
0+ ﬂ(il) .

0 + y(il) .
1 + y(il) .
0 .+_ y(il) .

0 + a(il) .
1 + 5(111) .
0 + 5(121) .

0+ elih .
14 tid .

0 4 glid

Die Ableitungsgleichungen lauten mithin:
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und wir schreiten zur Be-

0— x) = 0 (vergleiche (a))

0 — ! = BU ((b), (c))

1> xlih = A4 ((b), (e))

0— BUD = (a)

0— BUk) — — Bk (c)

1> 6D =0 (d)

0 — plid) = — BUD (c)

0 - pik) = 0 (a)

1> plid = 0 (d)

0 1) = Bk ((b), (c))

0— &'k — (a)

1> 6h = Ak ((b), (e))

0 — glfd) = AU ((b), (e))

0 — &ltk) = 0 (e)

1= glih — ¢ (a)

0 + 7D . 0 gl = 0 (e)
14 7D . Qo> i — — 40 ((®), (e))
(a)



X = * B(l‘i) Xt _.l,_ A(li) k3

Xy = * — Btik) X %* = — Ah) X

£ = — BUO g, * * fy = — Ay, (3)
in = B(lk) X * + A(lk) ;31

Man bemerkt Vertauschbarkeit von ¢ und k bei festgehaltenem [. Dies
ist keineswegs erstaunlich, sind doch - und k-Linie vollsténdig gleich-
wertig. Gestiitzt darauf hidtte man %y, x¢ und % zum vornherein weg-
lassen koénnen.

Soll das System (3) integrabel sein, so miissen folgende Bedingungen
erfiillt sein:

e — B xy =t — B xy 7)
i — BU) 3y = x0p — B 3y (4)
tur — B x4 = 2 — BUR g

Nun werden die Ableitungen ausgefiihrt und fiir die zweiten Ab-
leitungen werden ihre Werte aus (3) eingesetzt :

T = lei)xf _|_Agh')xl + BUD (BUR) g, - AU g) — 4B . AUK) g,
= BU) BUk) . g 4 (B — AU AUy g, 4 (AP 4 B Aui) g

Ty — BUD 3y = B BUk . g 4 (B Ui 4() g,
+ (AP + BUD AUk)y g — BUO (B g, + AU )
= BU) BUk) g | (B{ — At AUk __ BUi) BU) g,
+ (A 4 Bt At . BUH 40 g

W = — Btk Xt
1k ;
2y = — B gy — B 3y = — B g, 4 BUW . BU g,

— B{® g, + BUK . BU g,  BUK . BUk) . g,
= BUk BU) g | (B% . BUk _ Bglk)) %

i — BUR x4

I

; 1 .
te = — AW 5 — AU gy = — AW 5 4 AUD . BUR) g,

7) Anwendung der Integrabilitdtsbedingung (1).
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Tt — B gy = — AW g + AUD . BUR g, 1 BUD . 4D g,
= (B . AU — A% g, 4 AU BUK) g,

iy — BUR) 3 = (BUR AUk AP) ¢, L AUl B g

Die zweite Zeile von (4) liefert nichts Neues.
Bringt man in (4) alles auf die linken Seiten, so resultiert:

%y (B Bt BUk) BUO) 5, (B - B __ g0 4l Buis___ Bk 2)
+ % (A% B Uk __ B AUy — ¢ |

£ (B AU AJ__ B guioy 4 g, (400 Btk Bl 4k 4 A — ¢

Dies sind lauter Identitdten. Deshalb lauten die Integrabilitéts-
bedingungen :

B+ B __ punz__ Bz — AU 4k — KO
A® — pur (A — 400y AW — Bub (AU — ) (5)

(5) ist natiirlich nichts anderes als die Gauf3’sche und die Codazzi’schen
Gleichungen in invarianter Gestalt.

(4) und (5) charakterisieren nicht schon das Orthogonalsystem. In der
Tat haben wir noch gar nicht beriicksichtigt, dal} jeder der drei Grund-
vektoren auf zwei Flichen die Rolle eines Tangentenvektors spielt,
wahrend er zugleich Normalenvektor der dritten ist. Die zusétzlichen
Bedingungen findet man einfach durch Vergleichen der skalaren Grund-
vektorprodukte. Wir erhalten ihre Gesamtheit durch gleichzeitige zy-
klvsche Vertauschung simtlicher Indizes?®).

TR — BUD | g gy *ekk — BUR) g oy Rk — BRD
¥ xp** = BUR oy x REERE — BUD oy g Rk = Bk ®)
T R = AUD | g = AUR) gy g REREE = QKD
X B RRRE = AUR) g g RRERRR @D g p* — Ak

Die Gleichungen (6) stimmen paarweise in den linken Seiten iiberein
(durch Sternchen dargestellt), also miissen auch die rechten Seiten gleich
sein. Deshalb gelten die sechs wichtigen Relationen:

®) Skalarprodukte mit den Werten 0 oder 1 werden vernachlissigt. Unterscheiden sich
zwei nur durch das Vorzeichen, so wird nur da.s;emge mit dem positiven Wert beriick-
sichtigt (vgl. 3 (b)).
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Bk — A BUR — Atk BED — kD
BUR) — Ak BUD — A6 BU) — Ak

(7)

Sie bedeuten geometrisch folgendes:

Satz: Im dreifachen Orthogonalsystem ist die Hauptkriommung einer
beliebig herausgegriffenen Parameterfliche lings jeder threr Kriimmungs-
linien gleich der geodditischen Krismmung dieser Kurve in jener andern ein-
deutig bestimmten Parameterfliche, der sie noch angehort.

Jetzt brauchen wir nur noch (7) in (3) und (5) einzusetzen und erhalten
endgiiltig:

X * A(ki) Xt + A(li) X, 9) 10)
X * A(ik) Xt % , (8)
Xy = *x A(lk) Xt %

A® L AR gade _ gukz — QU0 4ky = KO

A — guk (quo _ gay A8 — gk (40 guky (8e)
Die Analyse von (8) iibersteigt den Rahmen meiner Arbeit, weshalb
sie unterbleibt.
Der groBe Vorteil der invarianten Gleichungen besteht darin, da3 man
zwanglos zu speziellen Fliachen, etwa Minimalflichen, iibergehen kann.

(Eingegangen den 7. Dezember 1942.)

) Xy, Xy und x4 werden aus (8) durch zyklische Vertauschung erzeugt.

10) Fiir gewisse Probleme wird man besser die geodéatischen Kriimmungen verwenden,
wobei natiirlich (7) beriicksichtigt werden muB.
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