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Zwei spezielle Cremona-Gruppen und die
darin auftretenden invarianten Konfigurationen,
Kurven und Flâchen

Von Arnold Emch, Urbana, Illinois (U. S. A.)

1. Die invarianten Yierseitsechspunkte der ebenen quadratischen
Involution

Vier in allgemeiner Lage befindlichen Geraden einer Ebene 82 schneiden
sich in drei Paaren von Gegenpunkten, die wir einen Vierseitsechspunkt
nennen und mit F6 bezeichnen wollen.

Nun betrachten wir die bekannte quadratische Involution

T2: qx[ x2xz, qx2 xzxx, qx'3 xxx2 ; (1)

und darin die zwei Paare entsprechender Punkte P (ax, a2, az) ;

P'(a2az, azax, axa2) und Q(bx,b2,bz); Qf(b2bz,bzbl9bxb2). Die Verbin-
dungslinien PQf und P'Q schneiden sich in einem Punkt R, dessen

Koordinaten leicht als

qcx (a3b2 — a2bz) {axbx — a2b2) (azbz — c^ôj
g c2 («! 63 — «s bt) (a2 b2 — az bz) (ax b± ~ a2 b2) (2)

qcz (a2b1 — cùxb2) (a2b2 — azbz) (azbz — ^ibx)

gefunden werden.
Âhnlich ergeben sich als Koordinaten des Schnittpunktes R* von PQ

und P'Qf
ac[ (azb3 — «2^2) (ai&2 — ^2^

ac2 ~
acfz (a262 — axbx) (a1bz — azbx) (a2bz~—azb2)

Der entsprechende von JR* in T2, d. h. R*1 (crcf,crcf, crcf) gibt fur die
Koordinaten Ausdriicke, welche mit Ausnahme eines konstanten Faktors
(axb2 — a26t) (a2bz — azb2) {azbx — #i&8) identisch sind mit denen von
R, so daB R* R. So ergibt sich

Satz 1. Seien P, Pr ; Q, Qr zwei Paare entsprechender Punkte in einer
quadrati8chen Involution T2. PQr und P'Q schneiden sich in R; PQ und
P'Qf in R', so dap R, Rf ein drittes Paar in T2 bilden. Es ist klar, dafi
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P,P';Q,Q'; R,Rf drei Paare eines F6 bilden. Da die Wahl von Q, Q! un-
abhângig ist von demjenigen von P,P\ so gibt es bei einer gegebenen T2 in
S2ooé F4. Zwei Paare P,P' ;Q,Qf bestimmen ein F6 eindeutig.

2. Invariante Kurven zweiter Art in T2

1. Es gibt zwei topologisch nicht verschiedene Klassen von in T2 in-
varianten Kurven dritter Ordnung, nâmlich (^4) die zweifache Mannig-
faltigkeit :

2 l l xl) + a3x3(x21—xl) 0 (4)

Eine solche Kurve soll mit C3 bezeichnet werden. Sie hat die Eigen-
sehaft, daB die Verbindungslinien entsprechender Punkte auf C3 in dem
sogenannten isologen Punkte 8(al9 a2, a3) zusammenlaufen.
(B) Die dreifache Mannigfaltigkeit.

«î^i(#2 + #3) + «2^2(^3 + xl) + azxz(^l + xl) + aix1x2x3 0 (5)

Fur eine solche Kurve soll die Bezeichnung C3 verwendet werden. Die
Verbindungslinien entsprechender Punkte von T2 auf ihr umhullen eine
Kurve 3. Klasse. Eine Cz kann geometrisch dadurch erhalten werden, daB

man zuerst eine Kurve dritter Klasse mit den sechs invarianten Linien
von T2 als Tangenten konstruiert. Dann ist der Ort entsprechender
Punkte auf den Tangenten dieser Klassenkurve gerade eine solche Cz.

2. Die Gz hângt von drei efîektiven Konstanten ab. Folglich bestimmen
drei allgemein gewàblten Punkte P, Q, jR* eine solche Kurve eindeutig.
Sie geht, weil invariant, auch durch P'yQ!,R*'. Zwei Punkte P, Q
bestimmen einen Bûschel (Cz), der auch Pr,Qr enthàlt. Jetzt nehme man
jR* als R in V6, § 1. Dann geht G3 durch die sechs Punkte von F6, aber
ist nicht eindeutig bestimmt. Man bezeichne das F6 enthaltene Vierseit
mit Lx, L2, L3i L^ und die diesen Linien entsprechenden Kegelschnitte
in T2 mit L[, L2, L3, L'^. Aber die Produkte ixx L[ ; L2x L2,LzxL3,
LAx L'A sind degenerierte C3 durch aile 9 Punkte A±, A2, Az, die Funda-
mentalpunkte von T2, und P,P'; Q,Q'\ R,R', so daB der Bûschel (C3),
durch P,P'; Q,Qf bestimmt, auch auf R, Rf ist.

Zwei Kurven C3 und G\ bestimmen einen Bûschel auf A1} A2, A3 und
drei Paare entsprechender Punkte in T2. Seien P,P'; Q, Qr zwei dieser
Paare, und R, Rf das dièse zu einem F8 ergànzende Paar, dann gehen die
Kurven des Bûschels, d. h., auch C3 und Cl durch Fe. Somit
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Satz 2. In S2 gibt es oo4 F6 die in T2 invariant sind. Jedes F6 mit Al9
A2, A3 bilden die Basis fur einen Buschel von C3. Zwei C3 schneiden sich

aujierhalb des Fundamentaldreiecks in den sechs PunJcten eines F6.

3. In einem Biischel von Kurven dritter Ordnung gibt es im allge-
meinen 12 mit Doppelpunkt. Unter den Kurven eines Buschels von C3

gibt es erstens vier welche durch die vier invarianten Punkte von T2
gehen und dort je einen Doppelpunkt haben. Dann sind die Lz X Lt je
vier Kurven des Biischels, welche doppelgezàhlt 8 weitere Doppelpunkte
liefern. Man gelangt auf dièse Weise zu einem weitern interessanten Beispiel
der noch wenig bekannten Konfiguration A12 der zwôlf Doppelpunkte der
rationalen Kurven eines Buschels von Kurven dritter Ordnung 1).

4. Durch einen Punkt S ziehe man bei Geraden Llf L2, L3 und bestimme
auf ihnen bezùglich die drei Paare entsprechender Punkte PliP[;
P2,P2; P3,Pf3. Sie liegen auf der C3 deren isologer Punkt S ist. Zu
PiPi, P2P2, die ein F6 bestimmen, konstruiere man das dazu gehôrige
dritte Paar Q3,Q3. In ahnlicher Weise zu P2, P2, PB, P3 das dritte Paar
Ql9 Q[ ; zu P3,P3 ; Pl9P[ das dritte Paar Q2, Q2. Nach viermaliger An-
wendung des Desargues'schen Dreieckssatzes folgt sehr leicht, daB

Qi » Q[ ; Q2 Q2 9 Qs > Qz drei Paare eines neuen F6 bilden, den wir mit We

bezeichnen. Der von P1,Pf1; P2,P2; Qz,Qf3 gebildete F6 enthâlt einen
Buschel von C3. Darunter gibt es eine Kurve die auch durch P3, P3 geht.
Dièse gehôrt aber auch zu den durch P2,P2; PZ,P'3 und Ps,Pr2; Pl9P[
bestimmten Bùscheln und geht deshalb auch durch Qx, Q[ und Q2 fQ2.
Man erhâlt so den

Satz 3. Sind Ll3 L2, L3 drei durch einen Punkt gehenden Linien und
P1,Pf1; P2,P2; P3,P3 die auf denselben liegenden Paare entsprecheTider
Punkte in T2, ferner Q3, Qf3 ; Ql9 Q[ ; Q2, Q2 die drei Paare des durch die

Pt,P'i bestimmten W6, so liegen die sechs Paare Pt,P'%; Qt,Q[ auf einer
einzigen C3. Auf einer C3 gibt es oo2 solcher W6.

5. Sei Px, P[ ein Paar entsprechender Punkte auf einer C3 und P2 auf C3

in erster Nachbarschaft von Px (infinitésimal erster Ordnung), dann ist
auch P2 in erster Nachbarschaft von P[. In dem dadurch bestimmten F6

ist Q3 der gemeinschaftliche Tangentialpunkt der Tangenten in Pi(P2)
und Pi(Pa) und Q'3 ist der Schnittpunkt von P1P'1(P2)P2) mit C3. Somit
ist jedes Paar entsprechender Punkte auf C3 ein Steinersches Paar, d. h.
ein Punktepaar mit demselben Tangentialpunkt. Von Qz gehen noch

*) Ein anderes Beispiel fur z/12 veroffenthchte ich in Band 49 (1940), pp. 55—63 der
Monatshefte fur Mathematik und Physik.
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zwei weitere Tangenten Q3P3, Q3P4 und C3, so da8 jetzt P1,P[iP3, P4
ein Steinersches Quadrupel bilden. Nun ist bekannt, dafî dièses Qua-
drupel die invarianten Punkte und sein Diagonaldreieck einer neuen
quadratischen Involution bilden, worin C3 auch invariant und die zu Q3

gehôrige isologe Kurve ist. Zusammenfassend ergibt sich

Satz 4. Jedes Paar entsprechender Punkte auf G3 ist ein Steinersches
Paar mit einem Tangentialpunkt Q3. Dieser bestimmt ein zweites Steinersches

Paar, also ein Steinersches Quadrupel. Seine Punkte sind die
invarianten Punkte einer neuen quadratischen Involution und sein Diagonaldreieck

ist das Fundamentaldreieck derselben. Darin ist jetzt O3 die zu Q3

gehôrige isologe Kurve.

Das ist ein direkter Beweis, da8 die oben erwàhnten zwei Kurven-
klassen (4) und (5) topologisch nicht versehieden sind.

3. Geometrische Eigenschaften einer speziellen Cremonagruppe

1. Das Produkt der symmetrischen Kollineationsgruppe (?6 und der in
§ 2 gebrauehten Involution T2 in $2(#i> #a> xz) is* eine Cremonagruppe
einfacher Art O12, deren geometrische Eigenschaften sich. ohne Sehwierig-
keit ergeben. Die elementar symmetrischen Funktionen der drei Variabeln
xl3 x2, x2 seien mit <P2 Uxi9 &2 Uxixk, &z xtx2x3 bezeichnet.
Wenn weiterhin von einem Punkt oder einer Geraden gesprochen wird,
so sollen darunter solche in allgemeiner Lage, d. h. solche ohne besonders
einschrânkenden Bedingungen zu unterliegen, verstanden werden. Durch
die sechs Kollineationen QXrt — xk von (?3 wird ein Punkt (a1,a2,a3),
einschlieBlich diesen, in sechs Punkte (ai9akia2) transformiert die auf
einem Kegelschnitt liegen. Werden die symmetrischen Funktionen der a^
in gleicher Reihenfolge mit otx,(x2,(xz bezeichnet, so ist die Gleichung
dièses Kegelschnitts

K2 oc2 01 - 04 02 0 (6)

Im folgenden werden die von mir schon frûher vielfach gebrauehten
Bezeichnungen verwendet. In S2: A^lyO, 0); A2(0, 1,0); A3(0, 0, 1);

fio(l,l,l); ^(-1,1,1); jBb(1,-1,1); 58(1,1,-1); ^(0,1,1);
^,(1, 0, 1); Bs(l, 1, 0); ^(0, -1, 1); E2(- 1, 0, 1); Ez{- 1, 1, 0).

Die auf K2 gelegenen sechs Punkte at,ak,a2 seien mit 123, 132,
213, 231, 312, 321 bezeichnet. Es ist bekannt, da8 dièse bei
perspektivischen Involutionen mit den Zentren E1}E2,E3 angehôren.
Zum Beispiel die Verbindungslinien von 123 und 132, 213 und 231,
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312 und 321 gehen durch Ex. In ahnlicher Weise konnen die sechs

Punkte in je drei Paare angeordnet werden, deren Verbindungslinien je
durch E2 und Ez gehen.

Die durch T2 transformierten Punkte a[,ark,a2 (aka2,a2at, atak) =-
V k1 V liegen auf einem neuen Kegelschnitt K*2 mit der Gleichung

<*1*3 *1 +«2*^2 0, (7)

da ja die durch T2 transformierten sechs Punkte eine ahnliche Gruppe
von solchen sechs Punkten l'2'3', 1'3''2', 2/l/3/, 2'3'1', &\!cL!, Zf2rl'
bilden, die denselben drei perspektivischen Involutionen mit den Zentren
ElyE2, Ezangehoren. K2 dieTransformierte vonK2ist eineKurve vierter
Ordnung mit Doppelpunkten in Al9A2,Az und ist naturlich nicht
identisch mit K*2. Die Konfiguration der 12 Punkte A12 ist invariant in
der Cremonagruppe G12, welche das Produkt von 6?6 und T2 ist.

AuBerdem liegen die 12 Punkte, je einer auf K2 und einer auf K\ seehs-

mal auf einer Linie durch Ex. Die Verbindungslinien von 321, l/2/3/;
231, lr%'2'\ 312, 2/l/3/; 213, Z'V2r\ 132, 2/3/l/; 123, WV gehen
durch Ex. In ahnlicher Weise gibt es je solche sechs Verbindungslinien
durch E2 und Ez. Als Résultat hat man

Satz 5. Eine Konfiguration A12, welche in der Cremonagruppe G12

invariant ist, hat die Eigenschaft, dafi ihre Punkte sechsmal zu je zwei auf
sechs Verbindungslinien durch die Punkte des Vierseitsechspunktes
A1A2ASE1E2EZ liegen.

4. Invariante Kurven in der Gruppe 612

1. Die Kurve 3. Ordnung C3.

Dieselbe hat die Gleichung

Xi(4 + A) + «2(«s + XT) + xs(xl + xD — kx^Xs 0 (8)

oder in abgekurzter Schreibweise

0, (9)

worin /* X + 3. Solche C3 bilden einen Buschel, gehen durch die
Punkte EX,E2,EZ und beruhren sich in den Punkten A1,A2,A3 mit
den gemeinschaftlichen Tangenten x% + xz 0, xz + xx 0, xx + x2 0,
Unter den Gz von (8) befindet sich eine rationale mit isoliertem Doppel-
punkt in J50(l, 1, 1). Die konjugiert imaginaren Tangenten an die
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imaginàren Zweige von Cz durch BQ sind x± + cox2 + co2xz — 0,
xx+ co2x2+ coxz 0. In diesem Falle ist X 6. Um zu beweisen, daB

jB0 Doppelpunkt und isoliert ist, schneide man C3 mit x1-\-œx2-\-cu2x3 — 0.
Zu diesem Zwecke eliminiere man xz zwischen dieser Gleichung und (8).
Nach leichter Rechnung ergibt sich das Résultat (x± — x2y 0, woraus
hervorgeht, da6 die Tangente einer der Zweige beriihrt und den andern
schneidet. Dasselbe gilt fùr die zweite Tangente. Zerfallende Kurven des

Bûschels sind fur X oo x1 x2 xz 0, und fur X — 2

(x1-\-x2) (^2 + ^3) (^3 + ^1) 0, ferner fur X -- — 3, 0±02 — 0.

2. Die Kurve 6. Ordnung (76.

Eine in G6 invariante Kurve n. Ordnung hat die Gleichung

2 &?1 ^22 *s3 0 mit n± + 2n2 -f 3n3 n (10)

Ihre Bestimmung hàngt also von der Lôsung der diophantischen
Gleichung nx + 2n2 + 3 n3 n in positiven ganzen Zahlen ab. Damit sie auch
noch in T2, d. h. in G12 invariant sei, muB sich bei der Transformation
von (10) durch T2, der Faktor @3 n Mal absondern. Das ist leicht, wenn
beachtet wird, daB durch T2 &l9 02, <PB ûbergehen in 01->02, 02->0x0z
0z-*~0l* Bei einer solchen Kurve muB somit das Glied 0n nicht vor-
handen sein, d.h.,n1<n — 1. Auf dièse Weise erhâlt man fur solche G6

die Mannigfaltigkeit dritter Ordnung.

h{0\0z + 01) + X20\0\ + ^0,0,0, + X,0\ 0 (11)

Nach den C3 sind die C6 die nàchsten in G12 invarianten Kurven, was
leicht bestâtigt werden kann. Ist (al9 a2, a3) ein Punkt von C6, so werden
die ûbrigen zu C?6 gehôrigen Punkte auf C6 von dem Kegelschnitt

K=oc20l — oc\02 O (12)

ausgeschnitten. K schneidet C6 ûberdies in 6 weitern Punkten einer G6,
die man wie folgt erhâlt: Die Elimination von 02 aus (11) und (12) gibt

{Xxe\ + XM) 0\ + (X^t + XBocî*2) 0\0Z + X,oc\0l 0 (13)

eine Gleichung, die augenscheinlich in das Produkt

(C0\ + D0.6) (E0l + F0z) 0 (14)
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aufgelôst werden kann. Jeder dieser Faktoren gleich Null gesetzt stellt
eine Kurve dritter Ordnung dar, welche O6 in 6 Punkten einer G6 schnei-
det. Zusammen sind es die 12 Punkte der G12 auf C6, die zu sechs auf K
und K* (xxixz<f>\ — oc\<l>2 — 0 liegen. Die O6 haben als einzige Doppel-
punkte Ax, A2, Az, und sind somit vom Geschlecht 7.

Man hat jetzt den

Satz 6. Nâchst dem Buschel {in G12) invarianter Kurven Cz ist eine drei-
fache Mannigfaltigkeit von C6 vom Geschlecht 7. Jede derselben tràgt oo!â 12

Konfigurationen.

3. Eine Cn wird durch T2 in eine C2n transformiert. Damit der eigent-
liche Teil von C2n identisch sei mit Cn9 ist notwendig (d. h. in G12), da6
2n — Sot n sei, woraus folgt, daB n 3oc. Somit

Satz 7, Nur Kurven von der Ordnung n 3 oc kônnen in G12 invariant
sein. Klassen solcher Kurven mit den Ordnungen 3, 6, 9, 12, kônnen,
wie fur n 3 und n 6 gezeigt wurde, leicht aufgebaut werden.

5. Eine Cremonagruppe G4S und ihre Konîiguration zl48

1. Die kubische Involution T3 in Sz.

Tz(QX/i l/xt, i 1, 2, 3, 4) ist wohlbekannt und gestattet viele
intéressante Anwendungen2). Zuerst soll gezeigt werden, wie dieselbe auf
rein geometrische Weise erhalten werden kann. Man lege durch einen
Punkt P{x1, x2, #3, #4) und die Seiten A1A2, A2AZ, A%AX des Koordi-
natentetraeders AXA2AZA± die Ebenen y±xz — y3x4c 0, y^xx — yx

x±= 0, y±x2 — 2/2^4— 0, worin die y laufende Koordinaten sind.
Durch Tz werden dièse in die drei Ebenen y±#4 — y%x3 0, y^xé —

yxxx 0, î/4x4 ~ y2x2= 0 transformiert, die sich in dem Punkte
P'(x2xdx/k, x1xsx/k, x±x2x^, x1x2x3), d. h. dem in T2 entsprechenden
Punkt Pf schneiden. Nun betrachte man die durch A±A2 gehenden vier
Ebenen yz — y± 0, t/3 + t/4 0, y^x3 — yzx^ 0, t/4#4 — y3xs 0

et* oc

eines Bûschels. Als Parameter derselben kann man 1,-1, — —-' Xi xé
nehmen, deren Doppelverhàltnis leicht als — 1 gefunden wird. Âhnliches
wiederholt sich fur die Axen A2AB, AzAj^, A^AX, A^A2, A4A3. Somit

Satz S. Verbindet man einen Punkt P in 8Z mit den sechs Seiten AtA-k
durch Ebenen ocik und konstruiert man zu diesen vierten harmonischen ocfik

a) Siehe z. B. des Verfassers Arbeit On Surfaces and Curves which are
Invariant under Involutary Cremona Transformations. American Journal of
Mathematics Vol. XLVIII (1926), pp. 21—44.
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in bezug auf yi — yk 0 und y{ + yh =-= 0, «so ^eAert die $ec/ta Ebenen odik

aile durch P.

Eine weitere neue Konstruktion fur T3 wird auf folgende Weise er-
halten: Die Verbindungslinie P(xl9 x29 xz, #4) J.4(0, 0, 0, 1) kann para-
metrisch durch

± (xl9 x2, xz, #4 -f- X) darstellen. Durch T3 wird dièse in

[ [(x2 xz (xA + X), xz xx (#4 + A), xx x2 (#4 + X), xx x2 x3]

also wieder in eine Gerade transformiert, welche fur X — 0 selbstver-
stândlich durch Pf geht. Dividiert man durch A und làBt dann A->oo,
so erhâlt man den Durchschnitt von PAr mit ic4 0, /Sf/=(o:2^3,
^3^iî ^1^2)- Der Durchschnitt von PA^ mit a;4= 0 ist ^(^,^2,^3).
Somit ist 8r der entsprechende von S in der quadratischen Involution T2
in 82(x1, x2, x3). Das fuhrt zu

Oegeben sei ein Punkt P in 8Z. Die Verbindungsgeraden
sollen die gegenûber Seitenflâchen ocj AiAkAl in den Punkten Pj}
j 1, 2, 3, 4 treffen. Dann konstruiere man die zu Ps entsprechenden P\ in
den quadratischen Involutionen mit AiAkAl als FundamentaldreiecJcen.
Dann gehen die Verbindungsgeraden P[Al9 Pf2A2, Pf3A3, P'±A± aile durch

P\ den P in Ts entsprechenden in S3. Umgekehrt schneiden die Verbindungsgeraden

von P und Pf mit A$ die gegenûberliegende Seitenflâche in zwei
Punkten P^P'^ die ein Paar in der quadratischen Involution mit AlAkAl
als Fundamentaldreieck.

2. Das Produkt 6?48 der symmetrischen Oruppe 6?24 und der Involution
T~in S*.

Die symmetrische Kollineationsgruppe 6?24 wurde auf ihre geome-
trischen Eigenschaften der Hauptsache nach von J. Veronese unter-
sucht3). Ist P(ax, a2,a3, aA) ein Punkt, so fûhren die Kollineationen der
Grappe P in eine Konfiguration von 24 Punkten zl24 ûber die auf der
Flâche 2. Ordnung

F

liegt. 0l9 029 0Z9 0A sûxd die elementar symmetrischen Funktionen der

8) Interprétation géométrique de la théorie des substitutions de n
lettres, particulièrement pour n 3, 4, 5, 6, en relation avec les groupes de
l'Hexagramme mystique. Annali di Matematica, vol. XI, ser. II, pp. 93—236
(1882). Man sehe auch Arnold Emch, Some géométrie applications of symmetric
substitution groups. American Journal of Mathematics, vol. XLV (1923), pp. 192
bis 207.

130



vier Variabeln xl3 x2, x3, xé. Durch T3 wird zl24 in eine Grappe von
24 Punkten transformiert, die eine neue zJ24 bilden, wie nach àhnlichen
Ûberlegungen, wie sie fur die (?6 und G12 G6xT2 angewandt wurden,
sofort bestâtigt werden kann. A24-\-A2é zl48 bilden eine Konfiguration
die in der Cremonagruppe 6?48=6r24x T3 invariant ist. A24t liegt auf der
Flàche F*2 oc2oc±0l — oc\&2. Zwischen den Punkten von A2A und A24t

kann man folgende Zusammenhânge feststellen : Mit ;, i, k, l bezeichne
man 1, 2, 3, 4 in irgend einer Ordnung. Durch P P123i(a1, «2> az> aù
ziehe man die beide AiAk und A$AX schneidende Transversale tik,n.
Dann wird dièse auch durch einen Punkt von A2± gehen. Um das ein-
zusehen, nehme man z. B. £12.34 welche AXA2 in S12(a1, a2, 0, 0) und
ASA^ in (0, 0, a3, a4) schneidet. Werden die Koordinaten von 812 und /S34

bezuglich mit a3a4 und axa2 multipliziert, so kommt

S12 Ka3a45 a2aza^y 0, 0)

£34 (0, 0, a1a2aZ) axa2aA)

Die Verbindungslinie S128Z4r geht augenscheinlich durch den Punkt
^12.34 — («i^3«4j a2aBaà, axa2a3, axa2a^ welcher der in T3 entspre-
chende von P ist.

Durch P gehen drei Bisekanten £12.34? £13.24» ^14.23? die nach vorigem
der Reihe nach auch durch Pf12.z4:, -P13.245 ^14.23 g©ten. Infolge der
Symmetrie von 6r24 und G2é und des involutarischen Charakters von Tz
folgt nach Obigem

Satz 10. Durch jeden Punkt von A2/k und zJ24 gehen drei Bisekanten, eine

fur jedes Seitenpaar AtA2, A3A±; A2A3, AXA± ; A3A1, A2A4, von welchen

jede noch einen Punkt bezuglich von A2A und A2é enthdlt. Die 48 Punkte
von A±8 liegen somit zu Paaren auf 72 Bisekanten der drei Paare von gegen-
ilberliegenden Seiten des Koordinatentetraeders.

6. Die 648 invarianten Flâchen

2. Die Flâche 4. Ordnung .F4.

Eine in OAS invariante Flàche Fn nteT Ordnung muB eine gewisse
Anzahl oc Mal durch jeden der Punkte Ai gehen, so dafi $4 oc Mal sich von
F3n abtrennt und 3n — éoc n ist. Daraus folgt fur n derWert n 2oc

und furFn die MôglichkeitenFa,Fq,Fs,
Von diesen sollen hier der Kurze halber nur F\ und F% behandelt

werden. Man beachte, daB die folgenden Transformationen durch T3
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stattfinden : @1->@s, 02-^020^, <P8-> <Pj • <PJ #4-><2>4. Fur invariante
F4 ergibt sich demgemàB das Netz :

<2>1<2>3 + A<^ + /*<?>4 0 (H)

dessen Kurven Aly A2, A3,Aé als Doppelpunkte haben. Dieselben ent-
halten auch den Punkt E(l, 1, 1, 1) der in O44 invariant ist, wenn
16 + 36 A + ii 0, oder ^ — 16 — 36 A ist. Sie bilden den Buschel

FA 01&z — 16#4 + X{O\ — 3604) 0 (15)

Um zu zeigen, da8 E ein Doppelpunkt fur aile Fé von (15) ist, verbinde
man E mit einem Punkte A (a1} a2, a3, a4). Die elementar symmetrischen
Funktionen der a sollen mit ocj, oc2, <xs, a4 bezeichnet werden. Dann ist
die parametrische Darstellung von EA(pJra1, p + a2, ft + a3, p + a4).
Der Punkt mit dem Parameter p liegt auf jP4 wenn die mit diesen Koordi-
naten #> + % gebildeten 0{ (15) befriedigen. Man hat

<x2

+ 2oc2p + oc3

^4 P* + XlP* + <X*V2 + XsP + X* '

Werden dièse in (15) eingesetzt, so bekommt man nach Vereinfachung
die Gleichung

(3«î - 8<x2) (A + 1) P2 + 2 K oc2 - 6^3)

(3A + l)p + ocl(xz + loi- (36A + 16)*4 0 (16)

woraus hervorgeht, da/î E ein Doppelpunkt von allen F± ist. Es fàllt noch
ein weiterer Punkt von EA mit E zusammen, wenn der Koeffizient von
p2 verschwindet, d. h. wenn entweder 3«f — 8oc2 0, oder A — 1 ist.
Im erstenFall wird %<x\ — 8<%2 mit «u ^2? az> at fàzt als laufenden Koordi-
naten den allen Fà gemeinsamen Oskulationskegel im Doppelpunkt E. In
expliziter Form wird die Gleiehung desselben

3 (al + a\ + al + a\) — 2 (axa2 + a2a3 + azat + axa± + a2a^ + a3a4) 0

(17)

eine Form die positiv définit ist, also durch réelle Werte nicht erfullt
werden kann. Fur solche F\ ist also E ein isolierter Doppelpunkt. Fur
A — 1 geht jede Gerade EA dreimal durch E, d. h. E wird dreifaoher
Punkt fur dièse spezielie Fé.
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2. Die invariante FQ.

Nach den oben angewandten Regeln ergibt sich

F, ^((PÎ<P4 + 01) + X20X0%0, + A80J + A402d>4 0 (18)

und aus der Betrachtung der Form der Gleichung sofort

Satz 11. Die in der 6?48 invarianten Fldchen 6. Ordnung bilden eine drei-
fache Mannigfaltigkeit und haben aile dreifâche Punkte in Ax, A2, Az, A4.
Ferner gehen sie aile duroh dieselbe Raumkurve 12. Ordnung, den Schnitt
von 02 0 und &l&é + ^ 0> m^ dreifachen Punkten in A1,A2,

(Eingegangen den 20. Mârz 1941.)
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