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Zwei spezielle Cremona-Gruppen und die
darin auftretenden invarianten Konfigurationen,
Kurven und Flachen

Von Ar~oLp EmcH, Urbana, Illinois (U.S. A))

1. Die invarianten Vierseitsechspunkte der ebenen quadratischen
Involution
Vier in allgemeiner Lage befindlichen Geraden einer Ebene S, schneiden
sich in drei Paaren von Gegenpunkten, die wir einen Vierseitsechspunkt

nennen und mit V4 bezeichnen wollen.
Nun betrachten wir die bekannte quadratische Involution

. 14 . / — 4 . .
Tar 0%y = By s Xy = Tyl , PFy = Byl } (1)

und darin die zwei Paare entsprechender Punkte P(a,, a,, a;);
P'(ayas, asa,, a,a,) und Q(by, by, bs); Q' (bsbs, bsby, b,b,). Die Verbin-
dungslinien PQ’ und P’Q schneiden sich in einem Punkt R, dessen
Koordinaten leicht als

0¢1 = (@33 — @3 bs) (@16, — a3 b,) (@3bs — @, by) ,
0Cy = (@05 — azh,) (@yby — asbs) (@ b, — a,b,), (2)
0Cs == (@3b; — @1 b,) (@305 — a5bs) (@305 — a, by)
gefunden werden.
Ahnlich ergeben sich als Koordinaten des Schnittpunktes B* von PQ
und P’Q’
oc; = (@sbs — @3 b) (@05 — asb,) (@,65 — ashy) ,
O'Cé = (a, bl — asb,) (a,162 — ayb,) (@3b; — ayb,) , (3)

0'6; = (@yby — @, b,) (@105 — a3b,) (2305 — a;b,) .

Der entsprechende von B* in T,, d. h. R*' (c’¢c/, ¢’c’, ¢’c’) gibt fiir die
Koordinaten Ausdriicke, welche mit Ausnahme eines konstanten Faktors
(@b, — a43b;) (a3b; — a3b,) (@3b, — a,bs) identisch sind mit denen von
R, so daBl R* = R. So ergibt sich

Satz 1. Seien P, P'; Q, Q' zwer Paare entsprechender Punkte in einer
quadratischen Involution T,. PQ’ und P’'Q schneiden sich in R; PQ und
P'Q’ in R’, so daf R, R’ ein drittes Paar in T, bilden. Es ist klar, daf
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P,P’; Q,Q’; R,R’ drei Paare eines Vg bilden. Da die Wahl von Q, Q' un-
abhdngig ist von demjenigen von P, P’, so gibt es bei einer gegebenen T, in
Sy00tV,. Zwei Paare P,P’; Q,Q" bestimmen ein V, eindeutiy.

2. Invariante Kurven zweiter Art in T,

1. Es gibt zwei topologisch nicht verschiedene Klassen von in 7, in-
varianten Kurven dritter Ordnung, namlich (4) die zweifache Mannig-
faltigkeit :

@, %y (0 — @5) + By @, (25 — ) + @575 (2] —23) =0 . (4)

Eine solche Kurve soll mit C; bezeichnet werden. Sie hat die Eigen-
schaft, daf} die Verbindungslinien entsprechender Punkte auf C; in dem
sogenannten isologen Punkte S(a,, a,, a;) zusammenlaufen.

(B) Die dreifache Mannigfaltigkeit.

a, %, (xg -+ x;) ~+- azxz(mg + xf) - aaxa(xf ~+- xg) +ax 2,23 = 0 . (5)

Fiir eine solche Kurve soll die Bezeichnung C, verwendet werden. Die
Verbindungslinien entsprechender Punkte von 7', auf ihr umbhiillen eine
Kurve 3. Klasse. Eine C; kann geometrisch dadurch erhalten werden, daf3
man zuerst eine Kurve dritter Klasse mit den sechs invarianten Linien
von T, als Tangenten konstruiert. Dann ist der Ort entsprechender
Punkte auf den Tangenten dieser Klassenkurve gerade eine solche C;.

2. Die C, hiangt von drei effektiven Konstanten ab. Folglich bestimmen
drei allgemein gewihlten Punkte P, ¢, R* eine solche Kurve eindeutig.
Sie geht, weil invariant, auch durch P’,Q’, R*/. Zwei Punkte P, @ be-
stimmen einen Biischel (C;), der auch P’, @’ enthilt. Jetzt nehme man
R* als Rin Vg, § 1. Dann geht C, durch die sechs Punkte von Vg, aber
ist nicht eindeutig bestimmt. Man bezeichne das V4 enthaltene Vierseit
mit L,, Ly, L,, L, und die diesen Linien entsprechenden Kegelschnitte
in T, mit L/, L, L}, L;. Aber die Produkte L,x L{; L,x L}, Lyx L,
L,x L; sind degenerierte C; durch alle 9 Punkte 4,, 4,, 4,, die Funda-
mentalpunkte von T, und P,P’; Q,Q’; R, R’, so da3 der Biischel (C,),
durch P,P’;Q,Q’ bestimmt, auch auf R, R’ ist.

Zwei Kurven C} und C? bestimmen einen Biischel auf 4,, 4,, 4, und
drei Paare entsprechender Punkte in 7',. Seien P, P’; @, Q’ zwei dieser
Paare, und R, R’ das diese zu einem V4 erginzende Paar, dann gehen die
Kurven des Biischels, d. h., auch C; und C2 durch V4. Somit
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Satz 2. In S, gibt es oot Vg die in T, invariant sind. Jedes Vymit A,,
A,, A, bilden die Basts fiir einen Bilschel von Cy. Zwei C4 schneiden sich
auflerhalb des Fundamentaldreiecks in den sechs Punkten eines V.

3. In einem Biischel von Kurven dritter Ordnung gibt es im allge-
meinen 12 mit Doppelpunkt. Unter den Kurven eines Biischels von C,
gibt es erstens vier welche durch die vier invarianten Punkte von 7T,
gehen und dort je einen Doppelpunkt haben. Dann sind die L, X L, je
vier Kurven des Biischels, welche doppelgezahlt 8 weitere Doppelpunkte
liefern. Man gelangt auf diese Weise zu etnem weitern interessanten Beispiel
der noch wenig bekannten Konfiguration A,, der zwolf Doppelpunkte der
rationalen Kurven eines Biischels von Kurven dritter Ordnung ).

4. Durch einen Punkt S ziehe man bei Geraden L,, L,, L, und bestimme
auf ihnen beziiglich die drei Paare entsprechender Punkte P,,P;;
P,,P,; P,,P;. Sie liegen auf der C, deren isologer Punkt § ist. Zu
P,P,, P,P,, die ein V, bestimmen, konstruiere man das dazu gehorige
dritte Paar @, Q;. In ahnlicher Weise zu P,, P;, P,, P; das dritte Paar
Q.,Q;; zu P,, P,; P,, P| das dritte Paar Q,, @,. Nach viermaliger An-
wendung des Desargues’schen Dreieckssatzes folgt sehr leicht, daf
Q., Q1 ; @s, Qs ; Qs, Q: drei Paare eines neuen V, bilden, den wir mit W,
bezeichnen. Der von P,,P;; P,,P;; @,, @, gebildete V, enthilt einen
Biischel von C;. Darunter gibt es eine Kurve die auch durch P,, P; geht.
Diese gehort aber auch zu den durch P,, P, ; P;, P, und P,;, P;; P,,P;
bestimmten Biischeln und geht deshalb auch durch @,, Q] und @,, @, .
Man erhilt so den

Satz 3. Sind L,, L,, Ly drev durch einen Punkt gehenden Linien und
P,,P;; P,,P,; P,, P, die auf denselben liegenden Paare entsprechender
Punkte in T,, ferner Q;, Qs ; @1, Q1 ; @2, Qs die drei Paare des durch die
P,, P bestimmten W, so liegen die sechs Paare P;,P;; Q;,Q; auf einer
etnzigen Cy. Auf einer C4 gibt es oo? solcher W.

5. Sei P,, P; ein Paar entsprechender Punkte auf einer C,; und P, auf C,
in erster Nachbarschaft von P, (infinitesimal erster Ordnung), dann ist
auch P, in erster Nachbarschaft von P;. In dem dadurch bestimmten V,
ist @, der gemeinschaftliche Tangentialpunkt der Tangenten in P, (P,)
und P;(P}) und @} ist der Schnittpunkt von P, P;(P,, P,) mit C,. Somit
ist jedes Paar entsprechender Punkte auf C; ein Steinersches Paar, d. h.
ein Punktepaar mit demselben Tangentialpunkt. Von @, gehen noch

1) Ein anderes Beispiel fiir 4,, veroffentlichte ich in Band 49 (1940), pp. 556—63 der
Monatshefte fiir Mathematik und Physik.

125



zwei weitere Tangenten @, P,, @, P, und C,, so daB jetzt P,,P;, P,, P,
ein Steinersches Quadrupel bilden. Nun ist bekannt, daB dieses Qua-
drupel die invarianten Punkte und sein Diagonaldreieck einer neuen
quadratischen Involution bilden, worin C; auch invariant und die zu @,
gehorige isologe Kurve ist. Zusammenfassend ergibt sich

Satz 4. Jedes Paar entsprechender Punkte auf C, ist ein Steinersches
Paar mit esnem Tangentialpunkt Q4. Dieser bestimmit ein zwestes Steiner-
sches Paar, also ein Steinersches Quadrupel. Seine Punkte sind die in-
varianten Punkte exner neuen quadratischen Involution und sein Diagonal-
dreseck ist das Fundamentaldreieck derselben. Darin ist jeizt C; die zu Q,
gehorige isologe Kurve.

Das ist ein direkter Beweis, daBl die oben erwiahnten zwei Kurven-
klassen (4) und (5) topologisch nicht verschieden sind.

3. Geometrische Eigenschaften einer speziellen Cremonagruppe

1. Das Produkt der symmetrischen Kollineationsgruppe G und der in
§ 2 gebrauchten Involution 7', in S,(x,, 5, ;) ist eine Cremonagruppe
einfacher Art ¢,,, deren geometrische Eigenschaften sich ohne Schwierig-
keit ergeben. Die elementar symmetrischen Funktionen der drei Variabeln
Xy, &y, Xy seien mit @, = Xx;, @, = Xr,x,, P, = x,7,%; bezeichnet.
Wenn weiterhin von einem Punkt oder einer Geraden gesprochen wird,
so sollen darunter solche in allgemeiner Lage, d. h. solche ohne besonders
einschrinkenden Bedingungen zu unterliegen, verstanden werden. Durch
die sechs Kollineationen pz; = x, von G; wird ein Punkt (a,, a,, @),
einschliefllich diesen, in sechs Punkte (a;, a,, @,) transformiert die auf
einem Kegelschnitt liegen. Werden die symmetrischen Funktionen der a;
in gleicher Reihenfolge mit «,, «,, #; bezeichnet, so ist die Gleichung

dieses Kegelschnitts
K2=“2¢%—“1¢2=0- (6)

Im folgenden werden die von mir schon frither vielfach gebrauchten
Bezeichnungen verwendet. In S,: 4,(1,0,0); 4,(0,1,0); 4,(0,0,1);
By(1,1,1); By(—11,1); By(1,—1,1); By(1,1,—1); E(0,1,1);
E,(1,0,1); E;(1,1,0); E,(0, —1,1); E,(—1,0,1); E,(—1,1,0).

Die auf K, gelegenen sechs Punkte a,, a;,a, seien mit 123, 132,
213, 231, 312, 321 bezeichnet. KEs ist bekannt, dafl diese bei
perspektivischen Involutionen mit den Zentren K, E,, B, angehoren.
Zum Beispiel die Verbindungslinien von 123 und 132, 213 und 231,
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312 und 321 gehen durch E,. In adhnlicher Weise konnen die sechs
Punkte in je drei Paare angeordnet werden, deren Verbindungslinien je
durch £, und £, gehen.

Die durch 7', transformierten Punkte a;, a; , a, = (a,6,, 3,0;, 0;a;) =
i’ k' I’ liegen auf einem neuen Kegelschnitt K; mit der Gleichung

x%103DPy + oty * Dy =0, (7)

da ja die durch 7', transformierten sechs Punkte eine ahnliche Gruppe
von solchen sechs Punkten 1’/2'3’, 1782/, 2’1’3/, 2’81/, 3’1’2/, 83’271/
bilden, die denselben drei perspektivischen Involutionen mit den Zentren
E,, E,, E, angehoren. K, die Transformierte von K, ist eine Kurve vierter
Ordnung mit Doppelpunkten in A,, 4,, 4, und ist natiirlich nicht
identisch mit K;. Die Konfiguration der 12 Punkte 4,, ist invariant in
der Cremonagruppe G,,, welche das Produkt von G und 7', ist.

AuBerdem liegen die 12 Punkte, je einer auf K, und einer auf K ; sechs-
mal auf einer Linie durch E,. Die Verbindungslinien von 321, 1'2/3/;
231,1’3’27;312,2’1'8; 218, 8'1'2/; 132, 2’8’1/; 123, 3’2’1’ gehen
durch Z,. In dhnlicher Weise gibt es je solche sechs Verbindungslinien
durch Z, und E;. Als Resultat hat man

Satz 5. Eine Konfiguration A,,, welche in der Cremonagruppe G,y in-
variant ist, hat die Eigenschaft, daf ihre Punkte sechsmal zu je zwei auf
sechs Verbindungslinien durch die Punkte des Vierseitsechspunktes
A A, A B B, B, liegen.

4. Invariante Kurven in der Gruppe G,

1. Die Kurve 3. Ordnung C,.
Dieselbe hat die Gleichung

2, (x5 + 23) + x5 (2f + 25) + 25 (af 4 25) — Az 22, = 0, (8)
oder in abgekiirzter Schreibweise
0,0, — n®; =0, (9)

worin u = A + 3. Solche C; bilden einen Biischel, gehen durch die
. Punkte E,, E,, B, und beriihren sich in den Punkten 4,, 4,, A, mit
den gemeinschaftlichen Tangenten z, + 23 = 0, 2342, = 0, 2, + 2,=0,
Unter den C; von (8) befindet sich eine rationale mit; isoliertem Doppel-
punkt in B,(l,1,1). Die konjugiert imagindren Tangenten an die
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imagindren Zweige von C, durch B, sind z,4+ wz,+ w?z; =0,
x,+ w2z, + wx, = 0. In diesem Falle ist 1 = 6. Um zu beweisen, dafl
B, Doppelpunkt und isoliert ist, schneide man C; mit z,+w x,+ w22, =0.
Zu diesem Zwecke eliminiere man x, zwischen dieser Gleichung und (8).
Nach leichter Rechnung ergibt sich das Resultat (z, — z,)> = 0, woraus
hervorgeht, daB3 die Tangente einer der Zweige beriihrt und den andern
schneidet. Dasselbe gilt tiir die zweite Tangente. Zerfallende Kurven des
Biischels sind fiir A = oo z; , x; = 0, und fiir A = — 2

(2, + x5) (22 + ;) (23 + ;) = O, ferner fir A= — 3, &,P, = 0.

2. Die Kurve 6. Ordnung Cy.
Eine in G4 invariante Kurve n.Ordnung hat die Gleichung

Nondp @y =0, mit n, + 2n,+ 3n;=n . (10)

Thre Bestimmung héngt also von der Losung der diophantischen Glei-
chung %, 4+ 27, + 3n,=mn in positiven ganzen Zahlen ab. Damit sie auch
noch in 7',, d. h. in G,, invariant sei, mul3 sich bei der Transformation
von (10) durch 7',, der Faktor @, n Mal absondern. Das ist leicht, wenn
beachtet wird, da8 durch 7', @,, @,, D, iibergehen in &,—~>P,, DD, D,
@, - P2, Bei einer solchen Kurve mull somit das Glied @” nicht vor-
handen sein, d. h., n, < n — 1. Auf diese Weise erhilt man fiir solche C;
die Mannigfaltigkeit dritter Ordnung.

M (PLPy + Dy) + 4, D1 D, + 4, D, P, Dy + 4, D5 = 0. (11)

Nach. den C, sind die C,4 die néchsten in ¢, invarianten Kurven, was

leicht bestitigt werden kann. Ist (a,, a,, ;) ein Punkt von Cg, so werden
die iibrigen zu G gehorigen Punkte auf C; von dem Kegelschnitt

K= 0@ — 2P, =0 (12)

ausgeschnitten. K schneidet C; iiberdies in 6 weitern Punkten einer Gy,
die man wie folgt erhalt: Die Elimination von @, aus (11) und (12) gibt

(Ar0g + Agofa) BF + (A o] + Agovio0g) PP + L} D5 = 0, (13)
eine Gleichung, die augenscheinlich in das Produkt
CP+DD,) (EP+FP;) = 0 (14)
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aufgelost werden kann. Jeder dieser Faktoren gleich Null gesetzt stellt
eine Kurve dritter Ordnung dar, welche Cy in 6 Punkten einer G, schnei-
det. Zusammen sind es die 12 Punkte der G,, auf C;, die zu sechs auf K
und K* = x,00, @} — o2 @, = 0 liegen. Die C; haben als einzige Doppel-
punkte 4,, 4,, 4;, und sind somit vom Geschlecht 7.

Man hat jetzt den

Satz 6. Ndchst dem Biischel (vn G ;) tnvarianter Kurven Cj ist eine drei-
fache Mannigfaltigkeit von Cg vom Geschlecht 7. Jede derselben trigt co’A 4,
Konfigurationen.

3. Eine C, wird durch T, in eine C,, transformiert. Damit der eigent-
liche Teil von C,, identisch sei mit C,, ist notwendig (d. h. in ¢,,), da3
2n — 3 = n sei, woraus folgt, daBl n = 3«. Somit

Satz 7. Nur Kurven von der Ordnung n = 3« kinnen in G, invariant
sein. Klassen solcher Kurven mit den Ordnungen 3, 6, 9, 12, ..., kinnen,
wie fiir n = 3 und n = 6 gezeigt wurde, leicht aufgebaut werden.

5. Eine Cremonagruppe G,; und ihre Konfiguration 4,,

1. Dre kubische Involution Tj in S,.

Ty(ox, = 1/x;, © = 1,2,3,4) ist wohlbekannt und gestattet viele
interessante Anwendungen?). Zuerst soll gezeigt werden, wie dieselbe auf
rein geometrische Weise erhalten werden kann. Man lege durch einen
Punkt P(z,, z,, x,, x,) und die Seiten A,4,, A,A,, A; A, des Koordi-
natentetraeders A,A4,4,A4, die Ebenen y,x, — y,x, =0, y,2, — y,
Zy =0, y,&, — Y24 = 0, worin die y laufende Koordinaten sind.
Durch 7', werden diese in die drei Ebenen y,x, — y;2, = 0, y,2, —
Yy, = 0, y,&, — Y,&, = 0 transformiert, die sich in dem Punkte
Pl(xyx32,, ,23%,, X L%y, T,%,%;), d. h. dem in 7' entsprechenden
Punkt P’ schneiden. Nun betrachte man die durch 4,4, gehenden vier
Ebenen y; — ¥, =0, y3 + ¥4 =0, ys%5 — Y32, =0, y,2,— Y323,=0
eines Biischels. Als Parameter derselben kann man 1, —1, —Z—B— , —xxi

4 4
nehmen, deren Doppelverhiltnis leicht als — 1 gefunden wird. Ahnliches
wiederholt sich fiir die Axen A,4,, A;4,, A,4,, A,4,, A,A,. Somit

Satz 8. Verbindet man einen Punkt P in S, mit den sechs Seiten 4,4,
durch Ebenen x;, und konstruiert man zu diesen vierten harmonischen oy,

2) Siehe z. B. des Verfassers Arbeit On Surfaces and Curves which are In-
variant under Involutary Cremona Transformations. American Journal of
Mathematics Vol. XLVIII (1926), pp. 21—44.
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in bezug auf y, — y, = 0 und y; + y; = 0, s0 gehen die sechs Ebenen .,
alle durch P.

Eine weitere neue Konstruktion fiir 7', wird auf folgende Weise er-
halten: Die Verbindungslinie P(x,, z,, %5, x,) 4,(0, 0, 0, 1) kann para-
metrisch durch

PA, = (2, %5, 3, x4 + A) darstellen. Durch 7', wird diese in
TJ—ZQ B [(xzxs (Zg+4), @32(xg+4), 2325(x44 4), x1x2x3] )

also wieder in eine Gerade transformiert, welche fiir A = 0 selbstver-
stiandlich durch P’ geht. Dividiert man durch A und 148t dann 1 — oo,
so erhdlt man den Durchschnitt von P4’ mit z, =0, 8’ = (2,25,
Xy %y, Z,%,). Der Durchschnitt von P4, mit z,= 0 ist S(z,, z,, ;).
Somit ist S’ der entsprechende von S in der quadratischen Involution 7',
in 8,(z,, x,, x3). Das fithrt zu

Satz 9. Gegeben sei ein Punkt P in S;. Die Verbindungsgeraden PA,
sollen die gegeniiber Seitenflichen «; = A;A,A, in den Punkten P;,
j = 1,2, 3, 4 treffen. Dann konstruiere man die zu P; entsprechenden P} in
den quadratischen Involutionen mit A, A, A, als Fundamentaldreiecken.
Dann gehen die Verbindungsgeraden PiA,, P,A,, P,A,, P, A, alle durch
P’,den P in T, entsprechenden in 8. Umgekehrt schneiden die Verbindungs-
geraden von P und P’ mit A; die gegeniiberliegende Seitenfliiche in zwet
Punkten P;,P; die ein Paar in der quadratischen Involution mit A; A, A,
als Fundamentaldreieck.

2. Das Produkt G, der symmetrischen Gruppe G5, und der Involution
T,in S,.

Die symmetrische Kollineationsgruppe G,, wurde auf ihre geome-
trischen Eigenschaften der Hauptsache nach von J. Veronese unter-
sucht3). Ist P(a,, a,, a;, a,) ein Punkt, so fiihren die Kollineationen der
Gruppe P in eine Konfiguration von 24 Punkten = 4,, iiber die auf der
Flache 2. Ordnung
Fo=0,@}— oD, = 0

liegt. @,, @,, @,, @, sind die elementar symmetrischen Funktionen der

3) Interprétation géométrique de la théorie des substitutions de n let-
tres, particuliérement pour n = 3,4, 5,6, en relation avec les groupes de
I’Hexagramme mystique. Annali di Matematica, vol. XI, ser.II, pp.93—236
(1882). Man sehe auch Arnold Emch, Some geometric applications of symmetric
substitution groups. American Journal of Mathematics, vol. XLV (1923), pp. 192
bis 207.
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vier Variabeln x,, x,, 3, x,. Durch 7T, wird 4,, in eine Gruppe von
24 Punkten transformiert, die eine neue 4, bilden, wie nach ahnlichen
Uberlegungen, wie sie fiir die Gy und @,, = G4xT', angewandt wurden,
sofort bestatigt werden kann. 4,,+ 4;, = 4, bilden eine Konfiguration
die in der Cremonagruppe G,;=G,,X T', invariant ist. 4;, liegt auf der
Fliche F, = xy0, P} — x2®, . Zwischen den Punkten von 4,, und 4,
kann man folgende Zusammenhange feststellen: Mit 4, ¢, k, [ bezeichne
man 1, 2, 3, 4 in irgend einer Ordnung. Durch P = P,y,,(a,, @,, a5, a,)
ziehe man die beide 4,4, und 4,4, schneidende Transversale ¢;,.,,.
Dann wird diese auch durch einen Punkt von A;, gehen. Um das ein-
zusehen, nehme man z. B. ¢,,.,, welche 4,4, in S,,(a,, a,, 0, 0) und
A4 ,in (0, 0, a,, a,) schneidet. Werden die Koordinaten von S, und S;,
beziiglich mit a,a, und a,a, multipliziert, so kommt

S5 = (aya3a,, aya5a,, 0, 0) ,

834 = (0, 0, @y a50;, @y a5a,) .

Die Verbindungslinie S, S;, geht augenscheinlich durch den Punkt
Pl,. 54 = (@,05a,, @4505a,, 416,04, a,0,a,) welcher der in 7'; entspre-
chende von P ist.

Durch P gehen drei Bisekanten ¢,5. 54, £13. 245 t14. 23, die nach vorigem
der Reihe nach auch durch Pj,.., Pi;..4, Pis.25 gehen. Infolge der
Symmetrie von @5, und G;, und des involutarischen Charakters von 7',
folgt nach Obigem

Satz 10. Durch jeden Punkt von A,, und A, gehen drei Bisekanten, eine
fiir jedes Seitenpaar A, Ay, A3 A, ; Ay A, A1 A,; A3 A, A, A, , von welchen
jede moch einen Punkt beziiglich von A,, und A,, enthdlt. Die 48 Punlkte
von A 4 liegen somit zu Paaren auf 72 Bisekanten der drei Paare von gegen-
iberliegenden Seiten des Koordinatentetraedess.

6. Die G, invarianten Flichen

1. Die Fliche 4.Ordnung F .

Eine in @,, invariante Fliche F, n'** Ordnung muB eine gewisse
Anzahl x Mal durch jeden der Punkte 4, gehen, so da} @, « Mal sich von
F,, abtrennt und 3n — 4x =n ist. Daraus folgt fiir n der Wert n =2«
und fiir ¥, die Moglichkeiten F,, Fg, Fg, ... .

Von diesen sollen hier der Kiirze halber nur F, und F; behandelt
werden. Man beachte, daB8 die folgenden Transformationen durch 7',
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stattfinden: @, > ®,, 0, P, ®,, ®,—>D,- D, ®,— D3, Fiir invariante
F, ergibt sich demgemaf3 das Netz:

D,9; 4+ AD; + p®, =0, (14)

dessen Kurven 4,, 4,, 4,, A, als Doppelpunkte haben. Dieselben ent-
halten auch den Punkt E(1,1,1,1) der in G,, invariant ist, wenn
16 + 364 4+ u = 0, oder p = — 16 — 364 ist. Sie bilden den Biischel

F,= @0, — 16D, + (D2 — 36D,) =0 . (15)

Um zu zeigen, daf3 £ ein Doppelpunkt fiir alle ', von (15) ist, verbinde
man F mit einem Punkte 4 (a,, a,, a3, a,). Die elementar symmetrischen
Funktionen der @ sollen mit «,, «,, &5, ¢, bezeichnet werden. Dann ist
die parametrische Darstellung von EA (p-+a,, p-+a,, Pp+as, p+a,).
Der Punkt mit dem Parameter p liegt auf F',, wenn die mit diesen Koordi-
naten p + a, gebildeten @, (15) befriedigen. Man hat

D, =4p +

D, = 6p? + 3o, p +

Dy = 4P® + 30, + 205P + o3

D, = p* + 5, P° + xaP? + X3P + &4 -

Werden diese in (15) eingesetzt, so bekommt man nach Vereinfachung
die Gleichung :
(30 — 8axp) (A + 1) p* + 2 (oxg ¢ — Box)

(344 1) p + ooy + Aok — (364 + 16)ory = 0, (16)

woraus hervorgeht, daf§ B ein Doppelpunkt von allen F  ist. Es fallt noch
ein weiterer Punkt von A4 mit E zusammen, wenn der Koeffizient von
p? verschwindet, d. h. wenn entweder 3a? — 8x, = 0, oder 4 = — 1 ist.
Im ersten Fall wird 3x% — 8x, mit a,, @y, a5, a, jetzt als laufenden Koordi-
naten den allen F, gemeinsamen Oskulationskegel tm Doppelpunkt E. In
expliziter Form wird die Gleichung desselben

3(“% + ag pe ag + “Z) — 2(a,ay + @a3 + @30, + a1 ay+ A304 + aga,) =0
(17)

eine Form die positiv definit ist, also durch reelle Werte nicht erfiillt
werden kann. Fiir solche F, ist also E ein isolierter Doppelpunkt. Fir
A = — 1 geht jede Gerade EA dreimal durch E, d. h. E wird dreifacher
Punkt fir diese spezielle F,.

132



2. Die tnvariante Fg.
Nach den oben angewandten Regeln ergibt sich

Fg= 11(¢%¢4 + (Dg) + 4,9, 9, P; + 1345:2" + 4,2,9,=0 (18)

und aus der Betrachtung der Form der Gleichung sofort

Satz 11. Die in der G ;5 tnvarianten Flichen 6. Ordnung bilden eine dres-
fache Mannigfaltigkeit und haben alle dieifache Punkte in 4,, A;, A;, 4,.
Ferner gehen sie alle durch dieselbe Raumkurve 12. Ordnung, den Schnitt
von Dy =0 und PP, + P = 0, mit dreifachen Punkien in A,, A,,
A,, A,.

(Eingegangen den 20. Marz 1941.)
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