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Ûber die

Homotopiegruppen von Gruppenrâumen

Von Beno Eckmann, Zurich

1. Die Hurewicz'schen Homotopiegruppen1) haben sich als wichtige
topologische Invarianten erwiesen; ihre Anwendung scheitert aber ofb

daran, daB man ihre Struktur nur in wenigen Fâllen wirklich kennt,
und da8 uberhaupt selbst fur spezielle Ràume kein allgemein gangbarer
Weg zu ihrer Bestimmung bekannt ist. In dieser Arbeit geben wir Bei-
tràge allgemeiner und spezieller Natur zur Kenntnis der Homotopiegruppen

von Gruppenraumen. Wir formulieren zunàchst nur die Ergeb-
nisse: die allgemeinen (Nr. 2 und 3) gestatten unmittelbare Anwendungen
auf Sphâren (Nr. 4), die von den durch stetige Abbildungen bewirkten
Homomorphismen der Homotopiegruppen handeln; die speziellen be-
treffen gewisse Homotopiegruppen der orihogonalen Gruppen (Nr. 5) und
stehen mit dem iibrigen nur in losem Zusammenhang.

2. a) Die allgemeinen Sâtze formulieren wir nicht fur Gruppenràume,
sondern fur deren Verallgemeinerungen im Sinne von Hopf [3], da dies

fur die Beweise genugt und fur die Anwendungen erwiinscht ist, und
halten uns dabei immer an folgende Définition: B sei ein metrischer
(zusammenhàngender, lokal zusammenziehbarer) Raum, in welchem
eine stetige Multiplikation erklârt ist; das heiBt: jedem geordneten
Punktepaar (a, b) von B ist als Produkt ein Punkt a • b von B zuge-
ordnet, der stetig vom Paar (a,b) abhàngt (die Gùltigkeit des assozia-

tiven Gesetzes wird also nicht gefordert). Ein solcher Raum soll F-Baum
heiBen. Besitzt die Multiplikation eine Eins, d. h. gibt es in B einen
Punkt e, derart, daB fur aile a e B

e • a a • e a

ist, so bezeichnen wir B als 7^-Raum. Wir werden in diesem Fall gelegent-
lich auch annehmen, daB ,,das Inverse existiert", d. h. daB es zu jedem
Punkt a c B einen Punkt a-1 mit

a • a"1 e

gibt, der von a stetig abhângt.

Définition s. [1], S. 114, ferner [2], S. 203. — Die Zahlen in eckiger Klammer []
beziehen sich auf dos Literaturverzeichnis am Schlufi der Arbeit.
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Jeder Gruppenraum ist ein T^-Raum mit Inversem; unsere Aussagen
uber F- und 7^-Râume gelten also insbesondere fur Gruppenrâume.

b) X sei ein Kompaktum, Rx der Raum der stetigen Abbildungen
von X in jR Ist R ein f-Raum, so definieren wir ftir zwei Abbildungen
/, g € Rx ein Produkt

f-g heRx
durch

h(x) f(x) ' g(x) fur aile x € X.

Dadurch wird auch zwischen den Abbildungsklassen, d. h. den Klassen
homotoper Abbildungen von X in R eine Multiplikation induziert:
Bezeichnen wir die Klasse von / € Rx mit {/}, so ist die Klasse {/' • g'}
von der Wahl von f e {/} und g' c{g} unabhàngig, also durch {/} und
{g} bestimmt, und wir setzen

Wir lassen gewôhnlich, wenn kein MiBverstândnis môglich ist, die
Klammer weg und schreiben auch fur Abbildungsklassen nur f,g>fag usw.

nn(R) sei die n** Homotopiegruppe von R, und fur f,g € nn(R) bedeute

f + g die nach der Hurewicz'schen Vorschrift1) auszufuhrende Addition
der Homotopieklassen.

c) Wir werden zeigen, da8 zwischen f + g und f-g (f,g €nn(R)) fol-
gende Zusammenhànge bestehen:

Satz I : R sei ein F-Raum ; fur ft, gt € nn(R), i 1,2 gilt bei beliebigem n

(/i + /.) ' toi + 9.) (/i ' 9i) + (/t • 9%) •

Daraus folgt leicht (vgl. Hurewicz [1], Satz XI) :

Satz II: R sei ein F^-Raum; fur f,g €nn{R) gilt bei beliebigem n

In einem i^-Raum fàllt also die Multiplikation / • g der Homotopieklassen

mit der Hurewicz'schen Addition zusammen und ist somit von
selbst assoziativ (und fur n ^ 2 kommutativ).

3 a) In einem J^-Raum R definieren wir fur a € R die Potenz ak € R
durch

a0 e, ak a • ak"~x
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fur aile ganzen Zahlen k ^ 0; wenn sogar das Inverse existiert (vgl. la),
auch fur négative k — k\ kr > 0, durch

ak a-kf (a-i)*'

Ist / c Rx eine stetige Abbildung des Kompaktums X in jR, so ist dann
klar, was unter fk zu verstehen ist:

/*(*) (/(*))*, *** ¦

Diejenige Abbildung (bzw. ihre Klasse), bei welcher aile Punkte von
X in e e R abgebildet werden, bezeichnen wir ebenfalls mit e, oder auch
mit 0 (wegen der additiven Schreibweise, die bei den Homotopiegruppen
ûblich ist): /° e.

b) Folgerungen aus Satz II:
Satz III : R sei ein re-Raum; fur f e nn(R) gilt bei beliebigem n:

fur aile ganzen Zahlen k ^ 0 und, wenn das Inverse existiert, auch filr
k<0.

Das kann man auch so formulieren : die Abbildung pk(x) xk von R
in sich bewirkt eine homomorphe Abbildung der Homotopiegruppen von
R in sich, die durch

gegeben ist.
Satz IV: R sei ein Fe-Raum; fur f, g e 7tn(R), h € nr(8n) gilt bei

beliebigem n und r
(f + 9)h fh + gh,

also auch

Man beachte, daB dièses ,,Distributivgesetz" im allgemeinen nicht zu
gelten braucht, wenn JB kein i^-Raum ist2) ; dagegen gilt immer (/ e nn(R) ;

Die Sâtze I—IV werden im § 1 bewiesen.

4. a) Im § 2 (Nr. 8) wenden wir dièse Ergebnisse an auf den Fall einer
m-dimensionalen Sphâre 8m, die i^-Raum ist. Mit Tk bezeichnen wir
eine Abbildung der Sm in sich vom Grade k. Aus Satz IV folgt:

») Gegenbeispiel s. [2], S. 303.
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Satz V : 8m sei ein re-Raum ; dann gilt fur f c 7tn(8m) bei beliebigem n
und Je:

Da bekanntlich3) S3 und S7 T-Ràume sind, gilt Satz V insbesondere
fur m 3 und 7

Vermôge der FreudenthaFschen ,,Einhângung"4) der Abbildungen von
Sphâren auf Sphâren ûbertragen wir (Nr. 9 und 10) die Aussage von
Satz V auch auf andere Dimensionszahlen m, wenigstens fur gewisse n.
y (f) bedeute die Hopfsche Invariante5) von / € n8(8r), s > 2r — 1 Dann
gilt (man beachte Anm. 1X)):

Satz VI : Wenn Sm ein re-Raum ist, so gilt filr f e nr+d(8r) mit d < m
und r ^ d + 1 und y (f) — 0

Fur r > d + 1 bedeutet y (f) 0 keine Einschrànkung. — Weil S7 ein
f-Raum ist, gilt insbesondere fur / € nr+d (8r) mit d^7, r ^ d + 1,
vif) o

Korollar*) : Fur / e Jtr+1(8r), r > 3 gilt

Das folgt nàmlich daraus, da8 fur r ^ 3 die Gruppe ^r+i(/Sr) die
Ordnung 2 hat.

b) In Satz V, angewandt auf m 3 und 7, ist eine Aussage ûber die
Abbildung T_x der 8m auf sich vom Grade — 1 enthalten:

Bei beliebigem n gilt fûr / € nn(8m)

Wir schlieBen hieran in Nr. 11 noch einige Betrachtungen ûber die
Abbildung T_x und zeigen u. a., da6 fur n > 3, / e orn(/S2) im Gegensatz
zu V und VI

ist.
3) vgl. Hop/ [4], S. 43&—437.
*) s. [2], S. 303—304.
6) Définition: [5], S. 645ff. und [4], S. 428ff., ferner [2], S. 304—305.
•) vgl. [6], Nr. 12 b, Hilfssatz.
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6. Im § 3 (der vom vorigen nur wenig benûtzt) bestimmen wir die
dritte, vierte und filnfte Homotopiegruppe der orthogonalen Gruppen, unter
Verwendung einer von mir kiirzlich entwickelten Méthode7). Fn bedeute
die Grappe aller orthogonalen (n + l)-reihigen Matrizen mit der
Déterminante + 1, © die additive Grappe der ganzen Zahlen, ©2 die Rest-
klassengruppe von © mod. 2 (« bedeutet isomorph).

Wir fassen die Ergebnisse des § 3 im folgenden Satz zusammen :

Satz VII:

Ferner gïlt

A) {h) ©

§ 1. Beweis der Sâtze I —IV

6.a). R sei ein zusammenhângender, lokal zusammenziehbarer metri-
scher Raum. Wir bezeichnen mit Rsn(a) c Rsn den Raum derjenigen
Abbildungen feRsn, fur welche

f(x0) a

ist, wobei x0 ein beliebiger, aber festgewàhlter Punkt von 8n, a von R
ist. Die Elemente der nten Homotopiegruppe von i2, ?rn(iî), sind die Kom-
ponenten von Rsn(a), also die Klassen homotoper Abbildungen der Sn

in jR ,,unter Festhaltung von a". Wir wàhlen als Urbild statt der Sphâre
Sn auch den Einheitskubus En des w-dimensionalen Euklidischen Raumes
R?1, gegeben durch n réelle Koordinaten x€

1.

2.

3.

4.

5.

6.

Fur n
Fur n
Fur n

n, (F2)

n* (A)

> 4 is£

^ 5 is£

> 6 ist

«© >3

« ©2, :

0 :^5 (A)

^©
0

0

*© + ©.
i ©2 + ©2J nt4(r4)«©2

o, %(A)f

O^oj^^I i 1, w ;

den Punkt mit den Koordinaten (xl9 xn) bezeichnen wir auch kurz
mit x, einen Punkt auf dem Rande von En (d. h. fur welchen mindestens
eine seiner Koordinaten den Wert 0 oder 1 hat) mit x0. Elemente von
7tn(R) sind dann die Komponenten von R^n(a); das ist der Raum der
Abbildungen / € jB^1 bei welchen fur aile x0

f(x0) a

7) s* [6], insbesondere die Nr. 6 und 10. — Die Kenntnis der Arbeit [6] wird in Nr. 9

sowie im § 3 vorausgesetzt. Eine wesentliche Bolle spielt im § 3 der Satz ([6], Satz 27),
daÛ die Sphâre S5 nicht parallelisierbar ist.
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ist, und die Hurewicz'sche Summe1) f -\- g h zweier Abbildungen
/, g e Rfin(a) kann durch

h(x) h(x1,...,xn)
f(2x1 xÈ9...,xn)

(1)

gegeben werden.
Die Struktur von nn(R) ist von der Wahl von a e R unabhângig (man

kann in naheliegender Weise vermittelst eines Weges von a nach b e R
zwischen den zu a und b gehôrigen Gruppen nn{R) einen Isomorphismus
herstellen.

b) R sei nun ein I^Raum (Nr. 2) ; dann ist fur die Abbildungen (sowie
ihre Klassen) /, g € RE" das Produkt

definiert.
Aus den vier Abbildungen ft, /2, gx, g2 c R^n(a) bilden wir die Abbildung

also

f1(2x1

das ist aber definitionsgemàB die Abbildung (fx • ^j) + (/2 • gr2) Es gilt
also {Satz I):

(/i + /,) • toi + 7i) (/i ' fl^i) + (/i • fl^i) • (2)

Man beachte, daB aus /, g € R^ia) folgt

in Gleichung (2) stehen also auf beiden Seiten Abbildungen aus R^{a • a).
Satz I ist damit nicht nur fur Elemente der (zu beliebigem a e R

gehôrigen) Homotopiegruppen, sondern fur die Sphârenabbildungen selbst
bewiesen.

c) In einem JT-Raum R bezeichnen wir mit la die bei festem a und
variablem b e R durch

la{b) a-b

gegebene Abbildung von R in sich, analog mit ra die Abbildung

ra(b) b-a.
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X sei ein Kompaktum, / € Rx, und die Abbildung von X in R, bei welcher
aile Punkte von X auf a e R abgebildet werden, sei auch mit a bezeichnet.
Es gilt dann fur /, a e Rz

Aus (2) folgt also fur 2 Abbildungen /, g e

(/ + a) • (a + g) f • a + a • g raf + lag

Da aber / + a zu / und g + a zu g homotop ist (in R^n(a)), gilt fur die
Klassen von / und g in R^n{a) :

f'9 raf + lag. (3)

7. a) In dieser Nummer soll R ein F^Raum sein (Nr. 7) ; wir zeichnen
fur die Bildung der Homotopiegruppen von R den Punkt e e R aus und
betrachten ausschlieBlich Abbildungen / € R^n(e). Da sowohl r6 als auch
le die Identitât von R ist, folgt aus (3) fur 2 Elemente /, g ejin(R) der
Satz II : iii /^f'9 f + 9. (4)

Daraus folgt unmittelbar (wenn die Potenzen ak} a e R, bzw. fk,
/ c 7tn(R) gemàB Nr. 2 erklàrt sind)

und durch vollstàndige Induktion der Satz III fur h ^ 0 : Ftir / € jrn(JB) ist

/*==*•/; (5)
fur négative h folgt er aus

also

/-x=-/. (5)'

b) Es seien /, g Elemente von nn(R) und h ein Elément von nr(8n),
bzw. Abbildungen, die die betreffenden Klassen reprâsentieren. Nach
(4) ist

eine Abbildung dieser Klasse ist durch

f(h(x))-g(h(x)) x*8r
gegeben, es gilt also
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Also gilt fur einen JT^-Raum das ,9Distributivgesetz" (Satz IV) fur die
Homotopiegruppen: wenn /, g c nn(R) und h <• nr(8n), so ist

(6)
Wegen

(/ - f)h /* + (- f)h 0

folgt hieraus
(6)'

Es gilt also insbesondere fur aile ganzen Zahlen k :

(kf)h k(fh). (6)7/

(DaB ftir / e nn(R), g, h € 7tr{8n) das Distributivgesetz

f(9 + h)=fg + fh

immer gilt, geht direkt aus der Définition (1) hervor.)

§ 2. Âbbildungen von Sphâren auf Sphâren

8. a) Mit Tk bezeichnen wir immer eine Abbildung (oder Abbildungs-
klasse) der orientierten r-dimensionalen Sphâre ^r auf sich vom Grade k
(r und k beliebig). FaBt man Tk als Elément der Homotopiegruppe
nr(8r) auf, so ist

Tk kTx. (7)

Wenn die Sphâre Sm ein JTe-Raum ist, gilt also nach Satz IV (Formel
(6)"):

î7fc/ (^îTi)/ ^(î7i/) */
Tkf kf. (8)

Damit ist Satz V bewiesen.

b) Fur den Fall einer i>Sphâre Sm ist also der durch Tk e nm(Sm)
bewirkte Homomorphismus der Gruppen nn(8m) in sich durch Tkf kf
gegeben.

Man kann ganz allgemein die Abbildungen Tk € nr(8r) als Operatoren
der Homotopiegruppen nn{8r) auffassen; fur sie gilt bei beliebigem

TM{Tk,f) TkÈ.f, (9)
hingegen nicht immer

(Tk+Tk,)f Tkf+Tk,f (10)

Commentai! Mathematici Helvetici



wie das Beispiel n 2r — 1 bei geradem r zeigt (dann gilt nàmlich fur
die Hopfsche Invariante8) y

y((Tk + Tv)f) y(Tk+k,f) (k + k'fy(f)
aber

y(Tkf + Tk.f) y(Tkf) + y(Tk,f) (W + V*) ¦ y(f)

was fur y(f) ^ 0, k ^ 0, k! ^ 0 unmôglich gleich sein kann).
Fur /^-Sphâren folgt (10) natûrlich aus (8). — Es sei hier noch erwâhnt,

da6 flir

ist9).
9.a) Nach Freudenthal4) verstehenwir unter Einhdngung (ë eine homo-

morphe Abbildung der Homotopiegruppe nn(Sr) in ^w+i(^r+1) (fur belie-
bige n und r), die folgendermaBen gegeben ist: E1 sei die Einheitsstrecke
0 ^ t < 1 ; fur x e 8n bedeute (x, t) einen Punkt des topologischen Pro-
dukts SnxE1, fur y e Sr (y, t) einen Punkt von SrxE1.f sei eine Abbildung
der 8n inSr,F die durch

F(x,t) (f(x),t) xeSn,f(x)€S'

gegebene Abbildung von SnxE1 in 8rxE1. Identifiziert man 8n*(l) und
Snx(0) und ebenso 8r*(l) und 8r*(0) zu je einem Punkt, so kann man F
als Abbildung von 8n+1 in 8r+1 auffassen; dièse Abbildung bzw. ihre
Klasse heifit &f

b) Hilfssatz 1 : Fur g c nz(8n), f c 7tn(Sr) gilt

(Œ/) (Œ?) (Ê(/^).

Beweis: (£/ sei gegeben durch die Abbildung F von 8nxEx in Sr*Ex

F(u,t)=(f(u),t) UeS",f(u)eSr

und (£0 durch die Abbildung von /S^iS1 in /S^xU1

Dann ist ((£/) (&g) gegeben durch die Abbildung FG von S^E1 in ^x^1 :

F(G(x,t)) F(g(x),t) (f(g(x)),t) ;

durch dièse Abbildung ist aber gerade (£(/</) erklàrt.

«) s. 6), ferner [5], S. 653.
•) die Klassen / € #8(/Sfa) sind durch die Invariante y(f) bestimmt, vgl. [6], Nr. 12 b,

ira Beweis des Hilfssatzes.
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c) Tj^sei wie in Nr. 6a) erklârt; der obère Index (r) soll hervorheben,
da6 es sich um ein Elément von 7tr(8r) handelt.

Hilfssatz2: Fur jedes f€nn{8r) ist

Beweis : Offenbar gilt

somit nach Hilfssatz 1

10. Beweis von Satz VI.
a) Wenn fur ein Elément f € nn(Sr) und eine ganze Zahl Je

gilt, dann gilt Aies auch fur jede Abbildungsklasse, die aus f durch (evtl.
wiederholte) Eirihàngung hervorgeht.

Dies folgt aus Hilfssatz 2 und der Tatsache, daB (£ ein Homomorphis-
mus ist. — Allgemein gilt

*/). (11)

b) Sm sei eine TVSphâre; dann gilt nach Satz V fur / e nn{Sm)

und dièse Formel làBt sich fur gewisse, in Satz VI genannte Zahlen r
und d auf / € nr+d(Sr) mit y (f) 0 ubertragen (y (f) ist die Hopf'sche
Invariante5) von /). Wir unterscheiden fur den Beweis die Fâlle

r> m m ^ d
und

r<m, r>d+l
(r m ist in Satz V enthalten), die man in der Form

m^d, r^d+l
zusammenfassen kann.

c) r> m, m ^d In diesem Falle lâBt sich jedes Elément / e 7ir+d(8r)
mit y(f) 0 durch (evtl. mehrfache) Einhângung aus einem Elément
h c 7tm+d(8m) erzeugen (nach einem Satze von Freudenthal10) ; nach
Nr. 10a) gilt also Tkf k f

10) [2], S. 300, Satz I.
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d) r<m,r>d + l. Ein Elément / e 7tr+d(8r) geht durch (m — r)-
fache Einhàngung liber in g € 7tm+d(Sm), und gleichzeitig wegen (11)
Tk f — kf in Tk g — kg 0 Ferner folgt aus y (f) 0

und nach Freudenthal11) folgt aus (SA 0, y (h) 0 immer A 0, also

rt/-*/ o.

lia) Wir sehlieBen noch einige Bemerkungen iiber den durch die
Abbildung T^ der Sphâre 8r auf sich vom Grade — 1 bewirkten Homo-
morphismus von 7tn(Sr) an, die nur teilweise mit dem vorigen zusammen-
hângen.

In Satz V ist enthalten, daB fur m 3 und 7 und beliebiges n und
f€7ln(S™) gilt

T_xf=-f. (12)

Dièse Formel gilt ubrigens nach Freudenthal12) fur jedes eingehangte
Elément / (ggr einer Homotopiegruppe nn(Sr).

b) Wir benûtzen im folgenden den Begriff der retrahierbaren Zerlegung

3 (oder Faserung) eines Kompaktums R13) und der zugehôrigen Projek-
tion P (oder Faserabbildung) von R auf den Zerlegungsraum Z, ferner
verschiedene fur solche Zerlegungen geltende Beziehungen, die ich an
anderer Stelle [6] bewiesen habe.

Lr sei der Linienelementraum der Sr, d. h. der (in naturlicher Weise

topologisierte) R^um aller an die Sr tangentialen Einheitsvektoren; er
ist gefasert in die Teilmengen der in einem bestimmten Punkt der 8r
angreifenden Einheitsvektoren; dièse Teilmengen sind aile der /S1""1

homôomorph. Dièse Zerlegung 3 ist retrahierbar14), und ihr Zerlegungsraum

ist zur 8r homôomorph und sei mit ihr identifiziert. Eine Abbildung
F eines Kompaktums X in die Sr heiBt Spur in Lr, wenn es eine Abbildung

/ von X in Lr gibt, derart, daB

F Pf
ist.

u) [2], S. 300, Satz II. Der Fall r<m,r d-hlfûr ungerades r wird von diesem
Satz allerding8 nur fûr r 1, 3, 7 erledigt; fur die ûbrigen ungeraden r folgt der Satz II
von [2] erst aus einer Mitteilung von Freudenthal (Proc. Akad. Amsterdam 42 (1939),
S. 140), deren Beweis noch nicht erschienen und mir unbekannt ist; auf Grand dieser
Mitteilung wurde Satz II von [2] die Form erhalten: fur / € ^rf+(i(iSr), r > d + 1, (£/ 0,
y(f) - 0 folgt / 0.

") s. [2], S. 304, Nr. 3.7.
18) [61 § 1.

i*) [61 Nr. 14.
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c) Ist r gerade und F € 8nX eine Spur in Lr, so ist T__XF zu F homotop.

Beweis : Wenn r gerade ist, so hat die Spiegelung der Sr an ihrem Mittel-
punkt, die jeden Punkt a e Sr in seinen Antipodenpunkt a' abbildet, den
Grad — 1 ; wir kônnen also fur Tm.1 dièse Abbildung wàhlen.

F eSr sei eine Spur in Lr; das bedeutet, daB wir dem Punkt F(x) e 8r
in stetiger Weise einen in F(x) angebrachten tangentialen Einheitsvektor
und infolgedessen einen dmch.F(x) gehenden gerichteten GroBkreis der
Sr zuordnen kônnen. LâBt man fur jedes x € X den Punkt F(x) auf dem
zu ihm gehôrigen gerichteten GroBkreis in den Antipodenpunkt Ff(x)
T__tF(x) wandern, so wird F stetig in T__XF ubergefuhrt.

d) Wenn eine Abbildung von X in Sr Spur in Lr ist, so ist auch, jede zu
ihr homotope Abbildung Spur in Lru) ; wir sagen deshalb auch von einer
Abbildungsklasse (oder einem Elément einer Homotopiegruppe), sie sei

Spur in Lr.
Wenn f e 7tn(8r) eingehangt, d. h. von der Form f t&g ist, und wenn

bei geradem r f eine Spur in Lr, bei ungeradem, r g eine Spur in Lr__x ist,
so ist 2/ 0

Beweis : Wenn f f£g ist, so ist12)

T-if -f ;

r sei gerade: Wenn / Spur in Lr ist, so ist T_x f /, also

r sei ungerade: Wenn g Spur in Lf_x ist, so ist T__xg g also nach Hilfs-
satz 2

also

e) Jedes Elément f c 7tn(S2) mit beliebigem n > 3 ist Spur in L2.
Beweis: Wegen ^^(S1) 0 (n ^ 3) ist dies eine unmittelbare Folge-

rung aus den an anderer Stelle16) bewiesenen ,,Hurewicz'schen Formeln".
Aus 9c) folgt also: Fur jedes Elément / e an(82) (n > 3) gilt

T-if f. (13)

Aus 9d) folgt: Fur jedes eingehângte Elément f (£g € nn(8z), (n > 4)

gilt 2/ 0

1B) [6], Np. 3d (Lemma).
16) [6], Np. 6, Satz E mit Korollar.
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§ 3. Einige Homotopiegruppen der orthogonalen Gruppen

12. a) Die Méthode, mit welcher wir in diesem Paragraphen die 3., 4.
und 5. Homotopiegruppe der orthogonalen Gruppen bestimmen, habe
ich an anderer Stelle [6] ausfuhrlich entwickelt; wir geben hier nur die
wichtigsten Bezeichnungen und Beziehungen an, soweit sie fur das Fol-
gende benôtigt werden.

b) Fm sei die (topologische) Gruppe aller (m + l)-reihigen orthogonalen

Matrizen a — (aik) mit der Déterminante + 1 Die Untergruppe
der Matrizen (aik) mit

aik — $ik fc 1, m + 1

ist zur Gruppe Fm__1 isomorph und werde ebenfalls mit Fm_1 bezeichnet.
Die Zerlegung 3™ von -Fm ^n Sestklassen nach der Untergruppe Fm_1 ist
retrahierbar13); ihr Zerlegungsraum ist zur Sphâre Sm homôomorph:
jede Restklasse von Fm nach Fm_1 umfaBt genau aile diejenigen Matrizen
(aik), die in den Elementen alk der ersten Zeile ubereinstimmen, und ist
somit gegeben durch (m + 1) réelle Zahlen alk, die der einzigen Bedingung
m+l
2J a%k 1 genûgen, und die man somit in einem (m + l)-dimensionalen

euklidischen Raum Rm+1 als Koordinaten eines Punktes u (ux,... ,um+1)
der Sphâre Sm m+1

E u\ 1

deuten kann.
Die Abbildung von Fm auf 8m, die jedem Punkt a (aik) von Fm

seine Restklasse, d. h. den Punkt u

^k ^ik & 1, m + 1

der Sphâre Sm zuordnet, heifit Projektion und wird mit Pm bezeichnet.

c) Bei der Bildung der Homotopiegruppen von Fm sei der Punkt
e (ôik) e Fm ausgezeichnet (vgl. 4a), bei denen von #m der Punkt u0
mit den Koordinaten ôlk:

Vntâm) sei die Untergruppe derjenigen Elemente von 7tn(Fm^1), d. h.
Abbildungsklassen von Sn in die Untergruppe Fm^1 von Fm, die in der
O-Klasse von 7tn(Fm) enthalten sind.

<pn(3m) sei die Untergruppe derjenigen Elemente von 7tn(Fm), die, als
Abbildungsklassen aufgefafit, Elemente von nn(Fm^1) enthalten.
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Es gelten die ,,Hurewiez'schen Formeln"16) (œ bedeutet isomorph)

III
fur beliebiges w > 1 (yo(3m) is* 0 zu setzen) und m ^ 2 Der Isomor-
phismus (14), II wird durch die Projektion Pm selbst vermittelt.

Eine Folge dieser Beziehungen ist insbesondere17) : Fur m ^ n -f- 1 ist

Es ist also von besonderem Interesse, die Gruppen 7tn(rn+1) zu bestimmen.

d) Unter einem Schnittelement t der Zerlegung 3m verstehen wir eine
stetige Abbildung t der m-dimensionalen Vollkugel Vm in Fm, bei welcher
die Randsphâre Xm~x von Vm in die Untergruppe Fm^1 von Fm abge-
bildet wird, und derart, dafi die Abbildung Pm t das Innere von Vm topolo-
gisch auf Sm — uQ abbildet. Die zugehôrige Abbildung tr von Em~x in
rm__x (bei welcher ein bestimmter Punkt |0 e E™-1 auf e € rm_1 abgebildet
werden soll) heifit Rand des Schnittelements. Fur aile n < 2m — 1 (und
bei ungeradem m auch fur n 2m — 1) ist18)

Wn-l(3m) ^-i^™-1) ;

insbesondere ist also ^w_i(3m) die von ^ c ^w-i(/rm^1) erzeugte
Untergruppe von nm^{rm_x)

Vermôge dieser Beziehung erlaubt die Konstruktion eines Schnittelement

s in einigen Fâllen die Bestimmung von yn-i(3m) un(i wegen (14)
auch von nn{rm)

13.a) Wir untersuchen zunàchst die Gruppe %(/r2) • Da A zum
3-dimensionalen reellen projektiven Raum homôomorph ist, mu8 nz(r2)
(nach [1], Satz IV) eine unendliche zyklische Gruppe sein; genauer:
In der Zerlegung 32 g^ nach (14):

2{x) 0

weil F± dem Kxeis S1 homôomorph ist, also

p
") [6], Satz 9 (Nr. 8).
ia) [6], Satz 12 (Nr. 10).
1§) [«]» Satz 19 (Nr. 14).
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denn nach (14), III ist <pz(32) einer Faktorgruppe von 7tz(F^) 0 iso-
morph. Wir finden also _. /r,ox ,„ vF jr3(r2)«^3(«2), (15)

und dieser Isomorphismus wird durch die Projektion P2 von F2 auf /S2

vermittelt. Die Elemente von nz(82) lassen sich aber durch die
Hopf'sche Invariante charakterisieren9).

Jedes Elément f c tz3(F2) kann also durch eine ganze Zàhl y(f) charak-
terisiert werden, namlich durch die Hopfsche Invariante von P2fe nz(S2)

b) Fz ist dem topologischen Produkt 83*F2 homôomorph, und zwar
gibt es eine solche topologische Abbildung 0 von Fz auf 83xF2, daB dabei
jede Restklasse von Fz nach F2 genau auf eine der Mengen (u)xF2 (u € 83)

abgebildet wird. Dièse Abbildung

0(a)^=(u,v) a e FZ, ueS3, v € F2 (16)

kônnen wir geben durch _>& u Pa

wo Pz folgendermaBen erklârt ist :

Wir bilden aus den Elementen der ersten Zeile der Matrix a (aik) e F9
die Vektoren vk(a) (k 1, 2, 3):

Pj (— a12 alx, — a14, a13)

t)2 a13 &14 an a12)

t>3 (— «14 » —«13» «12 > «11) •

Wir kônnen sie auffassen als paarweise orthogonale Tangentialvektoren
der Sphàre S3, die im Punkt Pza e S3 angreifen (also ein stetiges tangen-
tiales 3-Feld20) auf S3 bilden). ak(k 1, 2, 3, 4) seien die Zeilenvektoren
der Matrix a (aik); a2i a3, a4 kônnen ebenso wie Dly t)2, t)3 als
paarweise orthogonale Tangentialvektoren der S3 im Punkte Pza der S3 auf-
gefaBt werden.

Wir betrachten nun die skalaren Produkte

vik(a) ai+1 • vk(a) i 1, 2, 3; k 1, 2, 3

(d. h. die Komponenten von ai+x bezûglich des durch die Dk(a) gebildeten
cartesischen Koordinatensystems) als Elemente einer orthogonalen Matrix

v(a) (vik(a)) € F2
und setzen

10) [7], S. 27 und S. 45.
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das ist eine stetige Abbildung von F3 auf F2, bei weleher jede Restklasse
von F.s nach F2, d. h. jede Teilmenge aller der Matrizen a, die im ersten
Zeilenvektor ax iibereinstiinmen, topologisch auf F2 abgebildet wird.

c) Die Homotopiegruppen von F3 zerfallen also wie die von 83xF2 in
direkte Summen21)

7tn(F2),

und dieser Isomorphismus kann durch die topologische Abbildung 0
vermittelt werden: fur / e nn(Fs) ist

wo P3f€7tn(S*) und P^/c
Insbesondere ist 7tz(F3) ein 2-gliedriger Modul, den wir folgendermaBen

beschreiben kônnen: jedes Elément / c tzz(F.a) ist charakterisiert durch 2

ganze Zahlen c und y, nâmlich

c Grad von P3 / € 7t3

y Invariante von Pf3 f € 7tz(F2) (vgl. lia).

Bezeichnen wir das zu c und y gehôrige Elément / € ^(Z"^) mit fey, so ist

fc,yifc',yf fc+c', y+y' >

also
/e,y c*/l,O+ y/otl •

Durch die bisherigen Ausfûhrungen haben wir Satz VII, 4) bewiesen und
pràzisiert.

14. Untersuchung einer speziellen Abbildung.

a) Wir bestimmen die Invarianten c und y folgender Abbildung s der
Sphâre U3 in F3 : die Punkte x c Ez seien durch 4 réelle Koordinaten

4

en ; a (a4fc) sei ein Punkt von Fz ; durch

art(«) «^ — 2a?^ i 1,2,3 4 1,2,3,4 (17)
ist eine Matrix

a s(x) c r3

M) [6], Satz G (Nr. 9).
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bestimmt (die vierte Zeiie einer orthogonalen Matrix mit der Déterminante

+ 1 ist dureh die 3 ersten festgelegt). Man verifiziert, daS

4 4

Salk{x) • aJk(x) ôti - 4:xtx} + ixt x}H x\ ât,
&=i k=-i

ist. Bedeutet x0 e Z3 den Punkt (0, 0, 0, 1), so ist

s{xQ) e.

b) Die Abbildung P.6s der Sphâre Ez auf 8Z ist gegeben durch

«ifc(^) à11c — 2xxxh k 1, 2, 3, 4 ;

dièse Abbildung hat bekanntlich22) den Grad 2

Die zu s gehôrige Zahl y ist nach Nr. 11 definiert als die Hopf'sche
Invariante von P2Pf3s e nà(82). Es genûgt also, von der Matrix

v(s(x))er2
(vgl. Nr. llb) die erste Zeile

vlk(s(x)) 4=1,2,3

zu berechnen; sie gibt uns die Abbildung P%Pfz8 von Ez auf S2.

c) Nach llb) ist

*= 1,2,3;

dabei bedeutet a2(x) den zweiten Zeilenvektor der Matrix s(x):

sind die Vektoren

2iCi ^4 — 2a?! xz)

— 2x1 2^i «2)

M) Identifiziert man 273 mit S3, so ist «(#) derjenige Punkt von Us, der aus dem Punkt
(1, 0, 0, 0) durch Spiegelung an der zum Durchmesser von x orthogonalen Diametralebene
hervorgeht; vgl. [5], S. 434—435.
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Also wird

- ±x\ xl + (!-2^i) (1 —2a^) - ixx x2 xz #4 + 4^ x2 x
1xA—2(1 — 2x\) x2 x3 — ^xl

i x\ xz-2(l-2x\)

also, wenn wir statt vlk(s(x)) uk(x) schreiben

u3(x) 2(0:^3 - #2a;4)

FaBt man die Koordinaten von x e E* durch

zu komplexen Zahlen zusammen, so kann man also die Abbildung
P2P'zS von Ez auf die Sphâre /S2 (deren Punkte u durch die reellen
Koordinaten ul9 u2, u3i gegeben sind) in der Form

1 -1 1
(18)

u2 + iuz 2w1w2

darstellen. Das ist aber nichts anderes als die von Hopf23) angegebene
,,Faserabbildung" p von Ez auf S2 (projiziert man nàmlich S2 stereo-
graphisch auf die Ebene der komplexen Zahlen u2 + iu3, so wird bei der
Abbildung (18) dem Punkt x e £z mit den (komplexen) Koordinaten
wl7 w2 der Punkt w2 : wx dieser Zahlenebene zugeordnet); fur dièse Abbildung

hat aber die Hopfsche Invariante den Wert 1 (bei geeigneter Orien-

tierung von Ez)

Fur die Abbildungsklasse von s gilt also (vgl. Ile): s /2>1 e 7tz(rs)

15. a) Wir konstruieren nun ein Schnittelement t (s. Nr. lOd) der Zer-
legung 3é v°n jT4 in Restklassen nach der Untergruppe F3. Die Voll-
kugel F4 ersetzen wir dabei durch die Halbsphâre H*, die im J?5 mit den
Koordinaten xx, x5 durch

5

Z x\ 1 xx ^ 0

gegeben sei; die Randsphâre Ez ist also durch xx 0 bestimmt.
t») [4], S. 654.
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t sei die folgende Abbildung von H* in Fé :

wobei t 1, 2, 3, 4
<*«(«) «rt- 2x, xk

É 1, 2, 3, 4, 5

und die fûnfteZeile durch die 4 ersten bestimmt ist. Dann ist P4£ gegeben
durch

(^) àlk — 2x1xk, k= 1, 2, 3, 4, 5 ;

das ist eine topologisehe Abbildung22) der offenen Halbsphàre x1 > 0 auf
/S4 — u0 (u0 ist der Punkt (1, 0, 0, 0, 0) der Sphâre 8*), wàhrend die
Randsphàre Ez(xx 0) durch t in die Untergruppe F3 von -F4 abgebildet
wird: t ist also ein Schnittelement von Fà. Der Rand dièses Sohnitt-
elements, d. h. die Abbildung tr von Ez in JT3 hat die Form

i 2, 3, 4

d. h. ^ ist genau die in Nr. 12 untersuchte Abbildung s von 213 in Fz
Da die Abbildungsklasse des Randes eines Schnittelementes t durch die
Zerlegung eindeutig bestimmt ist24), gilt also:

Filr den Rand eines Schnittelementes t der Zerlegung 3é

b) Die Grappe ^3(34) ^ nac^ Nr. lOd) die von /2)1 c tis(F3) erzeugte
Untergruppe von nz(Fz), also zyklisch von unendlicher Ordnung

Aus den Formeln (14) folgt ferner:

da es sich nach (14), I um eine Untergruppe von 7r3($4) 0 handelt;
nach (14), II und III ist also

Die Faktorgruppe von nz(F3) nach y^^) (/2,i) ^ aber zyklisch
von unendlicher Ordnung ; das sieht man, wenu man als Basis des zwei-

«*) [6], Nr. 10b.
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gliedrigen Moduls 7i3(F2) statt /1M) und /0)1 die Elemente /1)0 und /2Jl wàhlt

(der Ûbergang wird durch die unimodulare Matrix L ,1 vermittelt).

^a(A) « © • (20)

Wegen nn{Fm) œ nn(Fn+l) fur aile m > n + 1 (vgl. 10c) ist damit
Satz VII, 1) bewiesen.

c) Nach Nr. lOd) gilt fur die Untergruppe ^4(34) von ^

da ^4(273) W ©2 nur 2 Elemente besitzt, kann f^(Si) also hôchstens 2

Elemente haben. Wir behaupten:

V>*(3*) « ©2 • (21)

Beweis : h c n^{Ez) sei die (einzige) Klasse wesentlicher Abbildungen von
8* auf 273 Dann ist

also nach Satz IV
/2,i * U,oh + /o,i A.

Nach Satz V ist
P* /i,o h=T2h=:2h 0 ;

wegen

ist also
/.,o * 0

und
/2,1A /û,l * •

Femer ist

die Hopf'sche Faserabbildung (bzw. ihre Klasse) von i73 auf S2 (vgl.
Nr. 12c), also

P */* ,*
die Abbildung, die man erhàlt, wenn man die Sphâre S* wesentlich auf
Ez und dann Ez vermôge der Faserabbildung p auf S2 abbildet ; dièse

Abbildung ist wesentlich ; denn wenn F irgendeine wesentliche Abbildung
auf E* ist, so ist pF immer wesentlich25). Also ist

ph #0
M) s. [1], S. 118, oder [6], Satz C (Nr. 4).
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und infolgedessen auch fOilh — f2nh ^ 0 ; ^4(34) ©nthâlt also 2 Elemente,
q. e. d.

d) Nach (14), I ist

das ist nur môglich, wenn

ist. Somit ist

Nach Ile) ist aber

"ÀA) « 1*4(8*) + nA(8*) « ©2 + ©2,

weil F2 zum reellen projektiven Raum von 3 Dimensionen homôomorph
ist und dessen Homotopiegruppen (aufier der ersten) mit denen von Sz

ubereinstimmen26). Wir erhalten also

*4(A) « ©2 • (22)

(Die Aussagen von Satz VII, 5) sind damit bewiesen.)

c) Wir kônnen nun Satz VII, 2) beweisen. Nach (14), I ist nàmlich

also
««(A) 9*4(3.)

^4(35) kann also hôchstens 2 Elemente enthalten ; ich habe aber an anderer
Stelle27) bewiesen, daB irkX t ^

ist (das ist âquivalent damit, da8 die Sphàre S5 nicht parallelisierbar
ist); es muB aleo

V4O5) « ©2 (23)
sein, und fiir 3T4(.F5) folgt

n,(rh) 0 (24)
also

7ii(rm) 0 fur aile m > 5

16. Die filnfte Homotopiegruppe der Fm Wir beweisen in dieser Nummer
Satz VII, 3) und 6).

a) DaB nb(r2) 0 ist, folgt aus

»«) [1], Satz IV. **) [6], Satz 27 (Korollar).
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und dem Satze von Pontrjagin28), daB jede Abbildung von S5 in S9

unwesentlich ist, ebenso

7i5(r2) o.

b) Nach (14), I und (21) ist

^(^)/
wegen tz5(8*) œ ©2 ist also

p^r,) o,
also

aber <p5(Si) ist einer Faktorgruppe von n5(F3) 0 isomorph, alao

ih{rA) 0 (25)
c) Nach (14), I und (23) ist

also

Anderseits ist aber

wobei
^(35) « *h(A)M(36) 0

ist, also
p5%(r5) « ^5(r5).

7t5(r5) « 2%(^) « © (26)

und dieser Isomorphismus wird durch die Projektion P5 vermittelt.
Jedes Elément f e %(jT5) i«^ a^o rf^rcA eine gerade Zahl charakterisiert,
namlich durch den Grad von P5f € ti5(S5)

d) Ganz âhnlich wie in Nr. 13 a) konstruieren wir ein Schnittelement
der Zerlegung 3ô von A m Restklassen nach der Untergruppe F5 durch
die Abbildung

«ifcC^) ^fc — 2a;i^fc 5 t 1, 6 fc 1,..., 7

(letzte Zeile i — 7 durch die ûbrigen bestimmt) der Halbsphâre £T6 :

l1 a^ 1 ^ > 0

*8) Comptes Rendues de l'Acad. des Se. de l'URSS., 1938, XIX, 5.
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in die Grappe jT6. Der Rand tr dièses Schnittelements ist gegeben durch
die Abbildung von 2J5(x1 0) in F5 :

«<*(*) àik - 2Xixk i 2, 6

i 2, ...,7
und die Abbildung P5t' von 275 auf #5

«»(*) ^2fc - 2a?8a:fc * 2, 7

hat den Grad 2; folglich ist £' c 7t5(r5) nach (26) em erzeugendes Elément
von nh{rh). Anderseits ist y>5(jT6) die von tf erzeugte Untergruppe von

also
(27)

und aus den Formeln (14) folgt:

also

^(A) 0 (28)

Damit ist Satz VII in allen Teilen bewiesen.
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